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0. Objetivos y organizacion del Proyecto.

Una de las tareas mas importantes de la Visién por Computador es el Reconocimiento
de Patrones, que consiste en clasificar objetos representados en imagenes a partir de
informacidn extraida de éstas. A pesar de su importancia (es indispensable para que los
ordenadores “entiendan” las imagenes) y de los esfuerzos invertidos en su desarrollo,
sin embargo, aln presenta desafios. La causa de ello radica en la gran variabilidad que
muestra el aspecto de los objetos’ por cambios en el punto de vista, en la escala,
cambios de iluminacion, de color, etc; de entre ellos, destacan los primeros, los
Ilamados efectos de perspectiva, por la dificultad que entrafian, y son de los que nos
vamos a ocupar en este Proyecto.

Geométricamente, las deformaciones que sufren las figuras por cambios en el punto de
vista se describen mediante transformaciones proyectivas, de las cuales en
Reconocimiento de Patrones se han empleado fundamentalmente las homografias, en
particular las afinidades cuando la distancia de la figura a la cAmara es mucho mayor
que el tamafio de la figura. El problema es que la teoria de homografias (y la de
afinidades, pues es un caso particular) sélo se puede aplicar en la clasificaciéon de
figuras contenidas en planos®. Entonces, ¢qué hacer si las figuras estan incluidas en
superficies bidimensionales, pero no planas?

En la literatura, el reconocimiento y clasificacion de figuras bidimensionales se resuelve
mediante la técnica del image warping, que consiste en reconstruir las superficies
bidimensionales que contienen a las figuras. Aunque existen diversas técnicas para
hacer esta reconstruccién [113] [109] [69] [26], todas ellas constan de dos fases: 1) se
identifican una serie de puntos homologos en las iméagenes 2) a partir de éstos se
construye una superficie que cumple algun criterio de optimizacion. La superficie se
puede representar por el producto tensorial de B-splines [113], NURBS [26], etc. En
general, estos métodos sélo funcionan bien cuando las imagenes presentan perspectiva
afin, lo cual es una limitacion; Unicamente, el método Schwarps [72] considera
proyectividades generales, pero la superficie se obtiene resolviendo un sistema de
ecuaciones diferenciales parciales 2D, lo que requiere disponer de bastante informacion
local bidimensional de las imagenes.

Supongamos, Y éste es el objeto del Proyecto, que se dispone de un conjunto de curvas,
las cuales representan los contornos de unas figuras dibujadas en unas superficies planas
orientadas aleatoriamente; a continuacion, estas superficies se deforman sin rasgaduras,
también de forma aleatoria; lo Unico que se exige es que al final las figuras no presenten
oclusiones al proyectarse en el plano de proyeccion. La clasificacion de estas curvas es
un problema de clasificacion proyectivo-invariante, pero de la discusion anterior se
desprende que en la resolucion de este problema no es posible aplicar los métodos
tradicionales.

! En este Proyecto s6lo nos ocuparemos de objetos bidimensionales, que a partir de ahora denominaremos
figuras.

2 Las homografias 3D consisten en proyectar sobre un plano [ las figuras planas contenidas en otro

plano [ ; haciendo abstraccion de S y [, es decir, identificando ambos planos con un plano
genérico, se puede considerar a las homografias una transformacion 2D.



La solucion aportada en este Proyecto consiste en combinar un detector de puntos
dominantes de los contornos de las figuras con una red neuronal de variable compleja
gue tome como entradas dichos puntos y clasifique las figuras.

La razon de la eleccion de una red neuronal de variable compleja y no una real, que es
lo usual, se debe a la mayor capacidad funcional de las primeras. Problemas que
resuelven facilmente las redes de variable compleja no pueden ser resueltos por sus
homologas reales. En la primera parte del Proyecto se describen las redes neuronales de
variable compleja, con sus particularidades y problemas, y se detalla un algoritmo de
retropropagacion complejo para su entrenamiento.

Los puntos dominantes de una curva son aquellos con un valor de curvatura elevado.
Estos puntos tienen mucha importancia en vision por computador, pues se demuestra
que son los que captan la atencién y permiten, en gran medida, reconocer las figuras. El
problema es que su calculo requiere hacer derivadas, y esto siempre es complicado
cuando se trabaja con imagenes. Por lo tanto, en este Proyecto para obtenerlos se ha
escogido un método desarrollado por Di Ruberto y Morgera [35] [36] [37] [98], que es
simple y no requiere derivar.

El Proyecto se divide basicamente en dos partes: la primera, que abarca los tres
primeros capitulos, se dedica al estudio de las redes neuronales, en concreto de los
perceptrones, tanto en la version real como en la compleja; la segunda parte, formada
por los dos ultimos capitulos, versa sobre las transformaciones proyectivas y la
aplicacion de las redes neuronales de variable compleja en problemas de
reconocimiento de patrones proyectivo-invariantes. Al final del Proyecto se han
incluido unos apendices que resumen algunos conceptos necesarios para seguir los
razonamientos del Proyecto.

A continuacion, una descripcién mas detallada de la organizacién del Proyecto:

e Capitulo uno. Se presentan brevemente los principales hitos en el desarrollo de
las redes neuronales.

e Capitulo dos. Se repasan los conceptos principales de los perceptrones multicapa
de variable real.

e Capitulo tres. El capitulo se divide en cuatro partes: 1) se estudia la
problemética asociada a las redes neuronales de variable compleja, 2) se
desarrolla el algoritmo de retropropagacién complejo originalmente presentado
por Nitta para entrenar al perceptron multicapa de variable compleja, 3) se
analiza la adicién de un término momento al algoritmo de retropropagacion con
la fin de acelerar su convergencia 4) se demuestra que las fronteras de decision
de los perceptrones de variable compleja son ortogonales, lo cual explica la
mayor capacidad funcional que tienen estos perceptrones en comparacién con
sus homologos reales..

e Capitulo cuatro. Se estudian las transformaciones proyectivas, tanto las
afinidades como las homografias, asi como los invariantes correspondientes a
cada uno. Un supuesto esencial de las homografias es que las figuras



proyectadas sean planas; si este no es el caso estamos ante una proyectividad
general. La Gltima parte del Capitulo trata brevemente de este tema.

Capitulo 5. Se describen los puntos dominantes y como combinarlos con un
perceptron de variable compleja para resolver diversos problemas de
proyectividades.

Apéndice uno. Recopila una serie de expresiones Utiles para el trabajo con las
funciones de activacion de las neuronas.

Apéndice dos. Se hace un breve resumen de los conceptos de la Teoria
matematica de la Probabilidad necesarios para seguir las argumentaciones del
Proyecto.

Apéndice tres. Se hace un breve resumen de los conceptos de la Teoria de la
Informacion necesarios para seguir las argumentaciones del Proyecto.

Apéndice cuatro. Se explica muy brevemente el fundamento del Calculo de
Wirtinger.

Apéndice cinco. Se desarrolla el célculo de la longitud de arco de curva y de la
curvatura invariantes a transformaciones afines.
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1. Introduccidn histdrica a las redes neuronales

Las redes neuronales artificiales son sistemas computacionales inspirados en las redes
neuronales biologicas, disefiados con el fin de emular la capacidad que tiene el cerebro
de resolver ciertas tareas complejas, denominadas del mundo real, en las que la
informacidn que se procesa es masiva, distorsionada e imprecisa [90], y para las cuales
no resultan adecuados los paradigmas tradicionales de la inteligencia artificial, basados
en el tandem logica booleana-maquina de Von Neuman [90]. Un ejemplo tipico de esta
clase de problemas es el reconocimiento de patrones. Las redes neuronales, las redes
bayesianas, los algoritmos evolutivos, la légica fuzzy,... son técnicas de procesamiento
de informacion que se engloban bajo el nombre de Soft Computing [90 ][106 ].

La teoria de las redes neuronales artificiales comienza en 1943 con la publicacion del
articulo “A logical calculus of the ideas immanent in neurons activity” [93], en el que
McCulloch y Pitts presentan el primer modelo matemético de la actividad de una
neurona aislada, asi como un estudio de sus capacidades computacionales.

Las neuronas de McCulloch y Pitts tienen las siguientes caracteristicas [110]:

1) Son unidades procesadoras biestado (activo o inactivo); las sinapsis que las
conectan también son biestado (excitado o inhibido).

2) Para que una neurona se active en un instante t es necesario que previamente,
durante un intervalo temporal fijo denominado tiempo de latencia, se cumplan
simultaneamente dos condiciones:

e Se exciten n sinapsis de la neurona, siendo n un numero fijo que no
depende de la actividad previa de la neurona ni de su posicién en la red.

¢ No se inhiba ninguna sinapsis; en caso contrario, la activacion de la
neurona seria neutralizada.

3) Los pesos de la neurona son fijos.

4) La excitacion de las sinapsis conlleva un cierto retardo, denominado retardo
sinaptico.

5) Los datos de entrada a la neurona se expresan en un alfabeto {0,1}.

11



En la figura se muestra un esquema simplificado de la neurona de McCulloch-Pitts:

Ty = y=smbTw)

Zpa =1

Figura 1.1. La neurona de McCulloch-Pitts (los pesos son fijos)

Lo verdaderamente interesante de este modelo de neurona es que su caracteristica “todo
0 nada” le permite actuar como una calculadora l6gica, es decir, representar cualquier
expresion proposicional finita. Por lo tanto, en principio es posible construir cualquier
circuito l6gico (incluso un ordenador) combinando estas neuronas [148].

El articulo de McCulloch y Pitts tuvo gran influencia en el desarrollo posterior de las
redes neuronales, e incluso de los ordenadores basados en el paradigma de Von
Neumann; no obstante, es necesario sefialar que, desde el conocimiento actual que se
tiene de la fisiologia de las neuronas, el modelo que plantea es erréneo. Por otro lado,
una red neuronal compuesta de neuronas de McCulloch y Pitts tiene un campo de
aplicacion estrecho debido a la naturaleza binaria de sus neuronas y al valor constante
de los pesos. No obstante, este modelo supuso un primer paso decisivo.

Durante los quince afios siguientes a la publicacién del articulo original de McCulloch y
Pitts fueron apareciendo nuevos conceptos y desarrollos que enriquecieron la teoria de
redes neuronales artificiales®. Uno de los mas importantes fue la introduccion en 1949
de la regla de Hebb, presentada como una hipotesis del funcionamiento de las sinapsis
(las sinapsis que funcionan segun la regla de Hebb se denominan hebbianas) por el
psicologo canadiense Donald Hebb en su libro “The organization of behaviour” [61], a
partir de los datos de la fisiologia del cerebro disponibles en su época. Hebb establece
que la transmision de informacion entre dos neuronas unidas por una sinapsis
(transmision sinaptica) tiene dos caracteristicas fundamentales [59]: 1) depende de la
sincronia en la activacién de dichas neuronas, 2) depende de la accion conjunta de
ambas neuronas. Por lo tanto, la transmision de informacion sinaptica es un fendmeno
local, pues requiere contigliidad espacio-temporal en la actividad de las neuronas
implicadas en la transmision, y es un mecanismo que precisa de una correlacion
estadistica positiva entre las activaciones de las neuronas presinapticas y postsinapticas.
[ 59] presenta una version actualizada de la regla de Hebb:

e La fuerza de una sinapsis que conecta dos neuronas se incrementa si éstas se
activan simultaneamente.

® Todas las redes neuronales discutidas en el Proyecto son artificiales, por lo tanto a partir de ahora se va
a prescindir de este adjetivo al nombrarlas, sin que de lugar a confusion.
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e En cambio, si las neuronas se activan de forma asincrona, la fuerza de la sinapsis
se debilita o anula (este punto no estaba en la version original de la regla).

Aunque la regla de Hebb nace del estudio de la fisiologia del cerebro, en el fondo
enuncia una observacion de sentido comun: fendmenos correlacionados positivamente
estan efectivamente relacionados entre si (obviamente, no se consideran las
correlaciones espurias). La importancia de esta regla es que establece un mecanismo
para modificar la fuerza de las sinapsis; es decir, para modificar lo que en la teoria
actual de redes neuronales son los pesos de la red (recordemos que en el modelo de
McCulloch y Pitts los pesos eran fijos). Basandose en este principio, a lo largo de los
afios cincuenta diversos investigadores fueron desarrollando nuevos modelos de redes
neuronales. Por ejemplo, Uttley demostré en 1956 que una red neuronal con sinapsis
variables podia aprender a hacer clasificaciones binarias [130].

El siguiente hito en la evolucion de las redes neuronales lo constituyd el Perceptrén,
desarrollado por Frank Rossenblatt en 1957 en el Laboratorio Aeronautico de Cornell
[116]. EI Perceptron original estaba formado por tres capas de neuronas: una capa de N
neuronas de entrada, las cuales recogian la informacion procedente de un conjunto de
sensores denominado retina (que no formaba parte de la red), una capa de M neuronas
de asociacién y una capa de salida. La tarea impuesta a la red era aprender una relacion
binaria

d:{-11}" - {-11}
a partir de un conjunto de pares de ejemplos (Xp,d (%, ))

En la version original del Perceptron, la conectividad entre la retina y la capa de entrada
era determinista y no-adaptativa, y aleatoria entre las restantes capas. La siguiente figura
muestra un esquema de esta red:

responses

projection area asso%ﬂ/— O

random
connections

local connections

Figura 1.2. El Perceptron clasico de Rossenblatt

El Perceptron de Rossenblatt fue simplificado por Minsky y Papert [94]. El
funcionamiento del nuevo modelo se ilustra en la figura 1.3: un conjunto de sensores
escanea diversas regiones de una imagen, y esta informacion se pasa a las funciones
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binarias ¢,, denominadas funciones predicado (representadas en la figura por los

paralepipedos); las salidas de estas funciones se combinan linealmente en la neurona Q,
y el resultado se toma como entrada de una funcién binaria ¥, de cuya salida se infiere

si en la figura hay una cierta forma geométrica (por ejemplo, una X) o no.

4

‘,/—/
yan S
/ ] .
r  — ot Q)
(15 7 - ] e
S S T~ g 1 L-
S | -
—
[ o 0

Figura 1.3. EI Perceptron simplificado de Minsky y Papert.

La version actual del Perceptron prescinde de la retina, sus entradas pueden tomar

cualquier valor y los pesos no son fijos. Esquematicamente:

xTw Hi—

Figura 1.4. El Perceptron (los pesos son variables)

¥y =sgn (xTw)

Podemos observar que el esquema del Perceptrén es similar al de la neurona de
McCulloch y Pitt. La diferencia esta en que en el perceptron los pesos pueden variar,
mientras que en la neurona de McCulloch y Pitt no. El entrenamiento del Perceptrén
consiste en ajustar los pesos mediante el siguiente algoritmo de aprendizaje [78]:

1. Los pesos se inicializan con valores aleatorios.
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2. Se selecciona un ejemplo de entrada X .

3. Lared calculaunasalida y a partir de X. Si y=d ()?) se modifican los pesos

mediante la expresion Aw, =d ()?)-xh ;si y=d ()?) no se modifican los pesos.

4. Continuar en 2. hasta que todos los ejemplos cumplan y=d ()?) :

El respaldo tedrico a la eficacia del Perceptron descansa en el Teorema de convergencia
del perceptrdn, que se puede enunciar [78]:

Si existe un conjunto de pesos W que permiten al perceptron representar la
transformacién y=d(§<), entonces, para cualquier eleccion inicial de los

pesos, la regla de aprendizaje del perceptdon converge a una solucion (que
puede ser igual o no a w ) en un niimero finito de pasos.

Desde el momento de la publicacién del trabajo de Rossenblatt, y en muy breve tiempo,
numerosos investigadores fueron presentando nuevos modelos de redes neuronales
(Adaline de Widrow y Hoff [139] entrenado mediante Mean Least Square (LMS),
Madaline de Widrow [138], etc) que resultaron tener éxito como filtros de sefales,
ecualizadores, etc, aparte de la ventaja de la sencillez de su implementacion en circuitos
analdgicos o VLSI.

Sin embargo, el panorama favorable al paradigma neuronal se vio frenado a partir de
1969, afo en el que los investigadores Marvin Minsky y Seymour Papert publicaron el
libro Perceptrons [94], en el cual sefialaban los problemas que tenian los perceptrones
para resolver tareas de clasificacion que fueran mas complejas que la simple
clasificacion lineal: si los perceptrones eran monocapa, eran incapaces de resolver un
problema como el XOR exclusivo u operador de comparacion; si eran multicapa, en
teoria podian resolver este problema, pero en aquel momento no se conocia un
algoritmo capaz de distribuir el error (la diferencia entre la salida de la red asociada a un
determinado patron de entrada, y el correspondiente patron de salida) entre los pesos de
las distintas capas durante la fase de entrenamiento, lo cual significaba que en la
practica estas redes no se podian entrenar. Aunque algunos autores afirman que la
influencia nefasta de dicho estudio es realmente un mito ([10] considera que el freno al
desarrollo de las redes neuronales debe atribuirse no tanto al citado estudio como a la
competencia de otras técnicas de la inteligencia artificial que en aquella época
resultaron mas atractivas, asi como al aumento de la potencia de los computadores
digitales), lo cierto es que el paradigma neuronal estuvo condenado al ostracismo
durante todos los afios setenta. Posiblemente, 1o mas resefiable realizado en esta época
sea el trabajo realizado por algunos investigadores con las redes auto-organizadas de
entrenamiento competitivo [132] [140].

Sin embargo, esta situacion de estancamiento varié a partir de los afios ochenta. A

continuacion se exponen brevemente algunos de los avances mas significativos que se
han dado desde entonces en el campo de las Redes Neuronales son [59]:
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En 1980 Fukushima presenta el Neocognitron [46], una red de aprendizaje no
supervisado capaz de clasificar objetos en imagenes. Esta red se auto-organiza en un
sistema jerarquico de capas.

En 1980 Grossberg descubre un nuevo principio de auto-organizacion denominado
Adaptive Resonance Theory (ART) [53].

Hopfield descubre en 1982 el paralelismo existente entre las Redes Neuronales
Recurrentes con sinapsis simétricas y el modelo de Ising de la fisica estadistica [68].
Las redes de Hopfield son un ejemplo de redes dindmicamente estables que pueden
almacenar informacion.

En 1982 Kohonen presenta las redes que llevan su nombre, en las cuales la
informacién se representa en forma de mapas bidimensionales de caracteristicas
[76].

En 1983 Barto, Sutton y Anderson publican un importante articulo sobre
Aprendizaje por Refuerzo (Reinforcement Learning) [18], que es un tipo de auto-
aprendizaje (por lo tanto, no confundir con el Aprendizaje Supervisado) en el que
los agentes toman decisiones racionales con el fin de maximizar una recompensa
acumulable proporcionada por el entorno.

En 1986 Rumelhart, Hinton y Williams publican su famoso trabajo sobre el
algoritmo Back-Propagation de entrenamiento de perceptrones multicapa
[114][115]. Este algoritmo resuelve el problema sefialado en el libro de Minsky y
Papert. Es el algoritmo de entrenamiento mas ampliamente utilizado para entrenar a
los perceptrones multicapa.

En 1988 Broomhead y Lowe describen las Redes de Base Radial (Radial Basis
Functions, RBF) [25], que constituyen una alternativa a los perceptrones multicapa.

Aunque el primer articulo que menciona el uso combinado de l6gica fuzzy y redes
neuronales fue escrito por los hermanos Lee en 1974 [81], es durante los afios
ochenta que la union de ambas técnicas cobra importancia. La fusion de las redes
neuronales y la logica fuzzy se puede llevar a cabo de dos formas [106]: 1)
reemplazando los valores escalares de la redes neuronales tradicionales por regiones
fuzzy (Fuzzy-Neural Network, FNN), 2) potenciando alguna de las caracteristicas de
un sistema fuzzy (velocidad, flexibilidad, etc) mediante la ayuda de una red
neuronal auxiliar, actuando ambas técnicas por separado, pero de forma
colaborativa, en distintas partes del mismo problema (Neural-Fuzzy System, NFS).
Basandose en que las reglas de la l6gica fuzzy son diferenciables [107], en 1988
Paul Verbos aplicd por primera vez el algoritmo de backpropagation en una FNN
[135]. Desde entonces, en la literatura es posible encontrar una ingente cantidad de
ejemplos de la combinacion de ambos paradigmas.

En 1990 se presentan las Maquinas de Soporte Vectorial (Support Vector Machines)
[24], de gran utilidad en reconocimiento de patrones.
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La idea de entrenar las redes neuronales haciendo uso de algoritmos genéticos
aparece ya en 1975 en el libro “Adaptation in natural and artificial systems” de John
H. Holland [67]; no obstante, no es hasta los afios noventa que la combinacion de
ambas técnicas adquiere relevancia. En 1989 Montana y Davis anuncian que han
logrado entrenar una red neuronal mediante algoritmos genéticos [96], y sefialan que
el procedimiento ha dado resultados aun mejores que con un entrenamiento
backpropagation. Un detalle importante es que las técnicas de algoritmos genéticos
no funcionan bien para optimizar los pesos (este problema se encuentra en la
literatura bajo el nombre de Competing Convections Problem [121] [96], o
Permutations problem [111]); por lo tanto, es en la evolucion de la topologia de la
red donde los algoritmos genéticos demuestran su poder [137].

A partir de los afios noventa se advierte en la literatura un fuerte crecimiento del
namero de aplicaciones que combinan las redes neuronales con la l6gica difusa y los
algoritmos evolutivos (algoritmos genéticos [75], programacion genética [145],
algoritmos de enjambre [39], etc). En la literatura, a este conjunto de técnicas
computacionales se les engloba bajo el nombre de Inteligencia Computacional
(Computacional Intelligence) [106].

Los primeros estudios referentes a Redes Neuronales de Variable Compleja fueron
realizados por investigadores rusos durante los afios 70 y 80, pero fueron publicados
en ruso y tuvieron poca repercusion internacional [5]. Sin embargo, a partir de los
afios noventa el estudio de las redes neuronales de variable compleja comienza a
crecer de forma importante. En [5] se puede encontrar un breve resumen de la
evolucion de este campo de estudio:

1. En 1971, Aizenberg, Ivaskiv y Pospelov describen por primera vez una
funcion de activacion compleja [6].

2. En 1991y 1992, H.Leung y S. Haykin [82], G. Georgiou y C. Koutsougeras
[50], presentan de manera independiente un algoritmo de retropropagacion
de una red neuronal con pesos y funciones de activacién complejos. Estos
autores demuestran que su algoritmo converge mejor que la version real.

3. En 1992, Akira Hirose describe las Redes Neuronales Totalmente Complejas
(Fully-Complex Neural Networks) [66] y el Algoritmo de Retropropagacion
Complejo (Complex Back-Propagation Algorithm) [64].

4. Tohru Nitta presenta en 1997 un nuevo algoritmo de retropropagacion
complejo [101]. Es el primer investigador en ocuparse de las neuronas
cuaternion [100].

5. Simone Fiore extiende en 2003 y 2005 el concepto de Aprendizaje
Hebbiano a las redes neuronales de variable compleja [42] [43].

6. S. Buchholz y G. Sommer presentan en 2008 un estudio de la computacion

neuronal basada en las algebras de Clifford (que son generalizaciones de los
campos complejo y cuaternion) [27].
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7. Algunos autores han centrado sus investigaciones en las aplicaciones de las
redes neuronales de variable compleja. Por ejemplo, Goh y Mandic han
realizado contribuciones al estudio del uso de estas redes como filtros de
sefiales [51], y Md. F. Amin et al. las han empleado para resolver problemas
de clasificacion [12] [13].
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2. El perceptron multicapa de variable real

2.1. Definicion de neuronay red neuronal.

La moderna teoria del perceptron multicapa nace con la interpretacion que Minsky y
Papert hacen del perceptron de Rossenblatt. Un perceptron multicapa es un tipo
particular de red neuronal; es necesario, por lo tanto, comenzar con la Teoria de las
Redes Neuronales.

A continuacion, se formaliza el concepto de neurona [30]:
Definicion 1. Neurona o Unidad Procesadora

Una neurona o unidad procesadora, sobre un conjunto de nodos N, es una tripleta
(X, f,Y), donde X esunsubconjuntode N, Y esunnodode Ny f:R—>R

es una funcion neuronal (también Ilamada funcion de activacion) que calcula un
valor de salida para Y basado en los valores de los componentes de X:

Y = f(h({x,,xI e X}))

donde h({x,,xI € X}) es una funcion de los valores de las componentes de X vy

se denomina actividad de la neurona. X, Y y f son el conjunto de nodos de
entrada, de salida y la funcion neuronal de la neurona, respectivamente.

Dependiendo de la naturaleza de la funcién h se distinguen distintos tipos de modelos

neuronales. EI mas tipico (es el que se va a utilizar en el resto del trabajo) es el modelo
aditivo, correspondiente a:

h=h({x;xeX})=> wx+6

X eX

donde w; es un peso o factor multiplicador que se aplica a la variable de entrada x, y €

es un valor umbral, que puede interpretarse como el peso correspondiente a un nodo
auxiliar cuyo valor siempre es 1. En el modelo aditivo, h se denomina actividad lineal
de la neurona.

Los modelos aditivos son adecuados para representar y clasificar conjuntos de datos que
cumplen:

a) sus variables representativas (variables de entrada al modelo) no interaccionan
entre ellas

b) los bordes de decisién no son concavos

C) no existen regiones de decision inconexas.

19



Si alguna de las condiciones anteriores no se cumple, el modelo aditivo no es capaz de
clasificar los datos. Por ejemplo, en [92] aparece un ejemplo sencillo con dos regiones
de decision inconexas:

Se considera una particion de R en los conjuntos R, y R,, tal como se muestra en la

Figura 2.1. Una funcién discriminante lineal no puede crear una frontera que sirva como
criterio para decidir si un punto de R pertenece a uno u otro conjunto; en cambio, al

proyectar el dominio del problema en R?, una funcién cuadratica de la forma
f (X)=w,x* +w,x+Ww, puede constituir una frontera plausible al elegir adecuadamente

los pesos w,, W, y W, :

Fx)=wax +wx+w,

Figura 2.1 Ejemplo de funcion cuadratica que divide la recta real en
dos regiones R y R,

El criterio de decisién serd: VxeR: xeR, < f(x)>0.

En realidad, en casos como el del ejemplo, no es necesario acudir a un espacio de
entrada de mayor dimension si en vez de modelos aditivos se usan multiplicativos. El
modelo multiplicativo mas sencillo tiene la expresion:

h:Zm:WiMiJrH

i=1

donde cada uno de los M, es un monomio de la forma:
M = x"xg.. xx

siendo d,, d,,...,d, enteros no negativos (a d,+d, +...+d, se le denomina orden del
monomio). Por lo tanto:

m

h:ZWin:} +0

i=1 %
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Una neurona cuya actividad responde a la expresion anterior se denomina unidad
sigma-pi.

El modelo multiplicativo permite construir polinomios de varias variables de la forma:
k k k

k k k
P=w, +Zwixi +ZZW”Xin JFZZZV\/”,xixjxI +...
i=1

i=1 j=1 i=1 j=1 1=1
mediante redes neuronales.
A partir de la definicion formal de neurona se obtiene la definicién formal de red

neuronal [30]:

Definicion 2. Red neuronal artificial

Una red neuronal artificial (RNA) es un par (N,U ), donde N es un conjunto de

nodos y U un conjunto de unidades procesadoras sobre N, que satisface la
siguiente condicion: cada nodo X; e N tiene que ser un nodo de entrada o de

salida de al menos una unidad procesadora de U .

En la Figura 2.2 [30] se muestra un ejemplo de red neuronal de ocho nodos {x1 xg} y
cinco unidades procesadoras:

U, =({x1,x2,X3}, fl,{x4})
Uz:({xl'xz’xs}1 fz’{xs})
U3=({X1’X2'X3}’ fs’{xe})
U4=({x4,x5,x6}, fo{X})
Us =({X %, %} 5. {%})

Figura 2.2. Una red neuronal artificial de ocho nodos
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En resumen, una red neuronal es un conjunto de unidades procesadoras, denominadas
neuronas, que intercambian informacidn entre ellas mediante unas conexiones dirigidas
con pesos; en cada neurona, la informacion procedente de otras neuronas se combina,
dando lugar a la actividad (modelo aditivo, modelo sigma-pi,...), la cual, a su vez, es
transformada por la funcién de activacion f , generandose asi la salida.

2.2 Funciones de activacion.

Las redes neuronales pueden emplear diversas familias de funciones como funciones de
activacion. Los tipos mas usuales son:

e Funciones lineales, que tienen la expresion:

e Funciones escalon. Son funciones binarias, cuya salida depende de si el valor
de entrada supera o no un determinado valor umbral. Las més tipicas son:

a) La funcidn signo:

1 x<0
sgn(x) = 1 x>0 xeR

b) La funcion escalon:

0 x<0
O(x)= L x50 xeR

e Las funciones sigmoidales. Son funciones mondtonas acotadas no lineales. Las
mas importantes son:

a) La funcidn logistica (o funcion de Fermi):

f.(x)= 1+t‘°x xeR

b) La funcion tangente hiperbolica:

eCX _e—CX
f.(x)=tanh(cx) = e XS R
+

Se cumple (demostracion en Apéndice 1):

y= 1_ 1 tanh(c—xjﬂ
1+e™ 2 2
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A la hora de implementar en un ordenador una red neuronal es conveniente usar
el siguiente desarrollo simplificado de tanh(cx):

2

—2CX

=—-1
l+e

fo(x)

pues solo requiere evaluar una exponencial frente a las cuatro de la expresion
original. Esto proporciona ahorro computacional, ya que el célculo de la
exponencial de las librerias matematicas usuales es lento [122]. En Matlab este

desarrollo de tanh(cx) se denomina tansig(cx). En el Apéndice 1 se

demuestra que la expresion original de tanh (cx) y la simplificada son
equivalentes.

Como se vera mas adelante, en el entrenamiento de la red neuronal por el método de
retropropagacion (backpropagation) tiene mucha importancia la derivada de la funcion
de activacion. Por ello, resulta util disponer de una lista con las derivadas de aquellas
funciones de activacion mencionadas mas arriba que sean derivables:
a) Funcion lineal:
f(x)=c xeR
b) Funcioén logistica
f'(x)=cf, (x)(1-f.(x)) xeR
c) Funcion tangente hiperbdlica

f(x)=c(1-f7(x)) xeR

(La demostracion de estas expresiones esta en el Apéndice 1)

2.3. El perceptron multicapa.

Un perceptréon multicapa es un tipo particular de red neuronal que: 1) tiene sus neuronas
distribuidas en capas, 2) todas sus conexiones son hacia delante, 3) todas las neuronas
de una capa se conectan con las neuronas de la capa siguiente. Las capas se clasifican
asi:

e Capa de entrada: formada por aquellas neuronas que reciben informacion del
exterior de la red.

e Capa de salida: compuesta por las neuronas cuyas salidas son enviadas al
exterior de la red.
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e Capa intermedia u oculta: formada por neuronas cuyas entradas proceden de
neuronas de la red y sus salidas permanecen dentro de la red (son entradas de
otras neuronas).

El perceptrén multicapa esta constituido por una capa de entrada, una capa de salida y
un cierto nimero de capas ocultas. En el recuento del nimero de capas no se tiene en
cuenta la de entrada. Por ejemplo, un perceptron de una capa esta constituido por las
capas de entrada y salida; un perceptrén de dos capas consta de la capa de entrada, de la
capa oculta y una capa de salida. Las conexiones de los perceptrones son del tipo
conexiones hacia delante (las redes neuronales que cumplen esto se denominan redes
feedforward), es decir, las neuronas de una capa se conectan con neuronas de la capa
siguiente. Ademas, en un perceptron todas las neuronas de una capa se conectan con
todas las neuronas de la capa siguiente. En general, las redes neuronales pueden tener
otros tipos de conexiones: laterales, o conexiones entre neuronas de la misma capa;
recurrentes o hacia atras, en los que las neuronas de una capa se conectan con neuronas
de capas precedentes. También existen redes en las que las neuronas de una capa no
estdn conectadas con todas las neuronas de la capa siguiente. La red neuronal de la
figura Figura 2.2 es un perceptron de dos capas.

2.4 El aprendizaje de las redes neuronales.

Las redes neuronales son especialmente habiles en representar o modelar sistemas,
problemas, etc. (en general, entornos) a partir de los datos que generan éstos. Teniendo
en cuenta que, segun la Teoria del Aprendizaje Automaético, el conocimiento es
sindbnimo de representacion, entonces las redes neuronales se pueden considerar
sistemas capaces de extraer conocimiento de su entorno. El aprendizaje de la red es el
proceso mediante el cual adquiere dicho conocimiento. Existen dos grandes categorias
de aprendizaje: supervisado y no supervisado. El primero usa parejas de datos como
patrones de aprendizaje: a cada dato de entrada le acompana su correspondiente dato de
salida, y el objetivo del aprendizaje es obtener un mapeo entre los dominios de entrada y
salida; en el segundo caso, Unicamente hay patrones de entrada (existe un tercer tipo de
aprendizaje, hibrido de los dos anteriores, que emplea tanto informacién supervisada
como no-supervisada, y se denomina aprendizaje semi-supervisado). El aprendizaje
supervisado se subdivide, a su vez, en dos tipos: clasificacion, si el recorrido del mapeo
es finito (a los elementos del recorrido se les llama etiquetas de clase), y regresion, si el
recorrido es infinito. Las redes neuronales mas usuales (los perceptrones entre ellos)
emplean el aprendizaje supervisado: a partir de parejas de datos, y mediante un proceso
iterativo de ajuste de los pesos, se minimiza una funcién de error que mide la diferencia
de valor entre los patrones de salida y las correspondientes salidas calculadas por la red
utilizando los patrones de entrada. Una vez finalizado el aprendizaje, la red guarda su
conocimiento del entorno codificado en el valor de los pesos.

La funcion de error se ha de escoger segun el tipo de aplicacion que se vaya a dar a la
red. Algunas de las funciones de error mas comunes son [30]:

24



e La suma de los cuadrados de los errores (Sum of the Square Errors, SSE),
definida por:

12
bp_bp

r
p=1

donde r es el nimero de patrones de validacion, E es el vector salida p-ésimo
calculado por la red a partir del vector de entrada aj Y E es el patron salida p-
ésimo.

e Laraiz cuadrada de la suma de los cuadrados de los errores (Root Square Error,
RSE):

e Laraiz cuadrada del error cuadratico medio (Root Mean Square Error, RMSE):

e El error maximo:

A~

b, —b,

maX
p=1,...r

Las redes neuronales también se pueden entrenar mediante aprendizaje no supervisado,
del cual existen varios tipos (aprendizaje hebbiano, competitivo, feature mapping, etc).
Por citar un caso, los mapas auto-organizados de Kohonen usan aprendizaje
competitivo. Otra posibilidad es entrenar a las redes neuronales mediante
combinaciones mixtas de aprendizaje supervisado-no supervisado, como es el
aprendizaje hibrido (la red usa los dos tipos de aprendizaje, pero en capas distintas) y el
aprendizaje reforzado (basado en el concepto de condicionamiento por refuerzo: se
refuerzan los pesos que aciertan las salidas, y se penalizan los que fallan; el objetivo es
minimizar una funcién de error global que mide el comportamiento de la red). Por
ejemplo, las redes de base radial usan aprendizaje hibrido.

Una vez que la red ha sido entrenada es necesario comprobar la bondad de su ajuste con
el fendmeno a modelar. Esta comprobacidon se denomina test de generalizacion, y se
lleva a cabo con la red en fase de recuerdo o ejecucion (Nota: las redes neuronales
tienen dos modos de operacion: modo aprendizaje o entrenamiento, y modo recuerdo o
ejecucion. El primero es el que hemos descrito: la red usa el conjunto de patrones de
aprendizaje para evolucionar, ajustando sus pesos y/o estructura; en el modo recuerdo,
la red, que ahora tiene fijada su topologia y los pesos, calcula las salidas a partir de los
datos de entrada). Con el fin de poder llevar a cabo el test de generalizacion, lo usual es
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que el conjunto de patrones disponibles para el aprendizaje de la red se divida en dos
grupos: patrones de entrenamiento y patrones de prueba o generalizacion. El conjunto
de patrones de entrenamiento suele dividirse, a su vez, en conjunto de entrenamiento
propiamente dicho y conjunto de validacion, usado para ajustar el modelo. Esta forma
de proceder se denomina validacion cruzada (cross-validation).

Es muy importante que el conjunto de prueba no contenga datos usados en la fase de
entrenamiento  (error conocido como comprobacion sobre el conjunto de
entrenamiento). Suele ser tipico utilizar el 80% de los datos para entrenamiento y del
20% restante, usar una mitad para validar y el resto como test de generalizacion (es un
criterio orientativo).

Un problema a evitar cuando se entrena la red, y que se hace patente durante la
validacion, es el fendmeno del sobreajuste (overfitting): debido a un aprendizaje
excesivamente adaptado a los patrones de entrenamiento, el ruido inherente a éstos es
incorporado al modelo aprendido, que pierde asi generalidad; en consecuencia, la red
produce pobres resultados cuando se le suministran datos distintos a los usados para
entrenarla. Es decir, una red sobreajustada modela los datos de aprendizaje, pero no el
fendmeno que los genera. En las Figuras 2.4. a), b), ¢) y d) se ilustra el problema del
sobreajuste. En la figura a) se muestra un ajuste “perfecto” a los datos de entrenamiento
(puntos negros); sin embargo, en b) se hace patente que tal entrenamiento resulté en un
sobreajuste, pues la red no se comporta muy bien con los datos de validacion (puntos
blancos); en c) se muestra el entrenamiento sin sobreajuste; en d) se comparan ambos
entrenamientos.
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Figura 2.3. llustracién del problema del sobreajuste

Generalmente, el sobreajuste esta asociado a un exceso de parametros (pesos, bias) de la
red. Esto hace que sean preferibles las redes pequefias a las grandes, supuesto que
ambas sean capaces de modelar el fenémeno (Principio de parsimonia, también Ilamado
Principio de la navaja de Occam: las soluciones mas sencillas tienen el mejor
desempefio). Ademas, si una red es pequefia es mas facil de entrenar. Es necesario
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resaltar que algunos autores discrepan de la utilidad de este principio en el disefio de las
redes neuronales [133][52]. De todas formas, existen varios procedimientos para
conseguir redes con el tamafio éptimo: técnicas de poda (se parte de una red neuronal de
tamafo considerable y se eliminan neuronas, conexiones o capas hasta lograr una red de
menor tamafio y desempefio satisfactorio), técnicas de crecimiento (justo lo contrario: se
parte de una red muy pequefia y se van afiadiendo neuronas, conexiones y capas hasta
lograr el tamafio 6ptimo), etc. El entrenamiento bayesiano normalmente minimiza el
problema de sobreajuste [89].

Lo contrario del sobreajuste es el problema de bajoajuste, que consiste en que la red
construye un modelo erréneo a partir de los patrones de entrenamiento por alguna de
estas razones:

1. El nimero de neuronas, conexiones o capas es inferior al que se necesita para
modelar el fendmeno del que proceden los datos.

2. El nimero de iteraciones empleadas en el entrenamiento es inferior al requerido
para que el error sea suficientemente pequefio.

El primer punto pone de manifiesto la necesidad que tienen las redes neuronales de un
cierto grado de “complejidad” para que su aprendizaje resulte satisfactorio. En realidad,
cualquier sistema de aprendizaje precisa de un equilibrio éptimo entre complejidad,
necesaria para que el sistema disponga de una adecuada capacidad de adaptacién a los
datos (de lo contrario, daria lugar a bajoajuste), y simplicidad (si no, habria sobreajuste).
Se requiere, entonces, disponer de un criterio practico de complejidad; en teoria de
aprendizaje automatico se utiliza con este fin la dimension de Vapnik-Chervonenkis

(VC), que mide la capacidad de una determinada familia de funciones f (x, ©), donde
f representa a la familia y ® el conjunto de pardmetros, de realizar particiones
binarias (esto es, clasificaciones binarias) en el espacio de las variables de entrada. Se
define del siguiente modo: dada la familia f (x,@), la dimension VC es el cardinal del
mayor conjunto de datos para el cual toda particidn binaria (dicotomia) es representable
por alguna de las funciones de f (x,@)). Un ejemplo sencillo en R? [48]: supongamos

la familia f(i,®)=w0+w1x1+w2x2, con ©=(w,,w,w,) (es decir, el conjunto de

rectas de R?); como se advierte en la Fig. 2.5., para un conjunto de datos de cardinal
n=3 es posible representar todas las dicotomias mediante rectas:

Ookoo%%.o:\.o

o] @ C @

Figura 2.4. Dicotomias separables mediante rectas
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Sin embargo, si n=4 la siguiente dicotomia no se puede representar por una recta:

Figura 2.5. Una dicotomia no separable mediante rectas

Por lo tanto, la dimension VC de f(;(.,('*))ZWO+W1X1+W2X2 en R* es 3. (Nota: la

definicién de dimension VC se fundamenta en clasificaciones binarias, pero existen
extensiones de este concepto para clasificaciones n-arias [21] [123]). Observemos que
cuanto mayor es la dimensién VC de una familia de funciones, mayor es su capacidad
de representar clasificaciones.

Una red neuronal puede interpretarse como una familia de funciones, cada una de las
cuales realiza un mapeo entre el espacio de las variables de entrada y el de salidas (los
pesos de la red constituyen los pardmetros de dicha familia). Por lo tanto, la dimensién
VC es aplicable a las redes neuronales. Macintyre y Sontag demostraron que las redes
neuronales feedforward finitas con funciones de activacién sigmoidales tenian una
dimension VC finita [88]. La capacidad clasificatoria de la red crece al aumentar el
numero de pesos (se suele decir que la red tiene mayor “expresividad”). Se demuestra
que la dimensién VC de una red neuronal feedforward con funciones de activacion
sigmoidales y W pesos tiene un orden de crecimiento O limitado superiormente por

O(W“) [71]. Se puede encontrar informacidn sobre estos temas en [87].
La combinacion dptima entre el ajuste de la red a los datos de entrenamiento y su poder

de generalizacion se mide mediante el riesgo esperado, que se define de la siguiente
forma [108]: supongamos que la red entrenada f()?,cj ) representa un mapeo entre

X — Z, el riesgo esperado es

R(<) =j(xvz)%H2— f (i,g)”dp(x, 7)

con P la funcién de probabilidad conjuntaentre x y z.

Si existe una funcion de densidad conjunta entre x y z, la expresion anterior queda:

R(g):j(x'z)% 7-1(x¢) p(x.2)d% a2
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El riesgo esperado mide la bondad del entrenamiento de la red: cuanto méas pequefio sea
R mejor entrenada estara la red. Generalmente p()?, 2’) no es conocida, y no podemos

calcular R(g“). Sin embargo, existe la siguiente cota que se cumple con probabilidad

1-p (0L p<l):
T1oal 2N Vot )2 1oal 2
h (Iog[ H j+lj Iog(4j

N

R($) <Ry (€)+
donde

N

R,y (¢) se denomina riesgo empirico: R, ({) = %Z

i=1

z.—f(ii,é)‘,conN

numero de patrones de entrenamiento.
e hesladimension VC (se cumple N >h)

e A la parte derecha de la desigualdad se le llama cota del riesgo, y al segundo
término de la cota del riesgo se le llama confianza de VC. La cota del riesgo es

independiente de p(X,Z).

Lo que interesa al entrenar una red neuronal (en general, una maquina de aprendizaje)
es obtener una cota de riesgo con el menor valor posible; el problema es que la cota de
riesgo depende de h y no es posible calcularla en la mayoria de las ocasiones (excepto
en el caso de los modelos lineales, en los que se basa la teoria de las Maquinas de
Soporte Vectorial).

Por lo tanto, lo unico posible es hacer analisis empiricos con las redes neuronales, e
intentar extraer algunas conclusiones préacticas. Por ejemplo, MacKay [89] estudia las
funciones representadas por perceptrones aleatorios de dos capas (la capa 1 oculta y la
capa 2 de salida) con una neurona de entrada y otra de salida. En la figura siguiente
vemos un esquema de la red neuronal:

Hidden layer

Fin
Input

Figura 2.6. Un perceptron multicapa que consta de una sola neurona
de entrada y una sola neurona de salida

Los pesos del perceptron W,(jl) le{l} je{l..,H}, con H=nGmero de neuronas de la

capa oculta, y w\? ief{l}, y los bias 67 y 6 constituyen variables aleatorias
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gaussianas de media 0; 0§1) tiene desviacion tipica oy, W(jll) tiene desviacion tipica

o,y 69y Wi(jz) tiene o, *

Claramente, la forma de estas funciones depende de los valores de H, o,,.., 0,, Y ©

out *
Por ejemplo, en la figura Figura. 2.7. se muestran varias funciones obtenidas usando los
valores H=400, o, =8,6,4,3,2,1.6,1.2,0.8,0.4,0.3,0.2, o,, =50,,,. Y 0,, =0.05 (las
abscisas representan los valores de entrada a la red, y las ordenadas los de salida):

0.4 —— T T T T

0.2 b i
S, N
] —
=l

-4} W — ]
-0.5 F 4
-C. 8 -
L J
-1.2 J

-1l.4 L
-1 -1 5

Figura 2.7. Funciones representadas por la red con H=400 y parametros
Opias =8,6,4,3,2,1.6,1.2,0.8,0.4,0.3,0.2, o,, =50,;,,. ¥ 0., =0.05

En general, estas funciones tienen una forma tipica:

T T T T
10 |= -
//_.- -
5 e i
"’\-":Hfrou;; T J-I."lf":ln
= 0 -
= 0
=
o
5| J
-10 _. e ‘_//." i ':Fl::m:.u"lrrin 7]
I 1 1 ]
-2 -1 1] 1 2 3 4
Input

Figura 2.8. Propiedades de una funcion representada por una red
neuronal aleatoria.

* A lo largo de este trabajo, un peso Wl(jl) denota el peso de la sinapsis que une la neurona I con la
neurona j de la capa siguiente. Otros autores usan otras notaciones, por ejemplo Mackay [89].
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Se observa:

a) La escala vertical de las funciones, es decir, la diferencia entre sus valores
mayor y menor, es vH o,

out *

b) La zona de mayor variabilidad de las funciones tiene una proyeccion horizontal
cuyo ancho es del orden de o, /o, , y la regiéon horizontal con menor

variabilidad tiene un ancho del orden de 1/, .

c) Al aumentar o,,., o, Y o, las funciones se vuelven mas complejas y
sensibles a los datos de entrada.

Neal [99] muestra que la estructura de estas funciones no depende de H si éste este es
suficientemente grande; es decir, la complejidad de las funciones no depende del
namero de parametros, sino de la magnitud de éstos. Generalmente, al trabajar con datos
reales el nUmero de parametros es grande; resulta razonable, por lo tanto, controlar la
magnitud de éstos para limitar la complejidad de la funcion representada por la red
neuronal e independizarla del ruido inherente a los datos (aumentar el poder de
generalizacion de la red). Una forma de lograrlo es emplear un término de
regularizacion en la funcion de error.

En la literatura sobre redes neuronales a veces se considera que el tamafio éptimo de la
capa oculta es H =2k +1, siendo k el nimero de neuronas de la capa de entrada,
basandose en un articulo de Hecht-Nielsen [62]; sin embargo, como se sefiala en [125],
las funciones de activacion que emplea este autor en dicho trabajo son mucho mas
complejas que las sigmoidales utilizadas normalmente, de ahi que, en la practica sea
frecuente que el niamero de neuronas ocultas necesarias para entrenar correctamente la
red no coincida con dicho limite tedrico. Asi pues, por esta razon, lo mas conveniente al
disefiar un perceptron suele ser prescindir de cuestiones teoricas y tomar como guia
algunas consideraciones justificadas por la expericiencia; por ejemplo [91]:

e Si H coincide con el nimero de patrones, la red tiende naturalmente a hacer que
cada neurona de la capa intermedia se especialice en un patrén, en vez de
generalizar. En consecuencia, se debe evitar que H coincida con el nimero de
patrones.

e Algunos autores afirman que H debe ser como minimo el 75% del nimero de
neuronas de la capa de entrada.

e En la practica se ha encontrado que la arquitectura de red mas eficaz en la mayor
parte de los problemas es la que tiene un nimero de neuronas ocultas H que
cumple:

i< H <£
2N N
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siendo
P el nimero de patrones de entrenamiento.

N el nimero de patrones de la capa de entrada.

2.5 El algoritmo de retropropagacion.

El proceso de entrenamiento del perceptron consiste en obtener el vector de pesos W'
que minimiza la funcion de error E(\Tv). La forma maés usual de entrenar el perceptron

multicapa es mediante el algoritmo de retropropagacion (backpropagation), que es un
metodo iterativo basado, a su vez, en el método del descenso del gradiente (gradient
descent). En esencia, el algoritmo consiste en un desplazamiento iterativo por el espacio
de configuraciones de los pesos, en la direccion del gradiente y en el sentido de su
disminucion [30].

El algoritmo de retropropagacion se puede aplicar a cualesquiera funciones de error,
siempre y cuando sean derivables. Casi todas la funciones de error de interés practico
tienen una expresion E de la forma

siendo P el nimero de patrones y E"(W) una funcion de error que mide el

comportamiento de la red para el p-ésimo patréon (en [23] se puede encontrar una

justificacion de la forma de E). Lo mas conveniente es elegir las funciones E” segun el
tipo de problema que se desea resolver con la red neuronal. Por ejemplo, la funcién
cuadratica es la funcion de error mas apropiada si la red se emplea para hacer
regresiones, y la funcion de entropia cruzada cuando se usa para clasificar (al final de
este capitulo se demuestran estas afirmaciones).

Existen dos modalidades del algoritmo de retropropagacion: on-line y batch. En ambos
casos, cada peso w, (peso de la conexion entre la neurona k y la neurona j de la capa

anterior) ve modificado su valor proporcionalmente a la menos derivada de un error
Err:

OErr
8ij

Aij ==y

La diferencia estd en que en la version on-line: Err=EP", y en la version batch:
Err =E. Por lo tanto:

OE® ., )
version on-line
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En cada iteracion del algoritmo de retropropacion, a la red neuronal se le suministra un

patron p y se calcula el error EP. Asi pues, en la versién on-line del algoritmo, los
pesos se actualizan en cada iteracién; sin embargo, en la version batch, es necesario que
transcurran P iteraciones, lo que se denomina una época, para que la red calcule

E= Z E® y, por tanto, los pesos se puedan actualizar. La versién on-line requiere que
los patrones de entrenamiento se suministren a la red de forma aleatoria.

A continuacién se detalla la version on-line del algoritmo de retropropagacion. Cada
iteracion consta de las siguientes etapas (suponemos una red de dos capas):

1. El patron de entrada x, se mete en la red y se calcula el valor de salida y,. A
este proceso de calculo se le denomina propagacion hacia delante.

2. Los pesos de la red se actualizan (los bias se consideran pesos). Antes de
explicar cdbmo se lleva a cabo la modificacion de los pesos, recordemos que,

para un patron de entrenamiento p, la salida de la neurona k de una capa se
calcula mediante la expresion:

con
Sy :zwjkyjp (2)
j

siendo F la funcién de activacion (que vamos a suponer, por simplicidad, que
es la misma en todas las capas; si no es asi, resulta facil adaptar el algoritmo).

Cada peso w;, se modifica sumandole una cantidad proporcional a la menos
derivada del error E®:

OEP

Aijk =—y
ik

siendo y un factor de proporcionalidad, denominado tasa de aprendizaje. El

subindice p que se ha afiadido al simbolo A tiene la finalidad de recordar que en

la version on-line la modificacion de los pesos se calcula a partir de E” y no de
E. Aplicando la regla de la cadena:
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OE"” OE’ 0s/

oW, 0s) oW,
Teniendo en cuenta (2):
oy
ik
y definiendo
p
5 = oE
oSy
entonces

AWy = 708 yjp

El célculo de 5 requiere de nuevo el uso de la regla de la cadena:

s OE® _ OE" oy
©asP oyl oS!

y por (1):

luego

. OEP . .. .
En el calculo de — distinguimos dos casos:
k

a) Laneurona pertenece a la capa de salida (k=0). y! actua directamente
sobre EP, en consecuencia

OEP

AW, = —yF, (Sop) y; W




b) La neurona pertenece a la capa oculta (k=h). Podemos calcular el
“efecto” de y sobre E" a través de su efecto sobre s?, y el de éste

sobre E"; es decir, aplicando la regla de la cadena:

OEP OEP 08! OEP S OEP
S S S| S, - B,

oy T 0sy oy T 0sy oYy

=1

Por tanto

ND
AWy, = 7Fol (Sop) yjpzé‘opwho
o-1

3. Seactualizan los pesos w; a partirde A w, :

Wy, =W, + prjk

=1

4. Se calcula E; el algoritmo finaliza cuando E es menor que cierto valor fijado.

En el caso de la version batch del algoritmo de retropropagacion, la cantidad a afiadir a

los pesos se calcula a partir de E mediante la expresion

Desarrollando:

P P
oy E°P oYy E”
Z P Z askp

AWy =—y—=—y—L =y =
! oW, oW, =08 ow,

y teniendo en cuenta las expresiones que se vieron antes:

P P
AWy ==y 8y = _72': ( )y, Z yF (
p=1 ayk

p=1

P OE" o’
b1 OS¢ oW,

=7

8Ep P
) —p=ZAijk

35



En resumen, en la version batch

Por lo tanto, en el caso de la version batch del algoritmo de retropropagacion, cada
actualizacion de los pesos consta de las siguientes etapas:

1.

4.

Se realizan P iteraciones (una época), en cada una de las cuales se calcula y
guarda el valor A w, . El calculo de A w, se realiza del mismo modo que se

describi6 en la versién on-line, en dos fases: 1) el patrén de entrada X, se
propaga hacia delante para obtener la salida y, 2) se calcula A w, usando las
expresiones vistas en la version on-line.

Se calcula
P
AWj =D AW,
p=1
Se actualizan los pesos w,, a partir de A w,, :
Wy =Wy +A Wy,

Se calcula E; el algoritmo finaliza cuando E es menor que cierto valor fijado.

Existe una tercera modalidad de actualizacion, denominada semi-batch, en el que los
pesos se actualizan tras presentar k patrones a la red, siendo k<P.

Al final de este capitulo, en las figuras Fig. 2.10. y Fig. 2.11. se muestran en
pseudocddigo los esquemas de las versiones on-line y batch del algoritmo de
retropropagacion, respectivamente.

Es necesario apuntar tres cuestiones referentes a las versiones del método de
retropropagacion:

El protocolo on-line requiere que los patrones se suministren a la red de forma
aleatoria; de no ser asi, en el entrenamiento habria un sesgo a favor del ultimo
patrén de entrenamiento, ya que su actualizacidn, por realizarse siempre al final,
predominaria sobre las restantes.

De las dos versiones, solamente la version batch tiene justificacion tedrica. La
version batch es la aplicacion directa del método del descenso del gradiente en la
minimizacién de la funcion de error E; por el contrario, la version on-line es un
heuristico que funciona en la practica.

Existe controversia sobre cual de los dos métodos de actualizacion de pesos es
mejor. En general, se considera que el protocolo batch es mas rapido; sin
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embargo, en [124] sus autores sefialan que el procedimiento on-line es mucho
mas eficaz cuando el conjunto de entrenamiento es grande, debido al incremento
de la frecuencia de actualizaciones. La razén es simple: puesto que la
actualizacién de los pesos del protocolo batch es la suma de las actualizaciones
calculadas con cada patron, la actualizacion es relativamente grande, lo cual
hace que el algoritmo no se adapte bien a funciones de error complejas, muy
irregulares, como sucede cuando los conjuntos de entrenamiento son de tamafio
considerable; es decir, el efecto es similar a usar una tasa de entrenamiento
demasiado grande. Por el contrario, el entrenamiento online, al no acumular las
actualizaciones, posee una mayor capacidad de adaptacion a la complejidad de la
funcién. La version batch tiene el problema adicional de requerir mas memoria
cuando se implementa computacionalmente.

La funcion de error E se puede modificar afiadiendo un término de regularizacion E,
(E'(Vv):,BE+aEW), que depende de los pardmetros (pesos, bias) de la red. La razén

para afadir este término es penalizar en el entrenamiento los valores altos de los
parametros, lo cual, como ya se sefial6 anteriormente, es conveniente en las aplicaciones

7 - - e . - -, 2
practicas. Por ejemplo, se puede usar como término de regularizacion E,, :ZI./ZZWi .
i

La eleccion del factor de aprendizaje » es clave a la hora de poner en practica el
entrenamiento de la red; sin embargo, establecer su valor 6ptimo es dificil. Si es
demasiado pequefio, el algoritmo de retropropagacion converge muy lentamente; por el
contrario, si su valor es demasiado grande, el algoritmo oscila e incluso puede divergir.
Una manera de incrementar el factor de aprendizaje sin llevar a oscilacion es incluir un
término momento en la expresion del incremento de los pesos [30]:

p

AW, (n+1)=—y = +a-A wy(n)  version on-line

jk

Aw, (n+1)=—y cE

jk

+a-Aw, (n) version batch

donde n indica la n-ésima iteracion en la version on-line, o la n-ésima época en la
version batch. « es el factor momento, y es un nimero entre 0 y 1. La inclusion del
término momento hace que la actualizacién de los pesos no dependa s6lo de las
caracteristicas locales de la funcién de error.

En los dos ultimos apartados de este capitulo se van a estudiar las funciones de error

que resultan més apropiadas cuando el perceptron multicapa se entrena para hacer dos
tareas estadisticas: 1) regresion y 2) clasificacion.
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2.6. La funcion de error cuando el perceptron se entrena
para regresion [23].

El analisis de regresion es un método estadistico que modela la relacion de dependencia
entre un vector aleatorio X (vector independiente), y un vector aleatorio D (vector

dependiente), a partir de un conjunto de parejas {i”,a”}, siendo X y d' realizaciones

de X y D, respectivamente.

Supongamos que la regresion cumple:

1. Existe una funcion determinista h, (X) tal que D, =h (X)+¢&. & es una
variable aleatoria denominada error.

2. Los errores ¢, siguen una distribucion normal de media cero y desviacion tipica
o que no depende de X ni de k:

_ 1 _ 5k2
) exp( Zazj

Por tanto:

donde p(f)|>”<) es la funcion de densidad de la variable aleatoria D

condicionada por X =X (ver Apéndice 2).
3. Las variables aleatorias ¢, k €{1,...,c} son independientes.

Ahora consideremos un perceptrén que modele las funciones hk(i); esto es, un
perceptron cuya salida k-ésima sea hk(i) para una entrada X. Es decir,

Y (X;@)=h, (X). Las parejas {i”,a”} constituyen los patrones de aprendizaje de la

red®.

> Tanto en este apartado como en el siguiente, el nimero de patrén se va a indicar por n en vez de por p,
como se hizo hasta ahora; la letra p pasa a representar probabilidad. La razon de este cambio es evitar
confusiones.
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Por lo tanto, se tiene:

P(D;| X)—;)Mexp[—(yk(x @)2 D) J

(27[(72 20

donde y, (X; @) es la salida k-ésima de la red para la entrada X.

Por la independencia de las variables aleatorias D, | X :

C

b(x.0)~([To(0.15)|-p(3)- gwexp[—(yk(@[’k) J o)

gue depende de @. Esta expresion nos da el modelo probabilistico asociado a las
variables respuesta.

Para buscar los pesos @ que logran el mejor ajuste de la red neuronal a los datos, se
usa el Principio de Maxima Verosimilitud aplicado a p(f),i) (ver Apéndice 2). La

verosimilitud en este caso tiene la expresion:

que se calcula a partir de los patrones {i”,a”} (pues se supone que constituyen una

realizacion de la muestra simple ()Z ﬁ)n) (ver Apéndice 2). Por tanto:

L= e 2 (in;iz_dkn) p(x")

(27[0' ) n=l k=l

*

@ corresponde al maximo de L. En la practica se calcula E=-LnL y &
corresponde al minimo de E.

Desarrollando la expresion de E:

E——LnL=-Ln 7 1)CN/Z —Ln ﬁf[exp —( (% 22 k) —iLn(p(X”))

o n=l k=1
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Como ZLn( ( ”)) no depende de @ se puede prescindir de este término para

calcular @ . También se prescinde de la constante

y E queda:

Como o no influye en el calculo de @ se puede prescindir de ella:

(e (%))

k=1

C

|_\

N
B2

que es la expresion de la funcion de error cuadratica. Es decir, el comportamiento
optimo del perceptron en tareas de regresion se da cuando sus pesos se obtienen
minimizando la funcion de error cuadratica.

Una vez que se conoce @ es posible estimar el valor o por la expresion:

o= 2 ()i

n=1 k=1

Se ha justificado el empleo de la funcién cuadratica como funcion de error de la red
neuronal cuando las variables respuesta son gausianas. No obstante, se demuestra que,
independientemente de la funcién de distribucion que sigan las variables respuesta, el
valor de salida de una red neuronal entrenada con una funcion de error cuadratica es,:

¥ (%)= (BI)

con < > promedio [23]. Para que esta expresion se cumpla, el numero de patrones de
entrenamiento debe ser suficientemente grande.

40



Recordemos que en el célculo de la actualizacion de los pesos de las neuronas de salida
por el algoritmo de retropropagacion (ya sea en la version on-line o en la batch) se usa
la expresion:

=

jW; ke{l,...,C}

AWy = -7F (S;) y

Generalmente, en regresion se eligen las funciones sigmoidal y lineal como funciones
de activacion de las neuronas ocultas y de salida, respectivamente. Por lo tanto, tenemos

FkI(SQ):l y

OE" 0 oan
6y,? =Yy _dk

Entonces, cuando el perceptron se entrena para regresion, la actualizacion de las
neuronas de salida sigue la expresion:

AW :_VV?(yE _dl?)

Los pesos de las neuronas ocultas se modificarian retropropagando estos valores, segun
se vio en el apartado 2.6.

2.7. La funcién de error cuando la red se entrena para hacer
clasificacion. [23]

Supongamos una clasificacion de un espacio X en c clases mutuamente excluyentes C,
e {10} , Y un perceptron con c salidas, entrenado para hacer dicha clasificacion. Las

entradas de la red van a ser los vectores X e X . Para modelar la clasificacion resulta

conveniente representar la pertenencia de los vectores X a las clases mediante una
codificacion 1-a-c: a cada X le corresponde un vector T\t €{0,1}, donde t, =0 si

Xe¢C, yt=1si xeC, (Notar que Zti =1). Por ejemplo, si c=5 el vector XeC, se

i=1

representa por t =(0,0,1,0,0).

En el disefio de la red imponemos dos condiciones:

1. Lasalida y, se interpreta como la probabilidad ® de que X € C, . Esta condicién
introduce dos restricciones a las salidas: 1) >y, =1 2) y; €(0,1).

® Una forma alternativa de entrenar a la red para tareas de clasificacion es considerar que sus salidas son
las etiquetas de la clasificacién. En este enfoque no se hacen consideraciones estadisticas referentes a la
poblacién de los datos; simplemente se espera que, si el conjunto de patrones es suficientemente
grande, la red logre el grado adecuado de generalizacion. Esta forma de proceder resulta Util cuando las

41



2. La expresion de A w, de las neuronas de salida es similar a la que se ha visto

en el apartado de regresion: A w, =—-yV] (yQ —dQ)

La concurrencia de ambas condiciones desaconseja el uso de la funcion de error
cuadrética para el entrenamiento por retropropagacion del perceptron: si se usara una
funcion de este tipo, para que A w; tuviera la expresion exigida en 2., la funcion de

activacion de las neuronas de salida deberia ser lineal, en cuyo caso no se podria
asegurar que y; € (0,1). Se debe buscar, por tanto, una combinacion de funcion de error

y funcion de activacion de las neuronas de salida que respete las dos condiciones
anteriores .

Considerando los vectores aleatorios X y T, la clasificacion se puede modelar
mediante una distribucion multinomial:

pﬂ)z (Q | X) :1:1[ piti
donde p=(p,.... p) \ ZC: p. =1,y depende de X. Por lo tanto, pmx(1| X)=p iefl..c}
i=1

La red neuronal constituye un clasificador aproximado, cuyas salidas para una entrada
X € X toman el valor y, = p'T_lx (1|%) ie{l,..,c}. Es decir’

Las funciones de activacion de las neuronas de salida deben ser tales que respeten esta
restriccion. Normalmente se escoge la funcion de activacion softmax:

_ exp(s;) _ 1
ZC:eXp(Sj) l+exp(—Si)

redes neuronales de variable compleja se usan para clasificar, pues en este caso las salidas no son, en
general, interpretables como probabilidades.

" Se puede demostrar que, si en la clasificacion se usa una codificacion 1-a-c, la restriccion Z y, =1les
respetada por la combinacion funcion de error cuadratica-funcion de activacion lineal de las neuronas
de salida [23], a diferencia de la restriccion Y, € (0,1) .

® Es importante hacer hincapié en las salidas de la red son las probabilidades y,ynolos t,.
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con
j#i

S =5 _'”{ZeXp(si)}

Para obtener la funcion de error de la red neuronal se aplica el principio de méxima
verosimilitud a la siguiente funcién de probabilidad:

La verosimilitud de esta funcion de probabilidad se obtiene a partir de una realizacion
de una muestra N-dimensional, constituida por N parejas {)?n,fn} (la realizacion es el

conjunto de patrones de entrenamiento de la red) °:

o | Ty

L:H i:l t

i
i=1

Entonces:

N Hylt:r: N c c
E=-inl=2In2— :_z[ lnyi‘f;?j—(Zln p?,ﬁj:
n=1 tin n=1\'i=1 i=1

N ¢ N

- ZZti,n'” Pin _Ziti,nln Yin
n=l i=1l n=l i=1

Puesto que los valores p, ie{l,...,c} son independientes de los pesos @ de la red

(ademas, son desconocidos) se puede prescindir de ellos, de manera que se toma como
funcion de error:

N ¢

E=-> >t Iny (%)

n=1 i=1

donde se ha explicitado que los valores y son funcion de los pesos de lared @ y de X, .

°  Eneste Apartado el indice de patrén n se expresa como subindice por simplicidad.
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A esta funcion se le suele denominar entropia cruzada (ver Apéndice 3), lo cual es
incorrecto: es cierto que presenta la forma de un sumatorio de términos con el aspecto
de entropias cruzadas (Apéndice 3, Férmula (11)), pero en realidad no lo son pues t. es
la realizacion de un vector aleatorio y no una funcion de probabilidad. En [124] se
discute la confusion que hay en la literatura sobre el significado de esta funcién.

Se puede demostrar que el minimo de E corresponde a t; , =y; (X,; @) y su valor es 0.

Recordemos que para calcular la actualizacion de los pesos de las neuronas de salida por
el algoritmo de retropropagacion (ya sea en la version on-line o en la batch) se usa la
expresion:

AW, =7Y .0,
con &, =0E"/ds; .

Utilizando la regla de la cadena:

5,25 & He joa ol nefl..N)
C0s iAoy O

donde E"=->"t,.Iny,.

i=1

Se tiene;
g%
0 Zesi SkA Sj Sk aSi
. e kiZe —e%e . . \
oy, f 3 ; e e " A
P = YA — Y Y

= = A, —
i aSi 2 esj ki esj esj
SRR
J

con A la delta de Kronecker. Ademas:

OE" _tk_,n
Y, Yk
Luego:
aEn C t N c ¢
= —k_"(YkAki - YYi ): Ztk,n Vi =400 =i, + Y Ztk,n
o, a Y k=1 k=1
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C
Y como )t , =1, entonces:
k=1

_OE"
i,n aa_

=y, (X;@)-t, ie{l..c} ne{l..,N}

n

Por lo tanto, las neuronas de salida se modifican segun la expresion:
Ay ==Y, (Yin—tn) Te€{lo.cl nefl..,N}

Los pesos de las neuronas ocultas se modificarian retropropagando estos valores, segun
se vio en el apartado 2.6.

En el caso particular de las clasificaciones binarias, con dos clases C, y C,, es
preferible que la red conste de una Unica neurona de salida (por aplicacién del Principio
de parsimonia). Por ejemplo, si se escoge y = p'm (1 X) , entonces

1l

1

p., (T1X)=y*(1-y)

y la funcion de error es

E=—In L:_g{t” Iy (%,;@)+(1-t,)-In(1-y(%,; @)}

siendo N el numero de patrones de entrenamiento.

Como la salida de la red representa una probabilidad, se escoge como funcién de
activacion de la neurona de salida la funcion sigmoidal

B 1
_1+exp(—s)

y(s)
Su derivada es (ver Apéndice 1)
Y (s)=y(s)(1-v(s))
luego, la variacion del error al variar s tiene la expresion

s _GE"_OE"%y
" 8s oy 0Os

=y(X,;@)-t, ne{l..,N}

n

siendo E" =—t,-Iny—(1-t,)-In(1-y).
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Entonces, para la neurona de salida
D@5 ==Y (Yo ~tn) LN

Los pesos de las neuronas ocultas se modificarian retropropagando estos valores, segun
se vio en el Apartado 2.6.
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2.8. Esquemas de las versiones
retropropagacion (en pseudocodigo)

En los esquemas, n denota el nimero de pesos @, E

min

alcanzar, y P al nimero de patrones de entrenamiento ()?p,

del algoritmo de

al error minimo que se desea

Y, )):

Hacer i=1 hasta n

Hacer hasta E < E_,.

Elegir aleatoriamente p
Hacer i=1 hasta n

Calcular A o, a partir de
Hacer i=1 hasta n

W, = o, +Apa)i
Calcular E

Inicializar @, con valores aleatorios pequefios

OE® /ow,

Figura 2.9. Actualizacién on-line

Hacer i=1 hasta n

Hacer hasta E < E_ .

Hacer i=1 hasta n
Inicializar Aw, =0

Hacer p=1 hasta P
Hacer i=1 hasta n

Ao, = Ao, +Ap0)i
Hacer i=1 hasta n
@ =0 +Ao,
Calcular E

Inicializar e, con valores aleatorios pequefios

Calcular A ¢, a partir de 0E°/ow,

Figura 2.10. Actualizacion en lotes (batch)
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3. Redes neuronales de variable compleja.

3.1. Justificacion de la importancia de las redes neuronales de
variable compleja.

Las redes neuronales de variable compleja (complex-valued neural network, CVNN)
son, como indica su nombre, redes neuronales cuyas entradas, pesos y salidas son
nimeros complejos, y cuyas funciones de activacion son funciones de variable
compleja.

Aunque en un principio pudiera parecer que las CVNNs constituyen una simple
extension de las redes neuronales de variable real (Real-Valued Neural Networks,
RVNN), sus particularidades convierten su estudio en todo un nuevo campo de trabajo
dentro de la Teoria de Redes Neuronales, que experimenta en la actualidad un gran
desarrollo [65].

Las CVNNSs surgen de la necesidad de procesar con redes neuronales datos expresados
en forma compleja. Obviamente, las redes neuronales de variable real pueden resolver
problemas que involucren cantidades complejas, simplemente separando los datos de
entrada y salida en sus partes real e imaginaria, y usando ambas como entradas de la
red; sin embargo, el uso de CVNNSs se justifica por las siguientes ventajas [5][65]:

1. Puesto que las redes neuronales complejas consisten basicamente en “mapeos” en
el dominio complejo, pueden procesar de forma natural problemas en los que
aparece informacion compleja, en forma de datos, variables, parametros, etc. Estos
problemas son muy frecuentes en numerosos ambitos de la Ciencia e Ingenieria; por
ejemplo, en procesamiento de la sefial (imagenes, sonido, series temporales, sefiales
eléctricas, etc), mecanica cuantica, electromagnetismo, teoria de ondas, etc.

2. Las redes neuronales de variable compleja tienen mayor capacidad funcional que
sus homélogas reales, pues son capaces de representar no sélo funciones complejas,
sino un mayor nimero de funciones reales que las redes neuronales reales.

La segunda ventaja es tan importante que es necesario detenerse en ella. Se va a ilustrar

con un ejemplo: sea un perceptron de variable real constituido por una Unica neurona

con funcion de activacién la funcién escal6n o signo:

1 z>0
sgn(z): -12z<0

y cuyos valores de entrada x,,..., X, Se expresan en el alfabeto con dos simbolos {—1,1} :
Su salida viene dada por la expresion

sgn (@, + @ X, +...+ W, X, )
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donde @,...,@, €R son los pesos de lared y @, €R es el bias. Se debe notar que el
perceptron descrito es funcionalmente idéntico al original de McCulloch-Pitts; la Gnica
diferencia se encuentra en gque en este Ultimo se usaba el alfabeto {0,1} .

Matematicamente, el perceptron constituye una familia de funciones
f(@):R" - {-11} de laforma:

f (X, Xy ) =5gN (@0 X+ )
cuyos parametros son los pesos @ =(@,,...,@y ) Y @,, y donde X =(X,...,Xy ).

Segun esta expresion, los valores de f(cb) se obtienen en base a una particion del

espacio de entrada en dos clases separadas por el hiperplano de ecuacion
Wy + WX, +...+ Oy Xy =@ X+, =0. Dependiendo de los valores @, @,,...,, f(d)

se concreta en distintas funciones y, en consecuencia, el perceptron se comporta como
distintas funciones binarias. Por ejemplo, si N=2 y la recta divide el plano de la
siguiente forma

-1, 1}

T\\ (J_-}ll. 1}
i-1.-1} ‘ 111:1}

Figura 3.1. La funcién OR

entonces, f tomavalor-1en (-1,-1), (-1,1) y (1-1), y 1en (1,1), lo cual significa
que el perceptrén actda en este caso como la funcion OR bidimensional

X, | X | X OR X,
1)1 1
1]-1 -1
1)1 -1
1] -1 -1

Tabla 3.1. Funcién OR bidimensional
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Existen 22" funciones booleanas de N variables. Si N=2 hay 16 funciones booleanas; si

N=3 hay 2°=256; si N=4 hay 65536. El perceptron con una (nica neurona puede
expresar estas funciones si y solo si se pueden representar mediante una clasificacion
binaria en el espacio de las variables independientes, generada por el hiperplano

@, + o X +...+ o, X, =0. Si N=2 existen 14 funciones booleanas representables por el

perceptron; si N=3 se pueden representar 104 y 2000 si N=4.

Un ejemplo de funcién booleana no representable por el perceptrén real es la funcion
XOR:

X, | X | X XOR X,
1)1 1
1]-1 -1
1)1 -1
1] -1 1

Tabla 3.2. Funcion XOR bidimensional

puesto que no es posible encontrar una recta que separe los puntos en los que la funcién
ha de tomar el valor 1y en los que ha de valer -1:

(-1. 1 (1,1

L )

(-1.-1) (L1

S

Figura 3.2. La funcion XOR
¢Cémo se solventa esta incapacidad del perceptron de representar ciertas funciones
booleanas? Existen tres soluciones:

a) Usar un perceptron multicapa, con una capa oculta, como ya se explico en el
capitulo 1.

b) Dotar al espacio de entrada de una mayor dimensionalidad.
c) Usar un perceptron formado por una Unica neurona compleja.

Veamos en que consiste la solucion b) aplicada a la funcion XOR: consideremos un
espacio de entrada E, :{(Xl,XZ,X3)e{—l,1}3\ (%,%)€E,, X, :xlxz} c{-11)°. Si las

entradas de la funcién XOR se expresan como puntos de este nuevo espacio, y se eligen
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los pesos @, =0, o, =1, w, =1, @w, =2, entonces obtenemos los siguientes valores de
la funcion

X | X | XX | 2=, +oX +o,X, +o%, | Sgn(z) | x, XOR X,
111 1 4 1 1
1 -1 -1 -2 -1 -1
111 -1 -2 -1 -1
-1 -1 1 0 1 1

Tabla 3.3. La funcion XOR en un espacio de entrada de mayor dimensién

Es decir, si el espacio de entrada se proyecta en un espacio de mayor dimension,
entonces el perceptron real constituido por una unica neurona puede representar la
funcion XOR. En general, cuando el espacio de entrada se incluye en un espacio de
mayor dimensién, aumenta la probabilidad de existencia de una clasificacion lineal de
los patrones de entrada (Teorema de Cover [78]). Nota: otro ejemplo de la solucién b)
lo vimos en el Apartado 2.1., donde se sustituydé una clasificacion disjunta
unidimensional, por una clasificacion en un espacio bidimensional.

La solucion c¢) muestra la potencia de las neuronas de variable compleja. Veamos como
se puede representar la funcién XOR con un perceptron formado por una sola neurona
de variable compleja: se escoge la funcion de activacion

(2)- 1 si 0<arg(z)<z/2 o w<arg(z)<3r/2
PR i zf2<arg(z)<z o 3z/2<arg(z)<2x

donde z =|z|e** con arg(z)e[0,27); graficamente

p2)=-1 41: ¢(z2)=1

p(z)=1 P(z)=-1

Figura 3.3. La funcién de activacion ¢(z)
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Dando a los pesos los valores @, =0, @, =i, w, =1, se puede representar la funcion
XOR:

X | X | XXy | Z= @y o +oX, o | argd(2) | o(z) | % XOR X,
1] 1] 1 1+] z/a | 1 1
1[1] 1 1-i 37/ | -1 1
1| 1 1] 5z/4 | -1 1
a-1] 1 —1-i /4 | 1 1

Tabla 3.4. La funcion XOR representada por un perceptron complejo

Logicamente, la mayor capacidad funcional de las neuronas complejas da lugar a una
mayor capacidad funcional de las CVNNs respecto a la de sus homologas reales. Por
esta razon, generalmente se requieren CVNNs de menor tamafo que las RVNNSs para
resolver los mismos problemas; ademas, su entrenamiento es mas rapido.

[65] sefala que las redes neuronales de variable compleja tienen mayor poder de
generalizacién que las reales. La razén de ello es la propiedad de ortogonalidad
inherente a las redes neuronales de variable compleja. Méas adelante, en este mismo
capitulo, se tratara de esta cuestion.

3.2. El algoritmo de retropropagacion complejo.

Aunque conceptualmente las redes neuronales de variable compleja son similares a las
de variable real, sin embargo el algoritmo de retropropagacion complejo no es una
simple extension de su homologo real, debido a la naturaleza peculiar de las funciones
de variable compleja. Antes de continuar, es necesario recordar los siguientes resultados
del andlisis complejo [103]:

1. Sea f:Q—>C con QcC abierto, siendo f(z)=u(x,y)+iv(x,y) con
z=x+1iy. Se dice que f es derivable en z € Q3 siy solo si
3 lim f(z+Az)—f(z)=L

Az—0 AZ

para cualquier direccion de Az. A L se le llama derivada de f en z, y se denota

f'(z).

2. Si if (z) Vz eQ, se dice que f es holomorfaen Q. Si Q=C se dice que fes

funcion entera. Si 3f '(z), entonces f continuaen z.

3. 3f "en D < C disco abierto centrado en z, si y solo si f analitica en z, es decir,
si f (z) se puede expresar mediante un desarrollo de Tayloren D.
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4. f esdiferenciable en z siy sélo si 3w e C tal que

i ‘f(z+Az)— f (z)—a)Az‘ o
Az—0 |Az|

Se cumple que w= f (z) Por lo tanto, en andlisis complejo los conceptos de
derivabilidad y diferenciabilidad son equivalentes.

Sea z=x+ly tal que 3f (z) entonces se cumplen las condiciones de Cauchy-
Riemann:

ou _ov
ox oy
ou _ ov
y

La reciproca se cumple si u,v tienen las primeras derivadas parciales continuas.

Las condiciones de Cauchy-Riemann se pueden expresar en una sola ecuacion:

6. Teorema de Liouville:

f es entera, acotada en C siy sélo sif es constante.

El algoritmo de retropropagacion real requiere que sean diferenciables tanto la funcion
de error como las funciones de activacion; ademas, las funciones de activacion deben
ser acotadas y no lineales. Por lo tanto, en principio, resulta I6gico exigir las mismas
propiedades a las correspondientes funciones complejas. Sin embargo, se presentan dos
problemas [11]:

1.

El objetivo del algoritmo de retropropagacion complejo es calcular el minimo de
una funcion error; normalmente:

(@) =22 (2(6.5,)-7,)(2(3.%,)-7,)

n=1

con N ndmero de patrones de entrenamiento, X n-ésimo patron de
entrenamiento de entrada, Y, n-ésimo patron de entrenamiento de salida,
z(a?, Xn) salida de la red al suministrarle el patron de entrada X , @ conjunto de

parametros de la red (pesos y bias). * denota el complejo conjugado.
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E (c?)) es una funcion real de variable vectorial compleja. Este tipo de funciones

no cumplen las condiciones de Cauchy-Riemann, es decir, no son holomorfas
[127]. Por lo tanto, el método para calcular el minimo de E(c?)) no se puede
basar en algoritmos que requieran el uso de las derivadas de la funcion, por

ejemplo, el algoritmo del descenso del gradiente (que es el fundamento del
método de retropropagacion de las RCNNSs).

2. Las versiones complejas de las funciones de activacion de las redes neuronales
reales no son acotadas ni enteras, luego no se pueden usar como funciones de
activacion de las redes neuronales complejas. Por ejemplo, las gréficas de la

parte real (a) y compleja (b) de la funcién ]/1+ e’ son:

Figura3.4. a) Re(1/1+¢™") Figura3.4.b) Im(1/1+e™)

y de la funcion tgh(z):

Figura 3.5. a) Re(tgh(z)) Figura 3.5.b) Im(tgh(z))

De hecho, segun el teorema de Liouville, las Gnicas funciones enteras, acotadas
en C son las funciones constantes y, obviamente este tipo de funciones no son
adecuadas para entrenar una red neuronal.

54



Para resolver el primer problema existen dos soluciones posibles [11]:

1. Construir el algoritmo de entrenamiento en base a un método de optimizacion
que soslaye la necesidad del uso de la derivacion compleja para minimizar

3 (2(8.5,)-5,)(2(6.%)-7.)

n=1

E(@)=

N |-

2. Utilizar una ampliacién del concepto de derivada compleja extensible a
funciones no-holomorfas. El analisis complejo dotado de este nuevo concepto de
derivada se denomina calculo de Wirtinger [11] (ver Apéndice 5), y permite
aplicar el algoritmo de retropropagacion complejo de forma sencilla y rapida, sin
necesidad de desarrollos engorrosos.

En cuanto al problema de las funciones de activacion se han propuesto diversas
soluciones:

1. Usar como funcién de activacion una funcién compleja acotada en C, pero no
entera. Por ejemplo [50][64]:

f(z)ztgh(%je‘ﬁ con z =se"”

siendo c,r,meR".

El problema es que estas funciones conservan la fase de z y, por tanto, no se
pueden utilizar en todas las aplicaciones, es decir, no son “flexibles”.

2. Otra solucion es usar como funcion de activacion una funcion entera cuyo
conjunto de no-acotacion sea de medida nula (en la literatura, a este tipo de
activacion se le denomina fully neural activation). Es el caso de muchas
funciones elementales del anélisis complejo: tan(z), sen(z), tanh(z), etc [74]. La
utilidad de este tipo de funciones depende de las aplicaciones préacticas. Por
ejemplo, tanh(z) tiene sus singularidades en los puntos +nzi/2, lo cual hace
que, en general, no se pueda utilizar en aplicaciones en el que el dominio de la
activacion de las neuronas sea grande. En cambio, si este dominio se encuentra
en el interior del circulo unidad, esta funcidn se puede emplear sin problemas.

3. La manera méas usual de construir la funcién de activacién consiste es usar

funciones complejas con sus partes real y compleja desacopladas (en la
literatura, a este tipo de activacién se le denomina Split Neural Activation).
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Existen dos modalidades de funcidn de activacion de tipo split [63]:

a) Funcidn de activacion de tipo real-imaginaria

fo(z)=fa(x)+if;(y) Vz=x+iyeC

siendo f, funcion de activacion real.

b) Funcidn de activacién de tipo amplitud-fase

fo(2)= fo([2)e™  vz=[ele™ cc

Estas funciones no son enteras, pues no cumplen las condiciones de Cauchy-
Riemann en todos los puntos de su dominio. Comprobémoslo con las funciones

de tipo real-imaginario: llamando u = f,(x), v= f; (y) se tiene

y, en general, u, #v, pues u,, v, Unicamente dependen de x e vy,
respectivamente (en general, sélo coinciden en los puntos z=x+iy tales que

x=y. Por lo tanto, las funciones de activacion a) no cumplen la primera
condicién de Cauchy-Riemann en todos los puntos de C, luego no son enteras.

De forma similar se comprueba que las funciones de activacion de tipo
amplitud-fase tampoco son enteras: teniendo en cuenta que

A e

y llamando

u= X
X2 +y?

el |
X2+ y?

se ve que u y v son funcionalmente idénticas; por lo tanto u, y v, también lo
son, pero, en general, toman valores distintos cuando x = y. Asi pues, no se
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cumple la primera condicion de Cauchy-Riemann en todos los puntos de C vy,
por tanto, las funciones de activacion b) no son enteras.

En lo que resta de capitulo se va a explicar el desarrollo de una red neuronal de variable
compleja, en la que cada uno de los problemas mencionados anteriormente se resuelve
de la siguiente forma: a) la activacién de la red es del tipo split neural activation, b) el
optimo de la funcion de error se obtiene aplicando los resultados de la teoria de
Complex Adaptive Pattern Classifier Model (Complex APCM), sin necesidad de utilizar
derivacion compleja.

La teoria de Complex APCM consiste en lo siguiente [101]: supongamos una variable
aleatoria discreta compleja multidimensional (7( y) XeC",yeC", con una funcion de

probabilidad P(Y(, )7) desconocida. Se recoge una muestra formada por N elementos
(Xi, y; ). siendo X e y; los patrones de entrada y salida, respectivamente, suministrados
a una red neuronal de variable compleja z(&,):C" —>C". z(&,% ) constituye la
estimacion del patron de salida y, proporcionada por la red. La salida de la red neuronal

depende del vector de parametros @e CP® (pesos, bias), cuyo valor Optimo @
corresponde al minimo de una funcién de error promedio

R(@):zr(z(@’ii)vyi)'P(wai)

donde r:C"xC™ —RR" es una funcién de error que mide la diferencia entre z(,X;) e

Yi-

Si se cumplen estos supuestos, se demuestra que es posible calcular @ mediante un

proceso iterativo. Llamando @, , al valor del vector de parametros calculado en la
iteracion (n-1)-ésima, se tiene

o, =0,,+Aw,

con A, calculado en el paso n. Si se descompone esta expresion en sus partes real e
imaginaria:

Re[®,]=Re[a,,]+Re[Aad,]

|

Im[@,]=Im[@,,]+Im[A&, ]

n
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Los valores Re[A&,| y Im[Ad, ] son calculados haciendo uso del siguiente teorema:

Teorema

Dados los patrones {(X;,¥,), i{L...P}} y la red neuronal z(@,), @ se puede
aproximar cuanto se desee al Optimo @ mediante entrenamiento iterativo si
Re[A&,] y Im[A@,] cumplen

Re[Ad, |=-cAV®r(z2(a@,.%,).Y,) ()
Im[A®,|=-eAV'""r(2(&,,%,).V,) (1)

con ¢>0 lo suficientemente pequefio y A una matriz definida positiva. V* y v'™
son los gradientes respecto a la parte real e imaginaria de @, respectivamente.

La importancia del teorema radica en que, en virtud de las expresiones (1) y (I1), @ se
puede optimizar sin necesidad de calcular las derivadas complejas de R(c?)) respecto a

@ , que no existen pues R:C” — R" no es holomorfa.

El algoritmo iterativo de las redes neuronales de variable compleja puede ser on-line o
batch, al igual que sucede con las reales. En el primer caso, @ se actualiza cada vez que
se suministra un patron a la red, mientras que en el segundo la actualizacién se realiza
una vez que se le han proporcionado todos los patrones.

Vamos a utilizar los resultados del teorema para actualizar los pesos de una red neuronal
de variable compleja de dos capas. Se usara la siguiente nomenclatura:

f.: funcion de activacion. Se supone activacion de tipo split:
fo (z)= fre (X)+if,, (y) con z=x+iy. fo, y f,, son dos funciones de
activacion reales, que normalmente coinciden.

l,: salida de la neurona de entrada |
o, - Peso de la conexion entre la neurona oculta my la neurona de entrada I.
6, - bias de la neurona oculta m.

U,,: activacion de la neurona oculta m:

U, =Y oyl +6,
|

58



H._,: salida de la neurona oculta m:
Re[H, ]+ilm[H_]=f. (U,)= f. (Re[U,])+if, (Im[U_])
U, - Peso de la conexion entre la neurona de salida n y la neurona oculta m.

v, bias de la neurona de salida n.

S, : activacion de la neurona de salida n. Se cumple:
Sn :ZUanm +7/n
O, : salida de la neurona de salida n:
0, =Re[0,]+iIm[0,]= . (S,) = fx. (Re[S,]) +if,, (IM[S,])

T, : componente n-ésima de un patron de salida T correspondiente a un patron de
entrada .

_ . . o Tp).
E,,: error correspondiente al patrén p-ésimo (I T )

2

59

n

TP_OP

2 1
n _E;

1
%22
con 5° =TP-0OF

E : error total:

E=)E,

p

Aplicando el teorema anterior, se obtiene la regla de actualizacién de los parametros de
la red en cada paso del algoritmo de entrenamiento [101]:

A =— 6\Eerr i aEerr

™ GRe[uy]  oIm[ug]

g aEerr _ig aEerr
oRe[7,] oim[y,]

Ayn:_
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E . E
Aa)ml 8 err I a err

8Re[ ou]  olm[ay,]

oE . ok
AO =—¢ err err
"= %Re[g,] " oIm[6,]

donde E,, =E siel entrenamiento es on-line, 0 E,, =E si es batch.

A continuacion se desarrollan estas expresiones. Por sencillez se va a suponer que ¢ =1
y que el entrenamiento es on-line. Comencemos con Ay, :

18 1 1 1
- a(znz_;wj 6(2;|5n|2+2|5nrj o(5ial)
;/n] 6Re[7n] 8Re[7n] 6Re[7n]

6(;(Re[5n]2+lm[5n]2))

oRe[7,]

Teniendo en cuenta que:

Re[5,]=Re[T,-0,]=Re[T,]-Re[0,]=Re[T,]- f..(Re[S,]) =
=Re[T,] Re(Re{Zunm m}LRe ;/n]j

Im[8,] = Im[T, ] .m(lm{Zvnm m}“m[%])

se advierte que Re[én]2 depende de Re[y,], pero Im[5n]2 no

Por lo tanto:
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Del mismo modo:

Im[Ay,]=m[5,] f",,(Im[S,])

Luego

Desarrollemos

Ay, =Re[5,]f o (Re[S,])+ilm[s,] f,, (Im[S,])

Av,,, . Primero se calcula Re[Auv,,]:

oF o((2)(Re[a, ] +m([&,]))

Re[AUnm]: P =— =

Recordando:
Re[d,]=
Im[s5,] =

entonces

oRe[4,]
ORe([S,]

aIm[3,]
oIm[s,]

Ademas:

~ oRe[v,,] oRe[v,, ]

o((V2)Re[5,]') aRe[5,] oRe[S,]
oRe[5,] ORe[S,]0Re[v,,]

8((1/2)Im[5n]2)a|m[5n] aIm[s, ]
~oIm[5,] oIm[S,]oRe[v,,]

Re[Tn]_ fre (Re[sn])

Im[T,]- f,,(Im[S,])

=—f IRE(Re[Sn])

=—f I|m(|m[sn])

Re[S,]= Re{Zunka +ou, H, +}/n} = Re[Zunka}+Re[uanm]+ Re[7,]=
k#m

k=m

61



=Re[k;unmk}+<Re[unm]Re[Hm]—Im[unmllm[HmDme[m

k=m

Im[S,]= Im{ZUnka +o, H, +yn}= |m|:ZUnka}+ Im[o,,H, ]+ 1m[y,]=
k=m

= |mLzmunka}+(|m[unm]Re[Hm]+Re[unm]lm[Hm])+ Im{,]
Por lo tanto:
Re[Au,, | =Re[5,] f ' (Re[S,])Re[H, ]+ Im[5,] f ', (Im[S,])Im[H,]

Ahora el célculo de Im[Au,,]:

e, (W2 (Re[s,]+m[s,T))
= ST ]

o((W2)Re[s,') oRe[s,] aRe[S,]
oRe[5,]  oRe[S,]oIm[oy]

o((w2)m[5,) aim[s,] aim]s, ]
~ am[s,]  aIm[S,]aIm[u,]

Usando las expresiones auxiliares de antes, resulta:

Im[Av,,|=Re[5,] f '« (Re[S,])-—Im[H, ]+ Im[5,] f ', (Im[S,])Re[H, ]

Por lo tanto:

Av,, =(Re[5,] f ' (Re[S,])Re[H, ]+ Im[5,] f ', (Im[S,])Im[H,])+

+i(Re[5,]f ' (Re[S, ])-=Im[H, ]+ 1m[8,] ', (Im[S, ) Re[H,,])
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A continuacion se desarrolla A6, :

e Lzkt) 4

y Re o | +Im 5
Re[A6,]=— L _—— Z;( ] o )j

I\J\I—‘

ore[d,]  oRe[6,] oRe[4, ]

. 8@Re[5n]2J . 5G|m[5n]zj

& ORe[g,] 4 oRe[4,]

n a(;Re[én]zjaRe[an] oRe[S,] ORe[H, ] aRe[U, ]
% 0ORe[5,] 0Re[S,]oRe[H,]oRe[U,] aRe[6,]

N a(;'m[gn]zjalm[an] oIm[s,] oRe[H,]oRe[U,]
_Z;' oIm[5,] oIm[s,]oRe[H,]oRe[U,] oRe[d,]

~ ORe[H,]oRe[U,] & (1Re[5“]2jaRe[5n]aRe[Sn]
= 3Re[U,] 9Re[4,] Zl 0Re[5,] oRe[S,]oRe[H, ]

a(i'm[5“]ja|m[5n] aIml[s, ]

om[5,] oIm[S,]oRe[H, ]

- a(;ni]aﬂ a(;ﬁ;(Re[an]zﬂm[@]z))
Im[Aem]:_alm[em]:_ omfg,] o1m([6, ]

N 8(;Re[5]j a(llm[a] j_

T & aIm[e,] 22 omfg,]

! a@Re[5n]ZjaRe[5n] oRe[s,] 2Im[H,]aIm[U, ]
“ 0oRe[s,] oRe[S,]oIm[H,]aIm[U ] aIm[6,]
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! a(;lm[én]z)ﬁlm[@]] aIm[s,] oim[H,]am[u,]
g2 om[s,] oIm[s,]aIm[H,]am[U,] oIm[6,]

~aIm[H,]aIm[u,] & (;Re[a]jaRe[5n]8Re[Sn]
= am(u,] am[a,] Z ORe[5,] ORe[S,|oRe[H,]

+a@|m[5n]2j oim[s,] aIm[s, ]

olm[s,] 2Im[S,] aRe[H,]

Entonces:

Re[ad,]=f 'Re(Re[Um])-l-ZN:Re[5n]f ‘w (Re[S,])Re[v,, ]+ Im[3,] ', (Im[S,])Im[v,,]

n=1

Im[Ag,]=f",, (|m[um])-1-n§N=l:—Re[5n]f e (Re[S,])Im[v,, ]+Im[5, ] f ', (Im[S,])Re[v,, ]

Es decir:

Agm[ ~ (Re )iRe[é‘ (Re[Sn])Re[unm]+lm[5n]f',m(lm[Sn])Im[unm]j+
+i( ([ )il Re[3,]f ' (Re[S, ])Im[unm]+lm[5n]f',m(lm[Sn])Re[unm]j

A continuacion se desarrolla Aw,,, pero antes de ello es necesario presentar unas
expresiones auxiliares:

a)
oRe[H, ]
8Re[U ]:f R (Re[Um])
oIm[H, ]
8Im[U ]=f Im(lm[Um])
b)
o), =(Re[a, | +ilm[e, ])(Re[l,]+iIm[1,]) =
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d)

=(Re[a,, |Re[1,]-Im[ @, ]Im[1,])+i(Im[ @, |Re[I,]+Im[I,]Re[w,])
Por tanto:

Re[wy |, ]=Re[@, |Re[l,]-Im[a, JIm[1, ]

Im[@,1,]=1m[e, |Re[l, ]+ Im[1 |Re[@, ]

Re[U,]= Re{Za)mll, +9m} = ReL

a)mklk}+Re[a)m,I,]+ Re[6,]

#|

wmklk}+lm[a)m,l,]+lm[9m]

¥

y aplicando b)

Re[U, ]= Re| a)mklk:+(Re[a)m|]Re[I|]—Im[a)m,]Im[ll])+ Re[6,]

Im[Um]zlm_ comklk:+(Re[I|]Im[a)ml]+Im[l,]Re[a)ml])Hm[Hm]

oRe[U, ]
Fimlog] MM
o] e
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Desarrollamos Aw,, :

- a(;gmz} a(;g(Re[én]Hlm[én]z)j
B e T o RRT= o oRe[a] -

. 8@Re[5n]2J . 5G|m[5n]zj

2 oRe[o,] S oORelwy]

1 2
i Na(zRe[g]JaRe[ﬂ Re[s,] ORe[H,] ORelU,] aRe[s,] atm[H,] aim[U,
2 ORe[5] oRe[S ](aRe[H [oRe[U, ] aRe[a, | oIm[H, ] 2Im[U, ] oRe[ ]j

Na(;lm[d‘rjﬁlm[&] oIm[s,] oRe[H, ] oRe[U,] - oIm[s,] SIm[H, ] oIm[U,]
& om[s] 6Im[S](8Im[H]8Re[U]8Re[ ] oIm[H_] 2Im[U, ] aRe[a dj

o((2)Re[6,1') aRre[s,] oRe[S, ]
oRe[s,]  oRe[S,]oRe[H,]

_ 9Re[H,] 9Re[U,]

ORe[U, ] 0Re[w, ]| %

&MZ

o((V2)Re[5,]') are[s,] aRe[S,]
oRe[5,] oRe[S,]oIm[H,]

_dIm[H,]aIm[u,]
oIm[U, ] oRe[w, | =

HMZ

oRe[H,] oRe[U, ] & a((1/2)'m[5n]2)a|m[5n] aIm[s,]
 ORe[U,]oRe[w, ]S oIm[5,] oIm[S,]aRe[H,]

2Im[H,]aIm[u,] & o(W2)m[8,]) aim[s,] a1m(s, ]
oIm[U,, ] oRe[w, ] Z‘ olm[s,] aIm[S,]oIm[H,]

Usando las expresiones a), b), c), d) queda:

Re[Aw,, ] = 1 -Re(Re[um])Re[u,]gRe[an] . (Re[S,]) Re[tmn] -

s 'Im(|m[um])|m[l,]§;Re[5n] . (Re[S,]) Im[o ]+
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1 (Re[U))Re[1 13 Im[6,] £ (Im[S, ) im[u,, ]+

N

1 (I[U, )13 0[5, ], (s, ] Re[o,, ]

n=1

Im[Aa)l]=— P —_ - —

_ Na@Re[éﬂ]z)aRe[@] ORe[S,] oRe[H,] oRe[U, ] . oRe[S,] aIm[H,] aIm[U, ]
T4 oRe[s] aRe[Sn]{éRe[Hm]6Re[Um]6Im[a)] oIm[H,] aIm[U,, ]6Im[a)|]]

d a@'m[‘s“]zjalm[an] oIm[s,] oRe[H,] oRe[U,] = aIm[s,] aim[H,] aIm[u,])
& oIm[s] alm[Sn][aRe[Hm] oRe[U,] 8Im[w,] oIm[H,]oIm[U,] 6Im[a)m,]]_

~ oRe[H, ] oRe[U,] & A((V2)Re[8,] ) oRe[s,] oRe]S, ]
~ ORe[U,] dIm[m, Z;‘ oRe[s,]  oORe[S,]oRe[H,]

oIm[H, ] aim[U, ] & ((V2)Re[6,]') oRe[5,] oRe[s,]
~om[U,]oIm[w, ]S  oRe[s,] oRe[S,]aIm[H,]

~ ORe[H,] 9Re[U, ] & o(w2)m[s,1') aim[s,] o1m[s,]
oRe[U, ]alm[w,]zl om[s,]  oIm[S,]oRe[H,]

oIm[U,]éIm[e,]S  oIm[s,] aIm[S,]oIm[H,]

Usando las expresiones a), b), ¢), d) queda:

Im[Aw,]= -1 'Re(Re[Um])lm[l,]gRe[én] .. (Re[S,])Re[vm ]~
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En suma:

N

—f IIm (Im[um])Re[ll]ZRe[én] f IFée(Re[sn])Im[U“m]_

n=1

N

1 (Re[U, ) m[1, 3 Im[5,] £, (1m[S,]) Im[u, ]+

n=1

N

o1 ([U, )Re[1 ]S Im[5,] £, ([, ] Re[o,,

n=1

Ao, =(f 'Re(Re[Um])Re[l,]gRe[5n] .. (Re[S,])Re[vm ]~
f (Im[Um])Im[I,]gRe[5n] . (Re[S,]) Im[vy ]+

1 (RefU, ) Re[ ] Im[3,] £ (ImS, ) m[, ]+

N

(U] I3[, £ ([, )Rl ]+

n=1

N

+i[—f e (Re[U 1) IM[1]D Re[5,] f . (Re[S,])Re[v,, |-

n=1
N

1 ([, ] Re[1, ]S Re[] £ (Re[S,])im[u, )-

n=1

_f -Re(Re[Um])lm[ll]glm[én] f ' (Im[S,])Im[v,, ]+

(T8 LR ) A U TER L]

n=1
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Existen unas expresiones que relacionan las formulas anteriores (* denota complejo
conjugado):

Huz, =(Re[H, ]-iim[H,])-(Re[3,] f o (Re[S,])+iim[6,] £, (I[S,])) =
—Re[6,] ' (Re[S,])Re[H, ]+ Im[&,] T, (Im[S,])Im[H, ]+
+iRe[H, JIm[5,] f ', (1m[S,])~iIm[H,]Re[5,] ., (Re[s, ]) =
= (Re[5,] f . (Re[S,])Re[H,, ]+ Im[&,] f ', (Im[s, ])Im[H,])+

+i(-Im[H,]Re[5,] f ' (Re[S,])+Re[H, ]Im[5,] f ', (IM[S,])) = A,

I/A6, =(Re[1,]-iIm[1,])-

-(f . (Re[um])niRe[an]f v (Re[S,])Re[v,, ]+ Im[3,] £, (IM[S, ]) Im[v,, ]+

=1

+i(f'.m(lm[um])i—Re[an]f'Re<Re[sn]>Im[unm]nm[csn]f'.m<lm[sn])Re[vnm1]]=

n=1

= f 'Re(Re[Um])Re[Il]niRe[@]f ‘e (Re[S,])Re[v,, ]+ Im[5, ] f '\, (Im[S, ]) Im[v,, ]+

+f ' (Im[U, ]) Im[l,]g—Re[@]f ‘we (R[S, ]) M1y, |+ Im[5,] £, (IM[S,]) Re[w,, ] +

N

+i( 'y (IM[U,])Re[1,]>"—Re[ 4, ] . (R[S, ]) Im[u,, ]+ Im[&,] f . (IS, ]) Re[ 1]

n=L

R, [T 3R] . (RS, Rel +1m( ]  (m(, imlr ] -,
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En resumen, la regla de actualizacion de los parametros de la red neuronal de variable
compleja es (se retoma el valor original de ¢):

Ay, =¢(Re[s,] e, (Re[S,])+iIm[s5,] ', (Im[S,]))

AV, = HnAy,

A6, :g((f ‘Re(Re[Um])gRe[én]f ‘v (R[S, ])Re[v,, ]+ Im[5,] '\, (Im[S,]) Im[unm]j+
+i(f ',m(lm[Um])i‘—Re[ﬁn]f ‘e (RE[S,])IM[v,, ]+ Im[5,] £, (Im[Sn])Re[unm]D

Aw,, =1,A0,

Si

entonces

i (%)= iy (X)(l_ i (X))

y sustituyendo en las expresiones de Ay, y A6, :
Ay, =£(Re[5,]Re[0,](1-Re[0,])+iIm[5,]Im[0,](1-Im[O,]))
AG, :e(Re[Hm](l— Re[Hm])nZ::Re[én]Re[On](l— Re[O,])Re[v,,, ]+
+Im[5,]Im[O, ](1-Im[O, ]) Im[u,, ]+
—i(lm[Hm](1—|m[Hm])niRe[(sn]Re[on](l—Re[on])|m[unm]Jr
—Im[5n]Im[On](l—Im[On])Re[unm]))

que son las expresiones deducidas por Nitta [101].
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3.3. El algoritmo de retropropagacion complejo con
momentum.

Como ya se coment6 en el Capitulo 2, uno de los mayores problemas de las redes
neuronales es la lentitud de su entrenamiento. Una solucion que aumenta la velocidad y
estabilidad del proceso de aprendizaje consiste en afiadir un término momento en la
actualizacion de los parametros de la red:
w, =0, +7Aw, +Aw, ,

Zhang y Wei [146] presentaron una version compleja del algoritmo de retropropagacion
con momentum para CVNNs con funciones de activacion split del tipo real-imaginario.
En la descripcion de este algoritmo, usaremos la siguiente nomenclatura:

e ® : peso de una conexion entre dos neuronas en la etapa n del proceso de
aprendizaje

e E(W,): funcion de error de la red al comenzar la etapa n
e 77: factor de aprendizaje
e 7¢(0,1): momentum

o E(W,)
aa)Re

si ‘Aa)fe =0

0 si|Aef|=0

#0

si ‘Aa)n'm

=0

0 Si ‘Aa)r:m

siendo | | la norma euclidea.
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La actualizacion de la etapa n viene dada por las expresiones:

Re _ Re Re
Aw -np+7, Aw,

n+l —

| | |
Ao =-np+7, Aw,"
Zhang y Wei demostraron en su articulo que, bajo ciertas hipotesis, el algoritmo
backpropagation complejo split real-complejo con momentum usado con una red
neuronal de dos capas, converge y el error se reduce mondtonamente.

Veamos, por ejemplo, el efecto de aplicar el momento cuando la red se entrena con el
fin de aprender los patrones de los Experimentos 1 y 2 de Nitta [101]. En el
Experimento 1, la red debe aprender los siguientes patrones:

1+i

t
0
1
+
i

+ | |=|ON

1+i

Tabla 3.5. Patrones del Experimento 1 de Nitta

donde zy t representan los valores de los patrones de entrada y salida, respectivamente.

Se elige una arquitectura 1-3-1. Los valores iniciales de los pesos y bias se escogen
aleatoriamente en el intervalo [—0.3,0.3]; la funcion de activacion de la red tiene sus

partes real e imaginaria desacopladas, siendo cada una de ellas la funcion logistica con
parametro 1.0, y el algoritmo de retropropagacion se detiene cuando se cumple

>

2
<0.10

TP_OP

La red neuronal es entrenada con la version batch del algoritmo de retropropagacion; el
factor de aprendizaje y toma los valores 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5 y 0.6. En el
entrenamiento se emplea un momento m. Fijado m=0.00, se repite el experimento hasta
lograr 100 entrenamientos exitosos (entrenamientos realizados en menos de 100000
épocas) para cada uno de los valores del factor de aprendizaje.
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La figura siguiente muestra el nimero de épocas necesarias para la convergencia de los

entrenamientos con éxito del Experimento 1 con momento m=0.00:

Epocas

Figura 3.6. Resultados del Experimento 1 (con momento 0.00)

10000 20000 30000 40000

0

Experimento 1 de Nitta (m=0.00)

— (o)

—_ _g_ o
=== _a
— - 8
- T T T T T T
01 02 03 04 05 06

Tasa de aprendizaje

Definiendo el ratio de convergencia RC como:

en el Experimento 1 con momento 0.00 se han encontrado los siguientes valores:

Tabla 3.6. Ratio de convergencia del Experimento 1 (con momento 0.00)

RC

__numero entrenamientos exitosos
numero total entrenamientos

100

Y 1011020304 ]05]0.6

RC | 100 | 100 | 100 | 100 | 100 | 100
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La figura Figura 3.7. muestra los resultados correspondientes a los entrenamientos
exitosos de Experimento 1 con m=0.06:

Experimento 1 de Nitta (m=0.06)

=]

Epocas
15000 20000 25000
| | |

10000
l

m_
fo

Tasa de aprendizaje

Figura 3.7. Resultados del Experimento 1 (con momento 0.06)

y los ratios de convergencia correspondientes son:

7 101020304 ]05)0.6
RC | 100 | 100 | 100 | 100 | 100 | 100

Tabla 3.7. Ratio de convergencia del Experimento 1 (con momento 0.06)

Los patrones a aprender en el Experimento 2 son los siguientes:

Z, z, t
0 0 1
0 i i
i i 1+i
i 1 i
1 1 | 1+i
i 0 0
1+i0 | 1+i 1
1+i i i

Tabla 3.8. Patrones del Experimento 2 de Nitta
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donde z, y z, representan los valores de los patrones de entrada, y t el valor del patron
de salida.

En este caso, se elige una arquitectura de red 2-4-1; los valores iniciales de pesos y bias,
las funciones de activacion, el criterio de parada, los valores del factor de aprendizaje y
y la versién del algoritmo de retropropagacion se escogen igual que en el Experimento
1. El entrenamiento tambien se realiza con un momento m. Se fija el valor m=0.00, y se
repite el experimento hasta lograr 100 entrenamientos exitosos para cada uno de los
valores del factor de aprendizaje. En la Figura 3.8. se muestran las épocas necesarias
para la convergencia de los entrenamientos con éxito:

Experimento 2 de Nitta (m=0.00)

o

50000
I

Epocas
30000
|

g| L

= =

o —_— — =
I [ [ [ [ I
01 0.2 0.3 04 05 06

Tasa de aprendizaje

Figura 3.8. Resultados del Experimento 2 (con momento 0.00)

Sus ratios de convergencia son:

7 | 01 0.2 03 04| 05 0.6
RC | 94.34 | 98.04 | 97.09 | 100 | 99.01 | 96.15

Tabla 3.9. Ratio de convergencia del Experimento 2 (con momento 0.00)
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En la figura Figura 3.9. se muestran los resultados de los entrenamientos exitosos
correspondientes al Experimento 2 con m=0.06:

Experimento 2 de Nitta (m=0.06)

Epocas
12000
l
[sls]
[s]

2000 4000 6000 8000

01 02 0.3 0.4 05 06

Tasa de aprendizaje

Figura 3.9. Resultados del Experimento 2 (con momento 0.06)

Sus ratios de convergencia son:

Y 1 01 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
RC | 98.04 | 97.09 | 99.01 | 96.15 | 98.04 | 97.09

Tabla 3.10. Ratio de convergencia del Experimento 2 (con momento 0.06)

En ambos Experimentos se observa una disminucion del nimero de épocas necesarias
para entrenar a la red cuando aumenta el valor del momento.

3.4. La ortogonalidad de las fronteras de decision de las neuronas
complejas.

En el andlisis del comportamiento de las redes neuronales resulta Gtil estudiar las
regiones de decision en las que las redes dividen el espacio n-dimensional de datos de
entrada. A diferencia de lo que sucede en el caso real, las fronteras de decision de las
CVNNSs son ortogonales. Esta propiedad confiere a las redes neuronales complejas una
mayor capacidad de generalizacion de la que poseen sus homologas reales.
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Comencemos demostrando la propiedad de ortogonalidad de las fronteras de decisién en
el caso de que el perceptrén complejo conste de una Unica neurona [65]: llamando

o vector de pesos (0 matriz columna) de pesos de la neurona, siendo o, € C
me{l,...,M} la componente m-ésima de @, con M numero de entradas del

perceptron. Si denominamos ! y . a las partes real y compleja de w_,

respectivamente, se puede escribir:

@

1

[0, | =[dd +idd,..cd, +idd, | = of ., | +i[ @, |

@

=o' +io'
donde @' :[a){,...,a){,l T y o' :[a)li,...,a)iﬂ ]t.

z: vector (o matriz columna) de entradas a la neurona, con z, e C me{1,..,M}la

componente m-ésima de z. Se puede escribir:

z

1

7= [z 21 =[z+id. .7 +iz | =[z
=| - |=|z,0zy | =| 7 +ig,... 2, +iZ, | =] 2] ,...

Zy

=X+1y

donde x=[z{,...,z{A ]t e Y=[Zi’---’zim T

@ bias de la neurona. Llamando 6", &' a la parte real y compleja de &,
respectivamente: 6 =6" +ié'

f.: funcion de activacion de la neurona. Se va a considerar que tiene la forma:

fo(z)=fa (X)+ifz(y) Vz=x+iyeC
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siendo

YueR

fo(u)=

1+e™

Utilizando esta notacion, la salida del perceptrén, que en este caso esta formado por una
Unica neurona, tiene la siguiente expresion:

X +iY = fo (woz+6)

donde o representa el producto escalar de dos vectores. Desarrollando esta expresion:

X +iY = f, (Za) z +<9j C[i(wr;+ia)r‘n)(z;+izr‘n)+0):

m=1

M
= f, z(a)n:z:n—w;z;)+i(w;z;+w;z;)+e]:

Tomando dos valores constantes CR,C' e(O,l), se obtienen las fronteras de decision
real y compleja:

X(xy)=fq ([ta)r —twi}[ﬂ+9rj:CR Frontera real

Y (xy)=f [[t ! ‘a)r}{;}r@j:c' Frontera compleja

que son curvas en C" . Podemos analizar estas curvas considerando que su dominio es
R*M .
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Los vectores normales a las fronteras de decisién son:

oX oX oX oX
QR X!y :(_1"'1_$_)"'y_j:
() X Xy Oy Yy

ol o

oo 1}
ox %, oy, Oy,

Q' (x, y)=(
ol ooy v

(para su célculo se ha empleado la expresion de la derivada de la funcion sigmoidal. Ver
Apéndice 1).

Notemos que los vectores normales de cada frontera tienen direccion constante; solo
cambia su magnitud. Esto quiere decir que las fronteras de decision de un perceptrén
complejo que conste de wuna Uunica neurona Yy con funcidn de activacion

fo(z)=(Y1+e™)+i(Y/1+e”), son rectas. Haciendo el producto escalar de los
vectores normales a las fronteras de decision se comprueba su ortogonalidad:

et e o e o2}

:Ia)ra)l_ta)la)rzo

Ahora analicemos las fronteras de decision de un perceptrén complejo que tiene una
capa oculta (esta discusion se puede encontrar en [65]), con un nimero L de neuronas de
entrada, M neuronas en la capa oculta, y N neuronas de salida; ademas, la funcion de
activacion de las neuronas es f., tal como se ha definido en el caso del perceptron con

una sola neurona. Llamando:

e ;=] +ia)}i, peso de la conexion entre la neurona de entrada i y la neurona

oculta j
¢ 9= [“’11’ ""“’J‘L]t

°* vy =Yy +iu;j, peso de la conexion entre la neurona oculta j y la neurona de
salida k
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* U =[Vgre Uy ]t

e 0,=0]+ ie} , bias de la neurona oculta j

e y =y +iy., bias de la neurona de salida k

e zel vector (o matriz columna) de entrada:

z

1

z=| - =[21,...,ZLT=[z{+izi,...,z[+iz‘L]t=[z{,...,z[]t+i[zli,...,ziL]t=x+iy

Z

t : Lt
donde x:[z{,...,z[] e y:[zl',...,z'L]
e U, activacion de la neurona j de la capa oculta, cuyo valor es:
—UT il =
U,=U;+1lU;=0,°2+6,

Desarrollando:

IR MR W)

y y

(el desarrollo es similar al realizado cuando el perceptron consta de una Unica
neurona)

e H,:salida de la neurona j de la capa oculta:

H;=Hj+iH} = f (U])+if, (U})=

]

S (R o A s )

o H=[Hy Hy ] =[H BT #i[H HLT = H iR
e S, :activacion de la neurona k de la capa de salida, cuyo valor es:

S, =S +iS, =v, o H +7,
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Desarrollando esta expresion:
. . H r . H r
S, =S, +iS, =|'vf -'v, +i] o, o) [+
k= 9k k [ k k]|:H|:| [ k k:||:H,:| Yk
e O, :salida de la neurona k de la capa de salida:

O, =0 +i0, = fo (S )+if (S;) =

S0 (R [ A T

A partir de los valores constantes C*,C' €(0,1) se crean las fronteras de decision de la
neurona k de la capa de salida:

O¢ (x,y)=CF
O, (x,y)=C'

Estudiemos la ortogonalidad de los vectores normales a estas curvas:

Q(xy)= 6Ok1m,aok,aok,m,aok]
ox  ox. oy, Oy
Q(xy)= S ,...,8Ok 1aok ,...,aOkJ
8XZL 8XL ayl GYL

_30{ 00, 80,60, 80; 0,  40; &0, _

Q) Q)= o o o e T oy,

axl axl ayl ayl aXL axL 8yL 8yL

i=1

:[aokf 60, , 80} 49, jh_{ao; 60, _ 0; ao;j:iﬂ

donde

— o0; 00, . o0; 00,
I 6Xi 6Xi aYi ayi
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Para desarrollar T ie{l,..., L}, previamente se deben calcular:

00, 00, 8S; 80, & oS, oH; oU; , OS¢ oH; oU]
ox,  0S; ox 0S, SZoH| U] ox,  oH} aU; ox

()Z%n (V) —vhei < (U5)

00, _ 90, 35, _ 00, & 85, oHj dU] as, oH; ou;
X, asli OX; asli j=1 aer anr OX; 8H 8U' OX;

:f'R(S,'()ZULja);f'R( )+ukja) f (U )
j=1

00, 80, 0S, 00, & s oH| oU; L 08 oH; oU;
oy, oS, oy, oS, 5 oH] aU] oy, aH au‘ oy,

()th%f( )=vie) e (U5)

00; _ 20, 85, _ 20, & 05, oHj U s, oHj oU;
oy, oSy dy, OSI4eH! AUl gy, 8H! U} oy,

. M . .
= 1 (81) 0oy T (U])+ v} £ (U])
J=
Entonces:

1% _ 90 90, 907 30, _
S ay oy

De esta expresion se deduce que, en general:
=QF (X, ¥)oQ (X, y) ZT #0

en concreto, esto se cumple en el punto de interseccion.
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Por lo tanto, en este caso, las fronteras de decision real y compleja de las neuronas de
salida no son ortogonales. Sin embargo, se puede asegurar la ortogonalidad si se aplica
la siguiente restriccion: 3k,,k, € R suficientemente grandes que cumplen

by

J

>k,
‘U}‘>k2

en este caso, por la forma de la funcion f;, se cumple:

y,portanto T =0 Vie{l,..., L}.

Es decir, en una red neuronal de variable compleja de dos capas, si los valores absolutos
de las partes real y compleja de la activacién de las neuronas ocultas es suficientemente
grande, las fronteras de decision de las neuronas de salida se intersecan ortogonalmente.
El problema es que, en general, el algoritmo de retropropagacién no se puede controlar
con el fin de asegurar el cumplimiento de esta restriccion. De todas formas, la
ortogonalidad se suele cumplir en la mayor parte de los casos practicos.

Por ejemplo [65], la red neuronal de variable compleja de dos capas con topologia
1-12-1, entrenada mediante el algoritmo complex-BP a partir de los patrones

Patrones entrada | Patrones salida
-0.03-0.03i 1+i
0.03-0.03i i
0.03+0.03i 0
-0.03+0.03i 1

Tabla 3.11. Patrones de entrenamiento de la red neuronal 1-12-1 empleada
en el anélisis de las fronteras de decision

y con RSE <0.05, tiene las siguientes fronteras de decision correspondientes a
Ccf=C'=05:

Figura 3.10. Fronteras de decision de la red neuronal compleja de dos
capas 1-12-1
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Como vemos, las fronteras de decision dividen C, el espacio de entrada, en cuatro
regiones. Si y:Red(z):yHLiyi representa la salida de la red (ya entrenada) al

suministrarle el nimero complejo z, a cada regién le corresponde la siguiente salida:

Regionl. zeRegl < y <05 Ay <05
Region2. zeReg2 < y ' >05 Ay <05
Region3. zeReg3 < y <05 Ay >05

Region4. zeReg4 < y" >05 Ay >05

La frontera vertical (que separa 1uU3 de 2u4) es la frontera de decision real, y la
horizontal (que separa 2wl de 4uU3) es la frontera de decisién compleja. Ambas
fronteras son ortogonales.

Sin embargo, si se entrena una red neuronal real 2-14-2 mediante el algoritmo real-BP a
partir de los mismos patrones obtenemos las siguientes fronteras de decision:

Re

Figura 3.11. Fronteras de decision de la red neuronal real de doscapas
2-14-2, que claramente no son ortogonales

La ortogonalidad de las fronteras de decision es una caracteristica clave de las redes
neuronales de variable compleja, pues se considera que es una de las principales razones
del poder de generalizacion y rapidez de entrenamiento que, en la practica, se encuentra
en estas redes.
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4. La Geometria Proyectiva y sus invariantes

4.1. La Geometria Proyectiva.

La Percepcion Visual se caracteriza por captar la forma de los objetos de manera
distinta dependiendo del punto de vista del observador. El ejemplo clasico son las vias
del tren: vistas desde el aire constituyen dos rectas paralelas, pero observadas a ras del
suelo parecen converger:

.

Figura 4.1 El efecto de perspectiva en las vias de tren.

Los pintores del Renacimiento fueron los primeros en tener en cuenta este efecto en sus
obras. Rafael, Piero Della Francesca, Bellini,..., entre otros, dotaron con gran maestria
de profundidad escénica a sus obras.

Figura 4.2 La Escuela de Atenas, de Rafael. Una muestra de la perfeccion
en el arte de la perspectiva alcanzada en el Renacimiento.

85



La Geometria Proyectiva tiene sus raices en los intentos de estos autores de
proporcionar una mayor verosimilitud al efecto de profundidad en sus cuadros, para lo
cual realizaron investigaciones acerca de las leyes matematicas que rigen las relaciones
existentes entre la disposicion geométrica de los cuerpos y sus “vistas”. Con el tiempo
estos estudios adquirieron una mayor generalidad y entraron a formar parte del ambito
de trabajo de los matematicos. El siglo XIX es decisivo para la Geometria Proyectiva,
pues en él alcanza su madurez y un grado de elaboracion tal que su teoria incluye dentro
de un mismo sistema las geometrias de Euclides, Lovatcheski y Riemann [40].

La Geometria Proyectiva es en la actualidad una teoria matematica muy formalizada,
sin embargo, el concepto clave que subyace a todo su aparato matematico, el concepto
de proyeccion, es sencillo. En la figura se muestra el resultado de proyectar una figura
plana F sobre el plano £ desde un punto O™

Figura 4.3. Proyeccion de una figura plana sobre un plano

Las transformaciones entre figuras planas obtenidas mediante proyecciones se
denominan homografias. Las figuras homograficas pueden diferir mucho entre si [40];
por ejemplo, una circunferencia puede convertirse en una elipse, parabola o hipérbola,
en funciéon de la orientacion del plano de proyeccién, un triangulo regular puede
transformarse en otro no regular,... Esto se debe a que las homografias no conservan las
propiedades métricas de las figuras (la longitud, el area, etc); sin embargo, existen otras
propiedades que si se mantienen, son las denominadas propiedades proyectivas, y
constituyen el objeto de estudio de la Geometria Proyectiva [40]. La colinealidad y la
pertenencia 0 no a una conica, son invariantes proyectivos; esto significa que las rectas
y las conicas forman parte de la Geometria Proyectiva.

19 En lo que sigue nos vamos a restringir a proyecciones entre figuras planas. El espacio proyectivo que
nos interesa es el plano proyectivo P2
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En una proyeccion, los rayos paralelos al plano de proyeccion no intersecan con éste,
como se advierte en la figura

Figura 4.4. Rayo paralelo al plano proyectivo

Este hecho se formaliza en la Geometria Proyectiva afiadiendo a los puntos ordinarios
del plano los llamados puntos del infinito. A cada rayo paralelo al plano de proyeccién
le corresponde biunivocamente un punto del infinito. La unién de puntos del infinito
forma la recta impropia, y el plano proyectivo es la union de esta recta y el plano usual.

Es necesario sefialar que en Geometria Elemental también aparecen los puntos
impropios, pero béasicamente como una forma diferente de expresar conceptos
geométricos; en cambio, en la Geometria Proyectiva los puntos del infinito tienen
entidad geométrica propia. La causa de esta diferencia radica en que la Geometria
Elemental maneja propiedades meétricas, mientras que la Proyectiva no.

La Geometria Proyectiva (en general, la Geometria) se divide en Sintética y Analitica.
Ambos tipos de geometrias se complementan, siendo su principal diferencia el utillaje
matematico que usan en las demostraciones: logico-deductivo en el primer caso, el
algebra y el analisis matematico en el segundo. En este Proyecto se emplean resultados
pertenecientes al enfoque analitico de la Geometria Proyectiva.

Un concepto esencial de la Geometria Proyectiva Analitica es el de las coordenadas
homogeéneas. A continuacion, se definen formalmente el plano proyectivo P? y las
coordenadas homogéneas [118]:

P®> es el espacio cociente asociado a la relacion de equivalencia ~ de
R*\{(0,0,0)}:

vu,u eR*\{(0,0,0)}: u~u' siysolosi Ik=0eR\ u' =ku
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Las ternas (u,V,W)eRS\{(O,O,O)} se denominan coordenadas homogéneas del
plano proyectivo. Notemos que R* = P?. Al punto (x,y) de R? le corresponden las

ternas (kx,ky,k) k=0 de P?, en concreto (x,y,1). Los puntos (kx,ky,0) son los
puntos del infinito.

Una homografia de P* es una transformacion lineal:

p? > p?

kx k'x kx
ky - Ky |=H-|ky
k k' k

siendo [kx, ky,k]t k =0 las coordenadas homogéneas de un punto y H una matriz 3x3
invertible

a; &, a;
H=la, a, aj;
8 Ap Ay

H es matriz de la homografia. Se cumple:

1. Al ser H invertible, la ultima fila debe tener algin elemento distinto de cero;
podemos suponer a,, #0.

2. Las matrices k-H Wk =0 también son matrices de la homografia.

De 2) se deduce que las homografias tienen, en general, ocho grados de libertad, pues
multiplicando k =1/a,, por H se obtiene la matriz

&, @, a,
H = dy 9y Ay
a; a, 1

la cual, necesita para concretarse (0, lo que es lo mismo, para precisar la homografia)
que se de valor a ocho coeficientes. H ' es la matriz normal de la homografia.
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Las transformaciones proyectivas también se pueden expresar en coordenadas
ordinarias: partiendo de la expresion de la transformacion en coordenadas homogéneas
se deduce

k'x  agkx+a,ky +a,k Ky  a,kx+a,ky+ayk
k' aykx+ag,ky +a,k k' agkx+ag,ky +azk
y, por tanto
X = g X+apy+as y':a21x+a22y+azs
Ay X+ag,y+ag, Ay X+apy+ag,

Las homografias son transformaciones muy generales que contienen en si dos tipos
particulares de transformaciones: de similaridad y afines. Las primeras consisten en
combinaciones de traslaciones, giros y cambios de escala; tienen la caracteristica
esencial de no deformar las figuras, pues sus angulos no cambian ni tampoco el cociente
entre magnitudes homologas. Por el contrario, las afinidades deforman las figuras.
Algunas propiedades destacables de las afinidades son [54]:

e Preservan las relaciones de colinealidad entre puntos.
e Las lineas paralelas se transforman en lineas paralelas.

e Sean P, Q, R puntos de una linea, y P’, Q’, R” sus puntos correspondientes por
la afinidad, entonces se cumple: |PQ|/|PR|=|P'Q'|/|P'R|

e Las afinidades transforman el centroide de una figura en el centroide de la figura
transformada.

e En general, las afinidades no respetan angulos, distancias, ni areas. Las areas
cumplen la siguiente relacion: S'= det(A) -S, siendo A la matriz de la afinidad.

En la figura se puede observar el resultado de aplicar a un cuadrado distintos tipos de
transformacion [131]:

similarity affine projective

Figura 4.5. Transformaciones de similaridad, afin y proyectiva de un cuadrado.
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Cuando la transformacion es de similaridad, la matriz H normalizada toma la forma:

kcos(a) —ksen(a) t,
H =| ksen(ar) kcos(a) t,
0 0 1

. ., t ., .
con « angulo de rotacion, k factor de escalay t = [tx,ty] el vector de traslacion, y si es

una afinidad:
ail a12 tx
H=l|a, a, ty
0O 0 1

0 expresada en forma de bloques

At
H=|
0 1
Como se advierte en la matriz H, las transformaciones por similaridad y las afinidades
tienen cuatro y seis grados de libertad, respectivamente.

Si se trabaja en R? la expresion matricial de las afinidades adopta la forma:

MRHE
HEMEN

Se demuestra que las transformaciones afines se pueden expresar como una

composicién de un escalado, un cizallado, una rotacién y una traslacion (las afinidades
contienen a las transformaciones por similaridad). Por tanto:

FRSH

es decir

donde

cosd -send
A =

matriz de rotacion (rotate) (& positiva en sentido antihorario)
send cosé

90



1 h
A = {0 f} matriz de cizallado (shear) paralelo a eje x

S, 0
A :[ OX S } matriz de escalado (scale) (si el escalado es homogéneo S, =S,)
y

T=[a b]t matriz columna de traslacion (traslate)

En vez de una matriz de cizallado paralela al eje x, se puede utilizar una matriz de
cizallado paralela al eje y:
1 0
A%h - hy 1

Notar que la suma del nimero de coeficientes de las matrices de rotacion, cizallado,
escalado y traslacion coincide con el numero de grados de libertad de una afinidad.

Si los puntos del plano se representan como puntos del plano complejo C, las
afinidades tienen la siguiente expresion [77]:

z'=az+bz +c a,b,ceC

donde z=x+yi, z es su complejo conjugado y z' es su transformado por la
afinidad.

Se puede pasar facilmente de la expresion compleja de la transformacidn a la expresion
matricial, y viceversa: llamando a=(a,,a, ), b=(hb,.b,), c=(c,.c,)

x1 Dy
Z'=xX"+Y'i :(aX +ayi)(x+ yi)+(bX +byi)(x— yi)+(cX +cyi):
=(ax+axi+ayi-ay)+(bx+bxi—b,yi+by)+(c, +c,i)=

=(ax-a,y+bx+by+c )+(ax+ay+bx-by+c, )i=

=[(ax+bx)x+(—ay+by)y+cx}+[(ay+by)x+(ax—bx)y+cy]i
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de donde se obtiene el sistema:

a, 1 0 1 0}|a
a, 0 -1 0 1}]a,
a,| |0 1 1 0|]b,
a,| [1 0 -1 0f|b

El determinante de la matriz 4x4 es -2, luego el sistema es compatible determinado; asi
pues, se puede pasar de la expresion compleja a la matricial, y viceversa.

4.2 Invariantes de las transformaciones afines

El concepto de invariante de un grupo de transformacion (geométrica) es fundamental
en vision por computador, pues permite caracterizar las imagenes con independencia de
las condiciones (perspectiva, iluminacion, etc) bajo las cuales se perciben. En este
Proyecto nos ocupamos unicamente de transformaciones debidas a cambios en el punto
de vista, es decir, a efectos de perspectiva. Nos interesan, por tanto, los invariantes
proyectivos. Las afinidades, que, como se vio anteriormente, son un tipo particular de
proyeccion, tienen su propio conjunto de invariantes, y en este Apartado nos vamos a
ocupar de su estudio, dejando para el siguiente el analisis de los invariantes proyectivos.

Los invariantes a afinidades son fundamentalmente de dos tipos, diferenciales y
algebraicos, o basados en momentos™ [120] [119]:

1. Los invariantes afines diferenciales se aplican a figuras, y se calculan a partir de
las derivadas de sus contornos. Dos ejemplos son la longitud de arco afin
invariante y la curvatura afin (ver Apéndice 5). El problema es que estos
invariantes dependen de derivadas de orden elevado (segundo y cuarto orden la
longitud de arco y la curvatura afines, respectivamente), lo que hace que sean
muy sensibles al ruido, aparte de que el célculo de las derivadas a partir de los
pixeles de las imagenes (derivacion digital) no es sencillo [38]; por esta razon,
en la practica no se usan. Algunos investigadores han empleado como
invariantes ciertas magnitudes deducidas de los invariantes afines diferenciales,
pero siguen mostrando sensibilidad al ruido [8]. Para evitar este problema,
Arbter [15] introdujo una nuevo pardmetro, el area encerrada, que tiene dos
ventajas: 1) solo depende de las primeras derivadas 2) se transforma linealmente
al aplicar una afinidad a la figura. Arbter se basd en este parametro para
construir los descriptores de Fourier independientes a transformaciones afines
[15].

2. Los invariantes afin algebraicos, denominados momentos invariantes a
afinidades (Affine Moment Invariants, AMIs) se fundamentan en el concepto de
momento de una imagen (de ahi que, para poder aplicar estos invariantes a
figuras definidas por su contorno, sea necesario previamente asociar una imagen

11 En realidad, esta division es cierta para todos los invariantes de la visién por computador. Existe otra
clasificacion: locales y globales. Los locales se calculan a partir de la vecindad de un punto, y los
globales requieren para su célculo todos los puntos de la figura.
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a cada figura). En la practica dan muy buenos resultados, y son empleados en
este Proyecto; el Gnico inconveniente que presentan es que, al calcularse a partir
de la totalidad de puntos de la imagen, no dan buenos resultados cuando hay
oclusiones. El Apartado 3.3. se dedica a su descripcion.

En la literatura también se encuentran algunas técnicas de reconocimiento de patrones
afin invariantes que no es posible clasificar dentro de los dos tipos anteriores; por
ejemplo, en [8] es descrito un método que combina componentes principales y una
transformacion wavelet diddica (los componentes principales sirven para eliminar las
distorsiones afines de las figuras, tras lo cual se clasifican con la transformacién
wavelet), en [95], [1], [2] se presenta un método curvature scale-space (CSS) de
deteccion de afinidades.

4.3. Momentos invariantes a afinidades (AMISs).

El método de los Momentos Invariantes a Afinidades (Affine Moment Invariants,
AMIs) constituye uno de los mejores procedimientos para detectar la existencia de
afinidades. Los AMIs son un conjunto de valores que se calculan a partir de las
imégenes. Tienen la caracteristica esencial de ser independientes a las transformaciones
afines; esto les confiere el poder de hacer clasificaciones por afinidad.

La construccion de los AMIs se basa en la Teoria de los Invariantes Algebraicos.
Existen varios procedimientos para obtenerlos: método de grafos, de normalizacion,
basado en la ecuacion de Cayley-Aronhold, etc. En este Apartado se explica brevemente
el célculo de los invariantes por el método de grafos (los resultados de este Apartado se
encuentran en [44]).

Los momentos invariantes de una imagen se calculan a partir de los momentos de la
imagen, los cuales se definen de la siguiente forma:

1. Momento general Még)de unaimagen f(x,y) con p,q>0, p,qeN

M= [[, P () F (x,y) dxdy

con p,, (x, y) funcién polinomial. r = p+q es el orden del momento.

2. Momento geometrico m(p;) de una imagen f(x, y) con p,q>0, p,geN. Son
los momentos generales con p,, (x,y)=x"y'y D= R?; es decir

mg;) = LO LO xPy?f (x, y)dxdy
Como casos particulares:

My, - “area” de la imagen
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—2: componente x del centroide de la imagen

: componente y del centroide de la imagen

3. Momento central £\’ de unaimagen f(x,y) con p,q=0, p,qeN

Mg :Ij:jj:(x_xc)p (y_yc)q f (X’ y)dXdy

con
x = Mo
mOO
— mOl
yc -
m

00

Los momentos centrales son invariantes a traslaciones.

A partir de ahora, por sencillez, se prescindira del superindice ( f )

Los momentos invariantes a afinidades se obtienen a partir del siguiente funcional:

,
-

TEORY I g 3 K40 ) RICRAL Y

k,j=1 i=1
donde

f(x,y): imagen

j:Xkyj_Xiyk

y=y-VY.

Se cumple: C, =—C, y C, =0. I(f) depende de ry n;eNuU{0} k, je{l,...r},
gue son parametros a elegir.
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Si se aplica una transformacion afin de matriz A a la imagen (se esta suponiendo que no

hay traslacion; si la hubiera, bastaria con tomar el centroide de la imagen como origen
del sistema coordenado), y teniendo en cuenta que

A

entonces:

1
< | x|
= =
<l x|
Il
VR
>
1
< | x|
=~ =~
< | x|
| E— |

y
- 3

Yi

donde || significa determinante.

Por lo tanto
4o 2 e4o0 n
I(f)':J._w ..... J-_wHC'“Hf (x%,y%)dx, dy’, =
k,j=1 i=1
[ ||A|;1n”HC““Hf (%, 5|1 ey, =
con
ox', ox'), ox'| oOx}
ox oy, OX Oy,
R G RS I U ST
ox oy X, Oy,

La matriz jacobiana | es una matriz diagonal por bloques

, siendo cada uno de sus
bloques de tamafio 2x2, pues
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entonces, teniendo en cuenta las propiedades de los determinantes, se cumple:

1 =1AF

Por lo tanto, llamando o = z ng se tiene:
k,j=1

(1)<

P TTTONTT Gl oxoy =

..... j TTCeTT (%) dxdy, =
“ k=L i-1
Ademas, para la misma transformacion afin:

o= LTy a7 (o) Ay = 1Al

Suponiendo ||A|> 0, entonces tenemos:

(Iu(f)j ) Iu(o%tr)

que no depende de la afinidad. Por lo tanto

1(f)

Hoo

es un invariante a afinidades. r y ® son el grado y el peso del invariante,
respectivamente. Si @ es impar y ||A| <0, en la relacion anterior aparece un factor -1.

Por simplicidad, en el resto de la discusion se supondra ||A|>0.

Se demuestra que | ( f) consiste en un sumatorio de términos, cada uno de los cuales es

un producto de momentos (multiplicados por un coeficiente). El orden méximo de los
momentos que componen | (f) se llama ordenode I(f) y, por tanto, de I ( /,u”+r :
Se cumple o<@. Se denomina estructura de un invariante a un vector de enteros
s=(k,,....k,), siendo k; el nimero de momentos de orden i que aparecen en cada

término (cada término tiene la misma estructura). Se ha de tener en cuenta que: a) s
comienza en k,, pues se demuestra que k, =k, =0; b) si en un término aparece un

momento de orden i elevado a la potencia n-ésima, se ha de contar n veces.
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Eligiendory n, j.ke {1 r} se obtienen distintos invariantes. Por ejemplo, si r =2,
n, =2, n,=n,=n, =0 (es decir, ®=n, =2), entonces

I(f ) - J*"O """ foo(;lyz _izyl)zf (%, yl) f (le y, ) dxdy,dx,dy, = 2(/“20:“02 _:Ulzl)

00

Luego, prescindiendo del factor 2, se obtiene

| :M
1 4
Hoo

gue es un invariante con estructura (2) y grado 2.

Otro ejemplo: si r=3, n, =n, =2 (los deméas exponentes cero) (@ = 4), entonces

6 i 2

+00 - — — —\2/— — - -
H(F) =[] (Yo —2eds) (s =xaye) £ (% 0) F (%0 ¥ ) F (0%, ¥s ) cedychdly,ddy, =

-0

= /1220/“04 — Ay fy flyg + 2 o flip Ly + 4/“121/122 — &g o gy + /152/140

A los invariantes | (f)/ Uy se les puede representar mediante un grafo construido de
la siguiente forma: el grafo consta de r nodos, y entre los nodos j y k hay n; arcos,
J,ke {l, r} . En consecuencia, el grafo consta en total de @ arcos; es decir, el numero
de arcos del grafo coincide con el peso del invariante. Ademas, se cumple:

1. El nimero de arcos que sale de cada nodo es igual al orden de los momentos en
cuyo célculo participa ese nodo

2. r, es decir, el grado del invariante, coincide con el numero de momentos que se
multiplican en cada término.

Los dos invariantes anteriores puestos como ejemplo tienen asociados los siguientes
grafos:

£

(a)

Figura4.6. a)grafode r=2, n,=2, n;, =n, =n,, =0
b) grafode r=3, n, =n, =2 (los demas exponentes cero)
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El calculo de los momentos invariantes por el método de grafos consiste en fijar un peso
@ Yy obtener todos los grafos conexos del tipo antes descrito, que tengan al menos dos
nodos y cuyo numero total de arcos sea @ . Se denota G, al conjunto de grafos que

cumple lo anterior; cada uno de sus elementos representa un invariante.

Aunque el método de los grafos es facil de implementar, sin embargo tiene un
problema: entre los grafos de G, (o lo que es lo mismo, entre los invariantes que

representan) existen numerosas relaciones de dependencia, lo cual, en la préctica,
supone una disminucion de la eficacia del uso de los invariantes.

Se dice que un invariante es reducible si es nulo, es idéntico a otro invariante, o se
puede obtener a partir de otros mediante productos o combinaciones lineales. Existen

algunas técnicas para detectar y eliminar los invariantes reducibles. Los invariantes que
quedan en G, tras eliminar los reducibles se denominan irreducibles. Por ultimo, entre

éstos es necesario buscar aquellos que tengan independencia polinomial.

Por ejemplo, los siguientes diez AMIs forman un conjunto de invariantes irreducibles y
con independencia polinomial:

2 4
It = (2002 — 1271/ oo
Iy = (—pbomds + 6uzomz1 i1z im0z — Apsorty — 413 o3 + 3ud 180) / 1ed)

I3 = (paop21 103 — #20#-%2 — 1130403 + (1121412 + 02 430 /412

2 T
— 102/421)/ 0o

Iy = (— by + BuGomti pizeos — 3pe5omozity — 6eaoped a1 pos — Gpzopd udy
+ [2ppop11 o221 12 — 3paoptbyihy + 2143 m3oros + 6ty a1 ez

— 6pufyozisore1z — 6ozl + Breniibpresorar — tganie) /gy
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I5 = (3013003 — 3ig0121 123 + 2501121403 — Bpdo 11 3012 s
+ 61050111145, 163 + b1zt oz — 6udomiinl,
+ 3pSo 02030 15 90003 — B o025y 203 + 3#%{)#«02#{21#?2
+ 12#«20#«%1#30#%2#03 — 24&20%1;!«%1;1.12#03 + 12;1.20;1%1,u21,u?2
— 1220011 10210301 + 120020011 1£02143 1 1403 — 314201480 1130145 103
+ 6pe20/15p 3021 15y — 3pz0ep ey 112 — 8 3oty 4 Bl 143 103
— 120§y pozpe3o sy 103 + 24705y pozpesopzt ey — 1275y oz piz
+ Bpent by S o oz — B ooty — G by a0 s 112

+ 6111 i) — High3oros + 3Kiam5orat i1z — 2iiais0isy)/ 1G0

2 6
Ig = (pt40/004 — 40317213 + 3145 / 1o

_ 2 2 3 g
17 = (J140/422 404 — [L40[L]3 — JA31 L0 + 2031422 1413 — [492)/ Ko

Iy = (#%gﬂ-m — dppoper g + 2200024022 + 4#%1%2

— dpuq oz i3t + i 1000)/ 11ho

Iy = (uSoma21t08 — pomds — 212011 131 104 + 2120 11 224013
2040214401404 — 2120 1024311413 + (2014020050 + 4pdy a1 a3 — Ak b,

— 2111021140 /013 + 211102 1431 1422 + P ea0e22 — o i50) /1o

I19 = (H20M30M 12404 — [20 /430403413 — H20M51 104 + JL20/421 4124413
b 204211103 /122 — 20/ 222 — 24011 H30/4121413 + 2L11 30403 1422
F 20015y 1013 — 20001 21 12022 — 2H11A21 103431 + 211145031
+ [L02 13004121422 — [O02IL30M03 /431 — HO02I451 1422 + [L021421 /412431

+ 024214031440 — M-oz#%gmo)még

En la direccion web http://zoi_zmije.utia.cas.cz/files/afinvs12irred graphs.pdf se puede
descargar un archivo pdf con los 1589 invariantes irreducibles con peso o <12.
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Los momentos invariantes a afinidad de orden elevado son sensibles al ruido, y costosos
de implementar [134].

Para calcular los AMIs de una figura definida por su contorno C es necesario asociar
una imagen a la figura; en la practica, resulta conveniente escoger

1 (xy)

Fx y):{o (x1, y)z

donde C es el conjunto de puntos de la figura (se cumple CcC), pues asi se
simplifica la expresion de 7,,

0O Ol

Moq :ch(x—xc)p(y—yc)q dxdy

Ademas, suponemos que el origen de coordenadas de la imagen coincide con el
baricentro de la figura; entonces

Moq = _UC xPy*dxdy

Por otro lado, en este Proyecto los contornos de las figuras se expresan como
poligonales con vértices p. :(xi,yi) ie{O,...,n} y p, =P, (recordemos que el contorno

es cerrado). Entonces, aplicando el teorema de Green, se puede demostrar que 7, se
calcula por la siguiente expresion [89]:

1 n P 3 k+1\ p+gq—k-I e o
oo = 2 (%% =x¥a) 2 2] | j( J&kx‘ilky!y:‘_l'

P+Q | 0 1= I
(p+q+2)(p+q+1)( p j 1 k=0 1=0 q

Debe notarse que ahora la expresion de 7, solo depende de los vértices del contorno 'y
no de todos los puntos de la imagen.

4. 4. Invariantes a transformaciones proyectivas.

En el caso de las transformaciones proyectivas se pueden utilizar tres tipos de
invariantes:

Invariantes proyectivos diferenciales. EI mas importante es la curvatura proyectiva, pero
depende de derivadas de séptimo grado y, por lo tanto, es extremadamente sensible al
ruido; légicamente, no se utiliza. En [56] se puede encontrar una discusion sobre este
tema.
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Invariantes algebraicos proyectivos. En 2004, Suk y Flusser [128] presentaron dos
invariantes proyectivos independientes basados en el concepto de momento de una
imagen. A diferencia de sus homologos afines, su construccion no se basa en la teoria
de invariantes algebraicos, pues las proyectividades no son transformaciones lineales ni
preservan los baricentros; otra diferencia sustancial que presentan estos invariantes es
que se calculan a partir de momentos con indices enteros arbitrarios (no positivos, como

en el caso afin):
mf:,;) =J._+:_|-_+:x"yqf(x, y) dxdy p,qeZ

Los dos invariantes algebraicos proyectivos independientes son los siguientes:

o0 . W i
L=2 % ey
1 = =, 2 iy lialis liglis |
B iy ig iy g +ig=1
iy dpdadg iy 20
. i —1pztH
Py alalislig !
Dbzt g tiatis=g
Jusdzdandasgs =0
. k(1) R
— Ry U hen ey Theg hes |

fey A hep g ey ks =k
ky ez ks g Jos =0
M1 —itig+ky Hhptistiy. —1—kths+4 +ig+jat s
T — oty iy iz s+ kg, — L—iig+ iy s Hha s

T = b g b Gy o i g ig =1 = o Ty i iy = fey iy -

O
i - i —1)% 4
s_].-'l ] g 8 I
Iy =2 _ Z E iy Vialis liglis |
L RED G iy iy i

8y ia.ix dg.i5 =0

'R i =124
L B tielaslials !

Stz mtiatis=3

Judzdadangs =0

. kl(—1)%2tks
e *J.*"E.*l.*_‘.*ﬁ.

J-'J | Ju'-z | Ju'_'.; | Ju'_t | Ju'_l;, k

Ju'] J--zllq L‘*‘, :ﬂ'
. f(-1)2%
£y Lot by ey Eg=E
£y £z 5.0y 5 =0

TR 1— g 41+ g2 +ha+ha, — 1= j+ja+i1 +is +ha+ks
1=t gty dia+ € +Eq, =L =itig+gy +a +E2+E5
TN 1= kb ks i Fig+Ey 482, =1 —E 3 +inis +ky +hy
TR —f st fatjath +ha,— 1= k+ka+ja+gs+£1 +fa
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El descubrimiento de estos invariantes supuso todo un logro (hasta entonces se habia
pensado que no existian); sin embargo, en la practica no son utiles, ya que se expresan
en forma de series infinitas y, aunque éstas se trunquen, el numero de iteraciones
necesario para su calculo resulta excesivo. Un problema afiadido es que no admiten
oclusiones.

El invariante clasico de la geometria proyectiva plana es la razén doble de cinco puntos
(Five Points Cross-Ratio Invariant) [129]. Dados cinco puntos, se pueden calcular dos
razones dobles [16]:

CR(0;1,2,3,4)=V(0’1’2)V (0,3,4) (1)

vV (0,1,4)V (0,2,3)

V(0,12)V (13,4
CR(1;0’2’3'4)=v(01 )V(123)

donde V (i, j,k) es el &rea del triangulo definido por los puntos z, z; y z,. El valor
CR(O;l, 2,3,4) representa el cociente entre el producto de las &reas no sombreadas v el
producto de las areas sombreadas:

Figura 4.7. Areas que intervienen en CR(0;1,2,3,4)

Los cross-ratios son invariantes proyectivos locales y carecen de unicidad (dentro de
una misma imagen (o figura) existen infinidad de combinaciones de cinco puntos cuyos
cross-ratios tienen el mismo valor; sin embargo, el conjunto de cross-ratios de todas las
combinaciones de cinco puntos de una imagen (o figura) caracterizan ésta de forma
univoca [16].

El uso de razones dobles para reconocer proyectividades tiene una ventaja y una
desventaja: la ventaja es que, gracias al caracter local de estos invariantes, tienen buen
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comportamiento frente a oclusiones; la desventaja es que s6lo se pueden aplicar si en las
imagenes es posible reconocer grupos de puntos homélogos.

No vamos a entrar en detalles acerca de los métodos de deteccion de puntos homélogos
de iméagenes que existen (SIFT, detector de Harris de esquinas, etc); en este Proyecto
solo nos interesan aquellos puntos de los contornos de las figuras (en general, de curvas)
que resultan homologos en las transformaciones proyectivas; los vamos a denominar
puntos especiales. En [55] se demuestra que, bajo homografias, las curvas tienen tres
tipos de puntos especiales:

e Los puntos de bitangencia. Una bitangente de una curva es una recta que sélo
tiene dos puntos de contacto con la curva; cada uno de estos puntos es un punto
de bitangencia.

e Los puntos de inflexion, o puntos con la derivada segunda igual a cero.

e Los puntos en los que se anula la derivada de la funcion de curvatura afin
unimodular (ver Apéndice 5).

Aunque en teoria todos estos puntos se pueden obtener derivando las curvas, en la
practica no resulta sencillo [75]. Existen formas alternativas de calcular puntos de
bitangencia [28] [104]; una de ellas es a partir del cierre convexo® (convex hull), como
se puede apreciar en la figura:

Figura 4.8. Unas curvas Yy sus bitangentes

El método del cierre convexo sélo se puede aplicar a transformaciones proyectivas
cuasi-afines (las que transforman el cierre convexo de una curva en el cierre convexo de
la transformada de la curva [57]) y que preservan la orientacion (el determinante de su

12 El cierre convexo de una curva es el menor conjunto convexo que contiene a dicha curva. Se ha de
tener en cuenta que, por definicion, en el espacio proyectivo los conjuntos convexos no tienen puntos
del infinito; por lo tanto, el cierre convexo esta formado Unicamente por puntos propios.
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matriz jacobiana es positivo), pues en este caso los puntos de bitangencia de una curva
pertenecientes al convex hull se transforman en puntos de bitangencia de la
transformada de la curva pertenecientes también al convex hull. Obviamente, el método
del cierre convexo para detectar puntos de bitangencia no es exhaustivo (puede haber
puntos de bitangencia dentro de las concavidades que no son detectados por el método)

4.5. Transformaciones proyectivas generales.

Todo lo que se ha visto en los apartados precedentes se refiere a proyecciones que
transforman una figura plana F contenida en un plano g en otra figura (plana) F’

perteneciente al plano de proyeccion g (ver la Figura 4.1.); sin embargo, si 4 no es un
plano, sino cualquier otro tipo de superficie, en general dejan de tener validez los
invariantes proyectivos descritos hasta ahora. El problema consiste, entonces, en como
identificar figuras homologas, ya que no se pueden utilizar los invariantes proyectivos
tradicionales.

En los ultimos afios ha habido un interés creciente en este tema y han aparecido diversas
soluciones [113] [109] [69] [26]. Todos estos métodos tienen una mecanica de trabajo
comun:

1. ldentifican ciertos puntos homélogos de las iméagenes utilizando alguna
caracteristica distintiva (color, corners, etc)

2. Eligen la superficie (warp) que mejor se ajusta a la relacion entre puntos
homologos, utilizando algin criterio de optimizacion. La superficie se suele
representar en forma de producto tensorial de B-splines [113], elementos finitos
[109], diferencias finitas [69], NURBS [26], etc; normalmente, se supone que es
suave 0 suave a trozos.

3. Una vez construida la superficie, se puede utilizar para registrar los puntos
homdlogos que no fueron empleados en el célculo de la superficie.

En general, estos métodos sélo funcionan bien cuando las imagenes presentan
perspectiva afin; Unicamente, el método Schwarps [72] considera proyectividades
generales, pero la superficie se obtiene resolviendo un sistema de ecuaciones
diferenciales parciales 2D, lo que requiere disponer de bastante informacién local
bidimensional de las imagenes.
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5. Clasificacion de patrones proyectivo-invariantes
mediante un perceptron de variable compleja.

Como ya fue explicado en el Capitulo 0, el objetivo del Proyecto es resolver el siguiente
problema: supongamos que se dispone de un conjunto de curvas, que representan los
contornos de wunas figuras, dibujadas en unas superficies planas orientadas
aleatoriamente; a continuacion, estas superficies se deforman sin rasgaduras, también de
forma aleatoria; lo Unico que se exige es que al final las figuras no presenten oclusiones
al proyectarse en el plano de proyeccion. La clasificacion de estas curvas es un
problema de clasificacion proyectivo-invariante,

Este problema involucra transformadas generales, no afinidades ni homografias; por
tanto, no se pueden aplicar para resolverlo los invariantes de los Apartados 4.2, 4.3y
4.4; por otro lado, los métodos descritos en el Apartado 4.5 tampoco se pueden usar
porgue, o bien so6lo son aplicables a afinidades o bien requieren mucha informacion
local bidimensional de la cual no se dispone en este caso.

La solucién descrita en este Proyecto consiste en combinar un detector de puntos
dominantes de los contornos de las figuras con una red neuronal de variable compleja
que tome como entradas dichos puntos y actie como clasificador de las figuras. La
razon de la eleccion de una red neuronal de variable compleja y no una real, que es lo
usual, se debe a la mayor capacidad funcional de las primeras (ver Capitulo 3).

En el Apartado siguiente se definen los puntos dominantes de una curva y se describe
un método para calcularlos. En el Apartado 5.2 se desarrolla el clasificador proyectivo-
invariante propuesto para resolver el problema enunciado més arriba, y en el Apartado
5.3. se aplica a unos casos practicos.

5.1. Los puntos dominantes de una curva.

Los puntos dominantes de una curva son aquellos que tienen un valor de curvatura
elevado [4]. A estos puntos se les suele denominar vértices de la curva, por extension
del concepto de vértice de un poligono. La importancia de los puntos dominantes del
contorno de una figura en el reconocimiento de ésta ya era sefialado en 1954 en el
trabajo pionero de Attneave [17]. Se distinguen dos tipos de métodos de reconocimiento
de los puntos dominantes de una curva [4]:

1. Obtener los puntos dominantes directamente de la figura, utilizando, por
ejemplo, métodos de deteccion de esquinas (corners).

2. Sustituir la curva por un poligono, calculado de manera que se cumplan ciertas
restricciones. Entonces, se toman como puntos dominantes de la curva los
veértices del poligono.

Di Ruberto y Morgera han desarrollado un método simple que no requiere derivacion
digital y resulta, sin embargo, poderoso y versatil. EI método es del tipo 1 sefialado mas
arriba e iterativo; en su etapa inicial requiere disponer de cuatro vértices de la curva, que
siempre existen en virtud del Teorema de los cuatro vértices [33].
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Antes de explicar cobmo se localizan en la curva los cuatro vértices iniciales es necesario
definir el concepto de firma de una curva (signature of curve). Una firma de una curva
2D es una funcién 1D que describe alguna caracteristica de ella, y se calcula a partir de
las coordenadas de sus puntos [47] [144]. Por lo tanto, una firma de una curva retiene
cierta informacion perteneciente a ésta, aungue, en general, sea insuficiente para su
reconstruccion. Ejemplos de firmas son la distancia de los puntos al centroide, el angulo
de la tangente en cada punto, el angulo acumulado de la tangente en cada punto, la
curvatura, el area del radio vector, etc. En nuestro caso, para el célculo de los cuatro
veértices iniciales, se usa la firma distancia de los puntos de la curva a su centroide.

El centroide se calcula por la siguiente expresion:
13 13
Xc=_zxi ycz_zyi
[ Nz

donde X, Y, son las coordenadas del i-ésimo punto del contorno, que se ha supuesto
que consta de n puntos. La firma distancia de los puntos de la curva a su centroide es la

funcion s(i)=y(x =% ) +(v, = ¥.)" ie{L.n}.

Los cuatro vértices iniciales del método de Di Ruberto y Morgera son los puntos de la
curva que corresponden a los dos puntos maximos relativos con mayor ordenada y a los
puntos minimos relativos con menor ordenada de la firma distancia de los puntos de la
curva a su centroide. Por ejemplo, en la figura 4.6. se muestra un contorno, su firma
distancia de los puntos de la curva a su centroide y los cuatro vértices iniciales:

Y / A P
B \\ﬂ/‘\ / -
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_
\.\\\\
— "
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Figura 5.1. Un contorno, su firma distancia de los puntos de la curva a
su centroide y los cuatro vértices iniciales

Los puntos dominantes de la curva se calculan a partir de estos cuatro puntos mediante
el siguiente proceso iterativo: en cada etapa se dispone de una lista ordenada de puntos

dominantes D :{di i:1,...,m}, con m=4 en la etapa inicial. Para cada par de puntos
d,d,,,, con i+1=i+1(mod m), y para todo punto p de la curva situado entre ambos, se

i+l

calcula la distancia entre este punto y la recta que une d, y d,,;, mediante la expresion:

i+17?
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(e =%) (Vi =¥0) = (B, = ¥i) (Xia = %)
\/(Xi+l_xi)2+(yi+1_yi)2
donde T,, (p) denota la distancia entre p y la recta que une d; y d,,, con

di =(Xi’ yi)v di+1 =(Xi+l'yi+l) y p:(px’ py)

did

Taa., (P) =

Si sumamos todas estas distancias se obtiene una distancia global T,, —asociada al
segmento dd..,;:

i+l

Tdidiu = ZTdidm ( p)

p

T,q . se comparacon el valor s, =1I-n;, donde | es un parametro del algoritmo y n; es el

nimero de puntos de la curva situados entre los puntos d; y d,,. Si T,, >s;, el punto

i+1°"
p con mayor valor T, , ( p) se considera nuevo punto dominante y se afiade a la lista D
iYi+l

entre d; y d,; si Ty, <s;, ningln punto de la curva situado entre d; y d;,, se toma

como punto dominante.

i+1

El algoritmo se detiene cuando en dos iteraciones consecutivas no se afiaden nuevos
puntos dominantes.

Una vez finalizado el algoritmo es necesario refinar la lista D obtenida para evitar que
existan puntos muy préximos entre si. EI procedimiento, que es iterativo, consiste en

sustituir las parejas de puntos (d;,d,.,) tales que dist(d;,d,,;) <z por su punto medio,

donde dist significa distancia entre dos puntos y z es un coeficiente propio del método
de refinado.

El nimero de puntos dominantes que se obtiene por este método depende del parametro
I: cuanto mayor es este valor, menor es el nimero de Vértices que se obtienen.

El procedimiento de calculo de puntos dominantes usado en este Proyecto es
basicamente el mismo que el de Di Ruberto y Morera, aunque se ha hecho una
simplificacién en la forma de afiadir nuevos vértices: en cada iteracion, para afadir un
vértice que esté situado entre los vértices d, y d.,,, se escogen aquellos puntos de la

curva cuya distancia a la recta que une d, y d,, sea mayor que |, y se selecciona el que
estd a mayor distancia de la recta; éste es el vértice buscado.
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5.2. El clasificador proyectivo-invariante basado en redes
neuronales de variable compleja.

Existen dos formas de utilizar las redes neuronales para reconocer formas 2D descritas
por su contorno, y cuya apariencia varia debido a cambios en el punto de vista:

1. Asociar a cada contorno unos coeficientes proyectivo-invariantes. La red
neuronal toma como entradas estos coeficientes y hace la clasificacion.

2. Los puntos de los contornos de las figuras son usados directamente como
entradas de la red neuronal. El problema es que, en este caso, la red deberia tener
un gran numero de entradas y seria, por lo tanto, muy compleja. La solucion es
sustituir el contorno de cada figura por una aproximacién lo suficientemente
significativa que logre mantener la bondad de la clasificacion.

La mayor parte de las soluciones que se encuentran en la literatura son del tipo descrito
en 1, pero se limitan a resolver problemas afin-invariantes [7], [142], [143], [86], [147],
[20], [34]; ademas, utilizan redes neuronales de variable real, cuyos valores de entrada
son el resultado de aplicar a las figuras alguno de los invariantes afines descritos en los
Apartados 4.2y 4.3.

Las soluciones del tipo 2. son mucho mas escasas; en el caso de deformaciones afines
se pueden citar [19], [41] (el objetivo de ambos no es clasificar las figuras, sino estimar
los coeficientes de las afinidades) y [84], que utiliza una red Hopfield; en el caso de
transformaciones afines se han encontrado tres trabajos [105], [83] y [85], los cuales
emplean redes Hopfield, y se limitan a homografias. En todos estos articulos las redes
neuronales empleadas son de variable real.

En este Proyecto se propone un método de clasificacion proyectivo-invariante de figuras
planas que consta de dos partes:

1. Primeramente, las figuras, expresadas como figuras del plano complejo, son
pasadas por un preproceso que genera una version simplificada de las mismas.
El sistema de simplificacion consiste en un procedimiento de deteccion de los
puntos dominantes de los contornos de las figuras.

2. Una red neuronal de variable compleja clasifica las figuras “resumidas”. Los
patrones de entrenamiento estdn formados por parejas figura “resumida’-
etiqueta de clase. La red neuronal empleada es el perceptron de variable
compleja, de dos capas, con funcién de activacion split real-compleja y
entrenamiento por retropropagacion compleja, desarrollado por Nitta [59] y
descrito en el Capitulo 3.

En el buen funcionamiento del método propuesto es clave la capacidad de las redes
neuronales de variable compleja de modelar transformaciones geométricas. En el
trabajo original de Nitta [101] se muestra como este tipo de redes son capaces de
aprender a reconocer traslaciones y rotaciones; en trabajos méas recientes [102], este
autor ha extendido sus investigaciones a afinidades. EI método desarrollado en este
Proyecto puede verse como una aplicacion préctica de estos estudios.
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Es importante sefialar que las salidas de una red neuronal de variable compleja no se
pueden, en general, interpretar como una probabilidad (una probabilidad no es un
ntmero complejo). Por lo tanto, en el entrenamiento de la red que clasifica las figuras se
va a prescindir de cuestiones estadisticas (ver referencia a pié 6 de Capitulo 2).

Una dificultad que surge a la hora de poner en practica el método de simplificacién es
que, en principio, el nimero de puntos dominantes que se extraen de cada figura no
tiene porque ser siempre el mismo. Esto es un problema, ya que la topologia de la red
neuronal empleada en la clasificacion no puede variar con cada contorno. La solucién
adoptada es:

1. Se fija el nimero de entradas de la red neuronal Nent.

2. El parametro | del procedimiento de extraccion de puntos dominantes se ajusta a
cada contorno, de manera que la cantidad de puntos dominantes extraida siempre
supere a Nent. Recordemos que cuanto menor sea I, mayor cantidad de puntos
dominantes se obtiene. El ajuste es iterativo: se parte de un valor

I° = longitud contorno/#°, siendo 7° un pardmetro a elegir, y se define un

parametro Al ; en cada iteracion, se compara el nimero de puntos dominantes nv
con Nent: si nv< Nentse calcula I =1-Al, si nv> Nent el ajuste se detiene.

Por ultimo, antes de ver la aplicacion del método desarrollado en este Proyecto en casos
concretos, se presenta un listado de sus ventajas:

e Su concepto es sencillo.
e No requiere derivacion digital.

e Se puede aplicar a cualquier tipo de figura, incluidos poligonos y figuras no
convexas.

Las desventajas de este procedimiento derivan del uso de la red neuronal como
clasificador, y son las comunes a cualquier método que utilice redes neuronales; esto es:
lentitud y dificultad de entrenamiento de la red. La lentitud de entrenamiento aconseja el
uso off-line del procedimiento. Respecto a la dificultad de entrenamiento, cuanto mayor
es el nimero de neuronas mayor es el nimero de parametros de la red y mas compleja
es la funcion de error; por lo tanto, encontrar el factor de aprendizaje 6ptimo en las
aplicaciones précticas requiere destreza, es mas un arte que un procedimiento
sistematico.
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5.3. Evaluaciéon del desempeiio del clasificador descrito en el
Apartado 5.2.

Con el fin de evaluar la bondad del método descrito en el Apartado anterior, se ha
empleado en resolver tres problemas de clasificacion: una clasificacion afin-invariante,
una clasificacion proyectivo-invariante, restringida a homografias, y una clasificacion
proyectiva-invariante, que trabaja con transformaciones proyectivas mas generales. En
todos los casos el problema consiste en clasificar un conjunto de curvas, obtenidas
transformando el contorno de dos patrones™: el patrén Perro

Figura 5.2. Patron Perro

y el patron Gato:

Figura 5.3. Patron Gato

La mitad de las curvas corresponden a Perro, y la otra mitad a Gato. El contorno de los
patrones™ se ha extrae utilizando la libreria grafica OpenCV, se normalizan de manera

3 En esencia, el problema es equivalente a clasificar figuras definidas por sus contornos.
14 Estas siluetas se pueden obtener en las direcciones web:
Patrén Perro:  http://pixabay.com/en/dog-lab-drawing-vector-sketch-163659/
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que sus puntos pertenezcan al cuadrado [O,l]2 y se suavizan con un filtro de la media

con ventana de tamafio 7. Los puntos de todas las curvas se representan como numeros
complejos.

5.3.1. Evaluacion del desempeiio del clasificador con
transformaciones afines

En este apartado se estudia el comportamiento del clasificador cuando la deformacion
de las figuras se debe a afinidades. Se siguen los siguientes pasos:

1. Se obtienen 1130 curvas aplicando transformaciones afines a los dos patrones
originales; los coeficientes matriciales de estas transformaciones se eligen dentro
de los intervalos:

a, € (0.6,1.4) a, € (—0.4, 0.4) a; € (—0.4, 0.4)
ay € (—0.4, 0.4) a, € (0.6,1.4) ay, € (—0.4, 0.4)
ay =0 a5, =0 A =1

Una muestra de estas curvas; por ejemplo, de Perro

W

Patrén Gato: http://pixabay.com/en/cat-silhouette-black-animal-pet-163559/
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VR

Figura 5.4. Una muestra de las curvas de la clase Perro obtenidas
aplicando afinidades.

S

o 5

Figura 5.5. Una muestra de las curvas de la clase Gato obtenidas
aplicando afinidades.

y de Gato:
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2. Del conjunto de curvas se escogen 130 para entrenar la red y el resto para
validar.

3. Se detectan los puntos dominantes de las curvas por el método de Di Ruberto y
Morgera. Por ejemplo, los puntos dominantes de la primera curva de la muestra
de Perro son:

Figura 5.6. Puntos dominantes de una curva de la clase Perro
obtenida aplicando afinidades.

y los de la primera curva de la muestra de la clase Gato:

Figura 5.7. Puntos dominantes de una curva de la clase Gato
obtenida aplicando afinidades.

4. Se escogen un conjunto de puntos dominantes de cada curva y se suministran
como patrones de entrada del perceptron de variable compleja de dos capas para
que realice la clasificacion. La capa de salida se compone de una unica neurona,
cuya salida representa la clase que la red asigna a los patrones de entrada: (1,0)
si el patron de entrada corresponde a Perro, y (0,1) si corresponde a Gato. La red
tiene funcion de activacion split y se entrena mediante el algoritmo de
retropropagacion complejo descrito en el Capitulo 3.
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5. La red se entrena a partir de los puntos dominantes de las 130 curvas escogidas
para entrenar.

6. Lared se valida con las 1000 curvas restantes
El entrenamiento de una red neuronal es un proceso complejo en cuyo comportamiento
influyen numerosos factores: el protocolo de entrenamiento (on-line o batch), el namero
de patrones de entrenamiento, la topologia de la red (el nimero de capas y su tamafio, el
tipo de conexiones entre las neuronas, etc), los valores iniciales de los pesos y bias, los
valores del coeficiente de aprendizaje y del momento, el tipo de funciones de activacion
y el valor de sus coeficientes, la funcion de control de error, etc. Obviamente, en la
practica es imposible hallar la combinacion éptima de factores; en las pruebas que se
han hecho se ha encontrado que el perceptron de variable compleja de dos capas da un
buen resultado con:

e Protocolo de entrenamiento: on-line

e NuUmero de patrones de entrenamiento: 130

e Numero de neuronas de entrada: 15

e NuUmero de neuronas de la capa oculta: 8

e NuUmero de neuronas de salida: 1

e Dominio en el que se escogen los pesos y bias iniciales: [—0.9,0.9]2 cC

e Factor de aprendizaje: 0.2
e Momento: 0.0
e Funciones de activacién: logistica con coeficiente c=1.0.

e Control de error de entrenamiento:

n

> 3(0.(p)-Y(p))' <08

p=1 i=1

N| =

donde P y n son el nimero de patrones y de neuronas de salida, respectivamente;
en nuestro caso: P=130 y n=1. O,(p) representa la salida i-ésima de la red

calculada a partir del patron p-ésimo; Y, (p) es la componente i-ésima del patrén
de salida p-ésimo.

e Test de reconocimiento: se considera que la red neuronal clasifica exitosamente
una figura p si la salida de lared O(p)=0,(p)+0O,(p)i cumple:
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a) si p es Perro, O, (p)>0,(p)

a) si p es Gato, O, (p) <O, (p)

La red necesito 16517 ciclos para entrenarse. El procedimiento de clasificacion
consiguio un 97.3 % de aciertos con los 1000 patrones de validacion.

El desempefio del clasificador basado en la red neuronal se ha comparado con un
clasificador basado en los AMIs descritos en el Apartado 4.3., que consiste en calcular
losvalores I, I,, 1, 1,, 15, I, 1,, Iy, Iy 1, para cada figura y clasificarlos con K-

means™. En este caso, el porcentaje de aciertos es del 100 %.

5.3.2. Evaluacion del desempeiio del clasificador con
homografias.

Se procede igual que en el Apartado anterior; la diferencia esta en los valores de los
coeficientes de las matrices de deformacion:

a, €(0.6,1.4) a,c(-0.4,04)  a,e(-0.4,0.4)
a, €(-0.4,04)  a,e(06,.1.4) a,, €(~0.4,0.4)

a,<(-0.8,08)  a,e(00,08)  a,=1

Veamos una muestra de las curvas; de la clase Perro

1> para hacer la clasificacion por K-means se ha empleado el paquete amap de R.
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Figura 5.8. Una muestra de las curvas de la clase Perro obtenidas
aplicando homografias.

y de la clase Gato

Figura 5.9. Una muestra de las curvas de la clase Gato obtenidas
aplicando homografias.
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Se calculan los puntos dominantes y se pasan como entradas al perceptron de variable
compleja, que se entrena considerando los siguientes parametros:

e Protocolo de entrenamiento: on-line

e NuUmero de patrones de entrenamiento: 180

e NuUmero de neuronas de entrada: 25

e NuUmero de neuronas de la capa oculta: 8

e NuUmero de neuronas de salida: 1

e Dominio en el que se escogen los pesos y bias iniciales: [—0.9,0.9]2 cC

e Factor de aprendizaje: 0.3

e Momento: 0.0

e Funcion de activacion: logistica con coeficiente c=1.0.
e Control de error de entrenamiento:

1Pn

S22(0(p)-Y, () <16

p=1 i=1

donde P y n son el nimero de patrones y de neuronas de salida, respectivamente;
en nuestro caso: P=180y n=1.

El test de reconocimiento de los patrones es el mismo usado en el Apartado anterior.

El perceptron complejo consiguié 97.3 % de aciertos, necesitando 59117 ciclos para
entrenarse.

Si en vez de aplicar el perceptrén complejo se usa un perceptrén real con la misma
topologia y el mismo factor de aprendizaje, los resultados son mucho peores: en el
mejor de los casos se obtiene un error del 14.8 %. Esto corrobora lo explicado en el
Capitulo 3 acerca de la mayor funcionalidad de las redes neuronales complejas respecto
a las reales.

Comparemos el desempefio del clasificador basado en la red neuronal compleja con un
clasificador basado en la razon doble de cinco puntos (Apartado 4.4). Se necesita, por
tanto, detectar en las curvas una serie de puntos que sean homdlogos en las
homografias, por ejemplo los puntos especiales (Apartado 4.4). En este caso, se han
detectado los puntos bitangentes a partir del cierre convexo; por ejemplo, los puntos
bitangentes de las primeras dos curvas de la muestra de la clase Perro
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10

Figura 5.10. Puntos bitangentes de unas curvas de la clase Perro
obtenidas aplicando homografias.

y de las primeras dos curvas de la muestra de la clase Gato

Figura 5.11. Puntos bitangentes de unas curvas de la clase Gato
obtenidas aplicando homografias.

Se escogen, por ejemplo, los puntos bitangentes 0, 1, 3, 4, y 5 de cada curva y los cross-
ratios J1 y J2 respectivos; usando K-means para clasificar los cross-ratios de todas las
curvas se obtiene una clasificacion con un 100 % de aciertos, como se advierte en la
gréafica siguiente:
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Figura 5.12. Clasificacion por K-means de los cross-ratios de las
curvas obtenidas aplicando homografias.

Si se calculan los AMIs 1, 1,, I, 1, I, I, 1, Ig, 1,y I, de cada curvay se

clasifican por K-means se obtiene un acierto en la clasificacion de aproximadamente el
20 %, lo cual es un resultado acorde con el hecho de que los AMIs son invariantes
afines y no proyectivos en general.

5.3.3. Evaluacion del desempefio del clasificador con
proyectividades generales.

En este caso se va a aplicar el clasificador basado en el perceptron complejo para
resolver un problema de clasificacion de figuras obtenidas aplicando una transformacion
proyectiva general a los patrones Perro y Gato. Se va a simular que las figuras estan
incluidas en superficies regladas cuya generatriz son lineas quebradas (con un Gnico
quiebro, como se ve en la Figura 5.13, que se controla por el &ngulo Ay la longitud L).;
ademas, las rectas que generan estas superficies al deslizarse por las generatrices, son
rectas paralelas al plano de proyeccidn; esto es, visto en alzado, la relacion entre la
superficie bidimensional y el plano de proyeccion es, por ejemplo, de la siguiente
forma:

119



Figura 5.13. Vista en alzado de la relacion entre la superficie bidimensional
que contiene a una figura y el plano de proyeccion. Las flechas representan
los rayos proyectantes.

Se supone que el foco de proyeccidn esté lo suficientemente lejos para que los rayos de
proyeccion se pueden considerar paralelos; ademas, simplifiguemos el problema
considerando que inciden perpendicularmente sobre el plano de proyeccion. Veamos el
aspecto que muestran las curvas; por ejemplo, del patrén Perro

Figura 5.14. Muestra de las curvas de la clase Perro a las que se ha aplicado
una transformacion proyectiva general.
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y del patrén Gato:

Figura 5.15. Muestra de las curvas de la clase Gato a las que se ha aplicado
una transformacion proyectiva general.

Se calculan los puntos dominantes y se clasifican con la red neuronal compleja; la red se
entrena con los siguientes parametros:

e Protocolo de entrenamiento: on-line

e NuUmero de patrones de entrenamiento: 20
e NuUmero de neuronas de entrada: 10

e NuUmero de neuronas de la capa oculta: 8

e NuUmero de neuronas de salida: 1

e Dominio en el que se escogen los pesos y bias iniciales: [—0.9,0.9]2 cC
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e Factor de aprendizaje: 0.9

e Momento: 0.0

e Funcion de activacion: logistica con coeficiente c=1.0.
e Control de error de entrenamiento:

1Pn

>22:(0/(p)-¥,(p)) <01

p=1 i=1

donde P y n son el nimero de patrones y de neuronas de salida, respectivamente;
en nuestro caso: P=20y n=1.

El test de reconocimiento de los patrones es el mismo usado en el Apartado anterior.

El perceptron complejo ha realizado la clasificacion con un 99.9 % de aciertos, y ha
requerido 1804 ciclos para entrenarse. Se ha intentado hacer la misma clasificacion con
un perceptron de variable real y no ha sido posible hacer que la red convergiese.

Recordemos (Apéndice 3) que las razones doble de cinco puntos sélo tienen sentido con
transformaciones homogréficas; por lo tanto, no se pueden aplicar en este caso.

5.3.4. Comentarios a los resultados de los experimentos.

Como se ha visto en los experimentos anteriores, cuando las transformaciones son
afinidades u homografias, el clasificador basado en la combinacion puntos dominantes-
perceptron de variable compleja es efectivo, pero no puede competir con los métodos
tradicionales (invariantes), ya que éstos son mucho mas répidos y tienen un ratio de
aciertos del 100 %. Sin embargo, la situacién cambia completamente cuando las
transformaciones son proyectivas generales, como se ha puesto de manifiesto en un caso
concreto.

Otro aspecto que se pone de manifiesto en los experimentos es la importancia de usar

perceptrones de variable compleja en vez de sus homologos reales, los cuales muestran
claramente peores resultados, e incluso pueden no ser capaces de hacer la clasificacion.

122



Apéndice 1 Expresiones Utiles para el trabajo con las
funciones de activacion
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1 ( 1 1 j_ e” 2 1l4+e*™
C1re ™ (14e®™ 146 ) 14e®™ 11e%® 14e?™
:m%—lztansig(cx)

1 -1 .
3. Sea f = =(1+e™) ,ent f =cf 1-f

ea f,(x) e (+e ) entonces f'(x)=cf, (x)(1- f,(x))
Demostracion
1‘C'(x):—1-(1+e*°x)72-—ce’“:ce’CX (1+e’cx)72: € 1 & .

(1+ e )2 l+e™ l+e™

c — J 1=
1+ 1+ 1+e® |1+ 1+e™ 1+e 1+e

1 _(1—1+9‘°X):C 1 '(1+e—°x 1 J:C 1 (1 1 j:

= cf, (X)(l_ f (X))
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CX —CX

. Sea fc(x):tanh(cx):e

t f(x)=c(1-f?
o entonces (x) c( c(x))

—cx !
Demostracion

C(ecx+e—cx)(ecx+e—cx)_c(ecx_e—cx)(ecx_e—cx) C(eZCx+2+e—2cx_62cx+2_e—2cx)
fc'(X)z 2 = =

(ecx +e ™ ) (ecx L™ )2

4C 4C 4 eZcx+e—2cx+2_4
=—2=C—C+—2=C—C 1——2 =C—-C > =
(ecx+e—cx) (ecx+e—cx) (ecx+e—cx) (ecx+e—cx)

eCX + e*CX

2¢cx -2cx o4 —ox )2
= CC[M] =c —c[iJ = c—ctanh? (cx) = ¢(1-tanh® (cx))
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Apendice 2 Conceptos de la Teoria de probabilidades

En este Apéndice se presentan aquellos conceptos de la Teoria de Probabilidades que se
han considerado necesarios para seguir los desarrollos del Proyecto. En su elaboracion
se ha trabajado fundamentalmente con el texto [48], y si se ha acudido a otra fuente se
ha indicado expresamente.

Definicibn 1 o — algebra

Sea un conjunto Q y una clase A< P(Q), con P(Q) el conjunto de partes de Q.
Se dice que A tiene estructura de o — algebra si y s6lo si se cumple:

1. Qe A (Q sedenomina suceso total)

2. VAcA setiene Ac A (en consecuencia, 3=Q¢c A)

3. V{A}cA setiene OAh eA

n=1

Definicion 2  Espacio probabilizable

Sea Q un conjuntoy AeP(Q), tal que A o —algebra. Se dice que el par {Q, A}
es un espacio probabilizable.

Definicion 3  Espacio probabilistico

Sea {Q,A} un espacio probabilizable y p: A——R una funcién de conjunto que
cumple:

1. VAeA p(A)=0

2. p(Q)=1

3. V{AJcAtalque AnA =0 Vi j,secumple p(Dﬁ]:ip(ﬁ)

n=1 n=1

A la funcion p se le denomina probabilidad y a la terna {Q,A, p} espacio

probabilistico, o espacio de probabilidad. QQ y A son el espacio muestral y el
espacio de sucesos, respectivamente, de dicho espacio probabilistico. A los
elementos de A se les denomina sucesos.
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Definicion 4 Probabilidad condicionada

Sea {Q,A,p} espacio probabilistico yAe A tal que p(A)>0. Se denomina
probabilidad condicionada del suceso B € A respecto al suceso Ae A,y se escribe
p(B|A) a

p(B|A)=%

Definicion 5 Sucesos independientes

Sea {Q,A, p} espacio probabilistico y A,Be A dos sucesos. Se dice que ambos
sucesos son independientes si y sélo si p(AnB)=p(A)-p(B), de lo contrario, se
dice que son dependientes. En virtud de la definicién 4, si p(A),p(B)>0, , la
condicion de independencia se puede expresar p(A|B)=p(A), o igualmente

p(B|A)=p(B). Nota: no se debe confundir el concepto de independencia con el
de exclusion. Dos sucesos son excluyentes si su interseccion es el suceso nulo.
Obviamente, si dos sucesos A y B son excluyentes y cumplen p(A)=0, p(B)=0,

entonces son dependientes, pues p(A)-p(B)=0y p(AnB)=0

Definicién 6 Sucesos mutuamente independientes

Sea {Q, A, p} espacio probabilisticoy {A} _ < A una familia de sucesos. Se dice

que {A}iel forma una familia de sucesos mutuamente independientes (es comun

referirse a ellos simplemente como independientes) si para todo {i,...,i,} =1 n>2
se satisface

(08 )-11e18)

La independencia mutua implica la independencia dos a dos, pero no viceversa (ambos
conceptos coinciden si i <2). Se puede ver con un ejemplo [97]:

Se tiene un tetraedro con una cara roja, una cara negra, una cara blanca y la cuarta cara
pintada con los tres colores. La probabilidad de que al lanzarlo sobre una mesa se
obtenga cualquiera de las caras es 1/4. El experimento aleatorio consiste en lanzar el

tetraedro y ver qué color tiene la cara en la que ha caido. El espacio muestral es
Q={C;,C,,C;,C;}, donde C,, C,, C, y C; representan cara roja, negra, blanca y
tricolor, respectivamente, y se definen los sucesos

R = {el tetrahedro se apoya en una cara con color rojo} = {C,C; }
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N = {el tetrahedro se apoya en una cara con color negro} ={C,,,C; }
B = {el tetrahedro se apoya en una cara con color blanco} ={C;,C; }

Entonces, p(RNN)=p({C;})=¥4=p(R)-p(N). Lo mismo para p(RNB) vy
p(NmB). Por lo tanto, se cumple la independencia dos a dos. Sin embargo,
pP(RANNB)=p({C;})=1/4=1/8=p(R)-p(N)-p(B), luego no hay independencia
mutua.

Definicién 7 Clases de sucesos mutuamente independientes

Sea {Q, A, p} espacio probabilistico y {C,}.  una familia de clases de sucesos, es

iel
decir, C,c A Viel. Se dice que las clases C, Viel son mutuamente

independientes (nos referiremos a ellos simplemente como independientes) si y sélo
si para todo subconjunto finito de | {il,...,in} c | n>1y para toda posible eleccion

desucesos A €C; je{l..,n} secumple:

{ONRIERY

Proposicion 1  Teorema del producto

Sea {Q, A, p} espacio probabilistico. Si A,Be A\ p(A)>0, p(B)>0 se tiene:

P(ANB)=p(A)-P(BIA)=p(B)-p(AlB)
Demostracion: es obvia a partir de la Definicion 4.
Proposicion 2 Teorema de la probabilidad total
Sea {Q, A, p} espacio probabilistico, S ={A } = A un sistema completo de sucesos
(es decir, ANA =T Viz],y OA1 =Q), p(A) conocida VA €S y BeA
tal que p(B|A,) conocida VA, € Sn:1 Entonces se cumple:

o0

p(B)=> p(BIA)P(A)

n=1
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Proposicion 3 Teorema de Bayes

Sea {Q, A, p} espacio probabilistico, {A } = A un sistema completo de sucesos tal
que p(A,)>0 VneN, BeA\ p(B)>0y las probabilidades p(B|A,) YneN
son conocidas. Entonces:

wp(BlAq) ( )
> p(BIA)P(A)

k=

p(AB)= vneN

N

A las probabilidades p(A]) y p(A, |B) se les denomina probabilidades a priori y

posteriori, respectivamente. A las probabilidades p(B|A1) se les llama
verosimilitudes.

Proposicion 4

Sea {Q, A, p} espacio probabilistico, Ae A\ p(A)>0. Entonces, {Q,A, p(-| A)}
es un espacio probabilistico. Se demuestra que A, :AmAé{Am B, VBe A} es
un o—algebrade Ay p, = p(-| A) es una probabilidad sobre A, . Por lo tanto, si

p(A)>0, entonces {A A,, p,} esun espacio probabilistico

Las probabilidades condicionadas tienen utilidad en experimentos aleatorios
“dinamicos”, es decir, realizados en varias fases, en cada una de las cuales, mediante el
teorema de Bayes, se incorpora nueva informacion relativa al fendmeno en estudio.

Un ejemplo simple puede servir para clarificar la forma en que el teorema de Bayes
permite actualizar la informacién de un experimento aleatorio: supdnganse tres urnas,
denominadas I, 11 y 111, que contienen dos tipos de bolas, blancas y rojas. La urna | tiene
tres bolas blancas y dos rojas, la urna Il tiene cuatro blancas y dos rojas y la Il tiene tres
bolas rojas. El experimento aleatorio consiste en extraer a ciegas una bola de alguna de
las urnas y decir a cual pertenece. A este experimento le asociamos un espacio muestral

Q = conjunto de bolas y un conjunto de sucesos U ={U,,U, U}, siendo U, el

conjunto de bolas de la urna i. Obviamente, U es un conjunto de sucesos completo, pues
esta formado por conjuntos disjuntos dos a dos y su unién es el suceso total.

Comencemos el experimento extrayendo una bola de alguna de las urnas sin tener en

cuenta su color. Al carecer de la suficiente informacién para hacer una asignacion de
probabilidades a los sucesos U,, se emplea el Principio de la Razon Insuficiente, es

decir:

p(ui):% ie{l,10,1m)
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A continuacion, la bola se devuelve a la urna y se repite el experimento, pero en este
caso se observa el color de la bola extraida: es blanca. Se consideran dos nuevos
sucesos: B=conjunto de bolas blancas y R=conjunto de bolas rojas. La bola que se
extrae es blanca, por lo tanto, se ha cumplido el suceso B. Esta informacién se utiliza
para actualizar el valor de las probabilidades de U, mediante el teorema de Bayes; las

probabilidades de la fase anterior del experimento son las probabilidades a priori, y las
nuevas probabilidades son las probabilidades a posteriori:

b(U,1B)- p(BIU)p(U,) _ 3/5-1/3 _ Y5 15 9
| S p(BIU,)p(U,) 3/5-13+4/6-1/3+0-13 1/5+2/9 19/45 19
ie{l, 1,0}
(U |B)— p(B|U”)p(U”) _ 4/6-1/3 29 29 _E
P = S B 10 p(U)) 3503+ 4/6U3+0U3 15+2/9 19/45 19
iefl,11,1}
p(U,“|B)= p(Blum)p(Um) _—

> p(BIU,)p(U;) 1019

{111,111}

Las probabilidades condicionadas constituyen una parte fundamental de la Ilamada
estadistica bayesiana, que se basa en:

1. Las probabilidades de los modelos probabilisticos son probabilidades
condicionadas Como se ve en la Proposicion 4, el espacio probabilistico
condicionado es un verdadero espacio probabilistico y, por lo tanto, es
consistente con los axiomas de Kolmogoroff.

2. Las probabilidades reflejan informacién que puede ser objetiva (frecuencias) o
no (grado de creencia). Mediante un proceso iterativo, basado en el teorema de
Bayes, y partiendo de modelos probabilisticos poco informativos, se llega a
modelos probabilisticos que reflejan de forma maés fiel el comportamiento del
fenémeno.

La principal diferencia entre la estadistica clasica y la bayesiana es su interpretacion de
la probabilidad: frecuentista en la estadistica clasica, y subjetiva en la bayesiana. Para la
estadistica clasica la probabilidad es un concepto objetivo, resultado de la observacién
de la naturaleza, de aqui la importancia que da al muestreo, del que extrae la
informacion con que calcula las probabilidades. Por contra, en la estadistica bayesiana
la probabilidad es subjetiva, depende del observador, es una medida personal de la
creencia en la ocurrencia de una afirmacién dada cierta evidencia acerca de ésta. Las
probabilidades bayesianas son siempre probabilidades condicionadas, pues sélo tienen
sentido en el marco de unos supuestos previos [9].

Las diferencias en el concepto de probabilidad que tienen ambas escuelas estadisticas
muestra su reflejo en la forma en la que conciben la inferencia. En la inferencia clasica
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el modelo probabilistico (es decir, la familia de funciones de distribucién que modelan
el fendmeno aleatorio) es conocido y la incognita es el pardmetro(s) determinista del
que depende dicho modelo, que se obtiene, por ejemplo, por el Método de Méxima
Verosimilitud. En la inferencia bayesiana se parte de un modelo probabilistico a priori
con unos parametros no deterministas (es decir, a los que se asocia una funcion de
distribucion) y, a medida que se incorpora nueva informacion a través de experimentos
aleatorios sucesivos, se refina el modelo del fendmeno. Es necesario sefialar que la
inferencia bayesiana s6lo resulta verdaderamente util cuando sus resultados son
insensibles a la eleccion de las probabilidades a priori.

Ahora, veamos brevemente el concepto de variable aleatoria real (continua y discreta).

Definicion 8 Variable aleatoria real

Sea {Q, A, p} espacio probabilistico, (R,B) el espacio probabilizable formado por
la recta real y el o —algebra de los conjuntos de Borel B =B(R) (B esta formado
por todos los conjuntos de la forma (a,b), [a,b], [a,b), (a,b], (—»,b), (—o0,b],
(a,+), [a,+x), {a} y sus uniones, siendo a,beR) yX:Q——>R una

aplicacion entre Q y R . Entonces, X es variable aleatoria si y solo si X‘l(B) €A
VB eB.

La variable aleatoria X induce en (]R,B) una probabilidad p, de la siguiente forma:
px (B)=p(X*(B))=p(A) VBeB siendo X (A)=B

Por lo tanto, (R,B, px)es un espacio probabilistico. Las variables aleatorias reales
transforman el espacio probablistico {Q,A, p} en el espacio probabilistico (R,B, px)

Definicion 9 Realizacion de una variable aleatoria

Se llama realizacién de una variable aleatoria a cualquier valor xe R \ JoeQ: x= X ()

Definicion 10 Variables aleatorias reales mutuamente independientes

Sea {Q, A, p} espacio probabilistico y {X;}., una familia de variables aleatorias

reales. ~ Se  puede  definir  la  familia  {o(X;)} ,  con
o(X;)={AcA\IBeB(R): X;(A)eB }; luego, {o(X;)} es una familia de

clases de sucesos. Entonces: {X;}.  son variables aleatorias reales mutuamente

iel
independientes (usualmente se denominan independientes) si y solo si {G(Xi )} es

iel
una familia de clases de sucesos independientes (ver Definicion 7).
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Definiciéon 11 Funcion de distribucion de R

Se denomina funcion de distribucion de R a toda aplicacion F:R——R que
cumpla:

a) F monotona no decreciente.

b) Continua por la derecha.

c) lim F (x)=0

d) limF(x)=1

X—0

Dado el espacio probabilistico (IR, B, py ), se puede demostrar que

Fo(X)= by (-0x]) WxeR

es una funcién de distribucion. Inversamente, dada una funcién de distribucion F, (x)

vx e R, se induce de forma Unica una probabilidad p, tal que (]R,B, Py ) €s espacio
probabilistico.

Definicién 12 Variables aleatorias igualmente distribuidas

Sean las variables aleatorias reales X e Y. Son identicamente distribuidas si y s6lo si
VxeX: Ay, eY \ Y(X‘l(—oo,x]):(—oo, Y] ¥ Fe(x)=F (y,). Que ambas

variables aleatorias sean igualmente distribuidas no significa que sean iguales (es
decir, X=Y), del mismo modo que pueden ser iguales y tener distribuciones distintas.

Definicion 13 Funcién de probabilidad en R

Sea X una variable aleatoria definida sobre el espacio probabilistico {Q,A, p}, y
p, la probabilidad inducida por X en (R,B). Se llama funcion de probabilidad P,
a la aplicacion P, :R——[0,1] definida por

P (x)= Py ({x})=p(X*({x}))
Definicion 14 Funcion de densidad en R

Se denomina funcion de densidad sobre R a toda funcién f:R——>R que
cumple:

1. f(x)=0 WwvxeR
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2. f esintegrable Riemann.

3. J'j: f(x)dx=1

Definicién 15 Variable aleatoria discreta en R

Sea X una variable aleatoria definida sobre el espacio probabilistico {Q,A, p} , que
tiene una funcion de probabilidad P,. Se define el conjunto
D, = {x eR\ P (x)> 0} , denominado soporte de la variable aleatoria. Entonces, X
es variable aleatoria discreta si y solosi D, #J y

Z P (X)=1

xeDy

En este caso, se cumple: F, ()= Y. Px(x')

XeDy AX<x
Definicion 16 Variable aleatoria continua en R

Sea X :(Q,A)——(RR,B) una variable aleatoria. Se dice que X es continua si y
solo si  3f, funcion de densidad en R tal que su funcion de distribucion F, se
puede expresar:

F (x):j; f, (t)dt

f, esla funcion de densidad de X.

Cuando una variable aleatoria X es continua se cumple p({a,b})zj': f, (t)dt, con
{(Y=().[ 1.C 1.[ )- En consecuencia

p({x})=p(X =x)=p({x X)) = [ f, (t)dt =0 vxe X

Los conceptos de variable aleatoria unidimensional se extienden facilmente al caso n-
dimensional.
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Definicion 17 Vector aleatorio n-dimensional 6 variable aleatoria n-dimensional

Sea {Q,A,p} espacio probabilistico. La aplicacion vectorial X =(X,,.., X,)
definida por

X:Q—> R"
o—> (X, (0),...X, (@)

es variable aleatoria n-dimensional si y sélo si X *(B)e A VBeB,, donde B, es
el o —algebra de Borel de R", que se define de forma similaraBen R.

Se demuestra que X =(X,,...,X,) es variable aleatoria n-dimensional si y sélo si las

X, ie{l,...,n} son variables aleatorias unidimensionales.

Los conceptos de funcién de distribucion y de densidad de vectores aleatorios son
simples extensiones de los correspondientes conceptos del caso unidimensional. A las

funciones de distribucion y densidad de un vector aleatorio X =(X,,..., X,) se les
denomina funciones de distribucién y densidad conjuntas de las variables aleatorias
unidimensionales X; ie{l,...n}.

Proposicion 5

Sean X,,..., X, variables aleatorias unidimensionales sobre {Q, A, p}. Entonces, la

funcion de distribucion sobre (X,,..., X, ) es:

F(xl,---,xn)=p(xlsxl,...,xnan)=1i[in(xi) V(X X, ) € BT

Definicién 18 Variable aleatoria continua

Sea el vector aleatorio X =(X,,..., X, ). Se dice que X es continuo si y sélo si
3 y,..x,) funcion de densidad en R tal que su funcion de distribucion F, .

puede expresarse:

(Xgoo

Definicion 19 Funciones de densidad marginales

Sea f,,, funcién de densidad de la variable aleatoria bidimensional continua

(X ,Y). Se llaman funciones de densidad marginales de las variables aleatorias X e
Y continuas a las funciones:
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fy R— R

x—>.f_+wf(x,v)dv
f, R— R
y—>J.jwf(u,y)du

Proposicion 6

Sean X,,.., X, variables aleatorias continuas sobre {€, A, p}, con funciones de
densidades marginales f, ,..., f, . Entonces, X,,..., X, son independientes si y solo
si

Ahora veamos el concepto de funcion de distribucion de la variable aleatoria X
condicionada por Y=y, siendo X,Y variables aleatorias continuas. Con este fin, se define

en el vector aleatorio bidimensional (X ,Y) la expresion:

p(x’Y){X <X, y-e<Y<y+eg}
p{Ye(y-cy+e))

P{X <x|y—e<Y<y+e}=
con ¢ e R™, que esta bien definida porque el denominador es una probabilidad evaluada
en un intervalo y no en un punto. A partir de esta expresion se define:

Definicién 20 Funcién de distribucion de la variable aleatoria X condicionada por
Y=y (ambas variables aleatorias continuas)

Se denomina funcion de distribucion de la variable aleatoria X condicionada por
Y=y a

lim p{X <x|y—e<Y <y+¢}

e—0"

cuando tal limite exista. En ese caso constituye una funcion de distribucion en R y
se representa por F,, (x|y).
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Definicién 21  Funcion de densidad de la variable aleatoria X condicionada por Y=y
(ambas variables aleatorias continuas)

Se denomina funcién de densidad de la variable aleatoria X condicionada por Y=y,
y se representa por f, (x| y), a una funcién no negativa tal que:

F(x] y)zj‘; foy (tly)dt  VxeR
Proposicion 7

Sea la variable aleatoria bidimensional continua (X,Y) con funciéon de densidad
f

funcién de densidad condicional de la variable aleatoria X condicionada por Y=y
existe y se expresa asi:

(xy)+ ENtonces, V(x y)eR? en el que fxv) ¥ fy son continuas, y f, >0, la

leY (Xl Y):

es decir, f(X]Y)(x, y)=fuy (XIy)-f, (y).

Lo mismo para f,, .

Si se cumplen las condiciones de la Proposicion 7, y teniendo en cuenta la Proposicion
6, es inmediato demostrar que dos variables aleatorias unidimensionales continuas X e
Y son independientes si y s6lo si

fuy (XIy)=fi (x) VyeY
o0 igualmente si y solo si

fox (Y1X)=1,(y) V¥xeX
Por ultimo se resumen los conceptos asociados al Método de méaxima verosimilitud,
usado por la escuela estadistica clasica para estimar el valor del pardmetro(s) de un
modelo probabilistico asociado a un fendmeno. La esencia del método consiste en dar
como estimacion del parametro(s) del modelo, de entre todos los posibles, aquel que

maximice la probabilidad de la muestra observada. El enunciado del método requiere
unas definiciones previas [49], [29].

135



Definicion 22 Muestra aleatoria

Sea una variable aleatoria X. Se denomina muestra aleatoria de X a una variable
aleatoria n-dimensional (X,,..., X,) tal que X,=X Vie{l..,n}. La funcién de

distribucién de (X,,..., X, ) depende de la técnica concreta de muestreo.

Definicion 23 Muestra aleatoria simple

Sea una variable aleatoria X ~ F, . Se denomina muestra aleatoria simple de X a un
vector aleatorio n-dimensional ( X,,..., X, ) tal que:

a) X;=XyF, =F Vie{l..,n}.

b) Las variables X, son mutuamente independientes, luego

Definicién 24 Estadistico muestral [49]

Un estadistico muestral de la muestra (X,,..., X, ) de una variable aleatoria X es
una funcion

T:((Xg0m X, ), B")— (R, BY)

medible Lebesgue en las o — algebras B" y B*. k es la dimension del estadistico. El
estadistico muestral constituye un vector aleatorio k-dimensional. También se le
suele denominar estadistico puntual.

Definicion 25 Verosimilitud de una muestra de una variable aleatoria [49]

Es un caso particular de estimador muestral, en el que T es la funcion de
probabilidad (si X es discreta) o de densidad (si X es continua) de la muestra

(X,,... X,). Se representa por L(X,,...,X,). Si la muestra es aleatoria simple, se
cumple:

Definicién 26 Estimacion de un estimador [49]

Se denomina estimacién de un estimador muestral T a una realizacién de
T(X,,... X,), es decir, a un valor T(X,...,X,), siendo (x,,... x,) una realizacion

ey A

del vector aleatorio (X,,..., X, ).
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Definicién 27 Funcion de verosimilitud de una muestra aleatoria simple de una
variable aleatoria [49]

Sea (X,,... Xn) una muestra de una variable aleatoria X, que vamos a suponer que

es continua y cuya funcién de densidad depende del pardmetro poblacional 8 (si es
discreta se hace igual). Ademas, supongamos que la muestra es aleatoria simple. Si

(X,,...X,) €s una realizacién muestral, se obtiene una estimacion de L:

L(x1 xn;é) es una funcion de @ que se denomina funcién de verosimilitud de la
muestra. Notemos que es posible obtener tantas funciones de verosimilitud como
realizaciones muestrales (X,,..., X, ).
Definicion 28 Estimacion méximo verosimil [29]
Sea L(xl,...,xn;é) una funcion de verosimilitud de la muestra aleatoria simple
(X,,...,X,) de una variable aleatoria X que tiene un parametro poblacional . La

estimacién maximo verosimil del parametro & es el valor 8 que cumple

[1° (xi;5)=max{1:[ f(%:0) }

é

n
Por sencillez, H f (xi ; 6) se sustituye por la funcién

Iog(ljf(xi;é)j:ilog

i=l

%(glog(f (xi;é))j:O je{l..,m}

siendo m la dimensién del paréametro 6. El valor @ calculado es efectivamente un

maximo si cumple
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Apeéendice 3. Conceptos de la teoria de la informacion

La bibliografia consultada para elaborar este Apéndice ha sido fundamentalmente [14];
en aquellos casos en que no haya sido asi, se ha indicado expresamente la fuente
correspondiente.

La Teoria de la Informacion es una disciplina matematica surgida a mitad del siglo XX
en el &mbito de la teoria de las comunicaciones para dar respuesta a problemas del tipo:
¢cOmo enviar un mensaje por un canal ruidoso, es decir, un canal que distorsiona el
mensaje, de manera que la distorsion haya sido minima al concluir la transmision? En la
actualidad, existen dos enfoques de esta teoria: clasico o probabilistico, cuyo concepto
clave es la entropia de Shannon, y algoritmico, basado en la complejidad de
Kolmogorov. En este trabajo s6lo usaremos conceptos pertenecientes al primer enfoque.

Para la teoria de la informacion, un mensaje es un conjunto de simbolos pertenecientes a
un alfabeto. EI mensaje es emitido por una fuente, viaja por un canal, y es recogido por
un receptor. Al emisor se le asocia un espacio probabilistico (el espacio muestral es el
alfabeto) cuya ley de probabilidades no varia con el tiempo (es decir, el emisor
constituye una cadena de Markov ergddica [136]). La informacion de los mensajes
caracteriza la incertidumbre asociada a su formacion: un mensaje es mas informativo
cuanto menor es la probabilidad de su creacién, y viceversa. Como se puede ver, los
conceptos esenciales de la teoria de la informacion clésica, si se desvinculan de su
ambito de nacimiento, quedan como simples conceptos pertenecientes a la teoria de las
probabilidades.

Definiciéon 1 Informacion

La informacion asociada a un espacio probabilistico (€, A, p) es una funcion:

I:-A— SR

a——1(a)=—Klog, (p(@)

donde K, b son constantes positivas. b es la base del logaritmo.

Una funcion informacion cumple tres propiedades: sean dos sucesos a,b e A
1. 1(a)=0

2. Si p(a)<p(b), entonces I(a)>1(b). De aqui se deduce que
I(anb)>1(a)y I(anb)=1(b).

3. Sia,b independientes, entonces | (anb)=1(a)+1(b)

Se demuestra que las Unicas funciones que cumplen las propiedades 1., 2. y 3. son las
que tienen la expresion (I). Ha de notarse que (1) establece una relacion inversa entre
probabilidad e informacion de los sucesos: a mayor probabilidad, menor informacion, y
viceversa.
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Segun (1), la probabilidad p correspondiente a un valor 1 de informacion depende de los
valores K 'y b. En lo que sigue se va a considerar siempre K=1:

I(a)=~log, (p(a))

Si se escoge b =2, un valor 1 de informacion corresponde a p=1/2; en este caso, a la
unidad de informacion se le denomina bit; si b=3, la unidad de informacion
corresponde a p =1/3, y se denomina trit, etc. El valor de b se escoge en funcién del

espacio probabilistico asociado al fendmeno; por ejemplo, en teoria de las
comunicaciones digitales, la unidad de informacidén mas usual es el bit, ya que el emisor
de los mensajes se modela por una variable aleatoria con dos valores posibles
equiprobables. Por simplicidad, en el resto de este Apéndice no se va a hacer mencién
explicita de b, dado que su valor no influye en el desarrollo de la teoria.

Definicién 2 Entropia de Shannon

Sea X ~p, la variable aleatoria discreta X ={x,X,,...x,} con funcién de

probabilidad p, . Se define la entropia de Shannon como el promedio del contenido
de informacion de X:

H,, (X)=E(1(x))=-3; p,log(p

Se toma el convenio 0-log(0)=0.

Notemos que la entropia de Shannon depende tanto de X como de p,, lo cual se pone
de manifiesto en la notacion. Normalmente, cuando esta claro cual es p, , al denotar la
entropia se prescinde del subindice, quedando H (X ) Asi haremos a partir de ahora.

Por ejemplo, la entropia de la variable aleatoria discreta uniforme es:

H(X):—il-log(l):i%-log( =-log(n 21 log(n

L n =1

La entropia también se puede definir para variables aleatorias continuas. En este caso se
denomina entropia continua o diferencial.

Definicion 3 Entropia diferencial

Sea X ~ f, lavariable aleatoria continua X con funcion de densidad f, . Se define

la entropia continua o diferencial como el promedio del contenido de informacion de
X:

100, 51, (e o] 25 |
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La entropia diferencial no es una simple extension de la entropia de Shannon, pues no
cumple algunas de sus propiedades. Asi, aunque la entropia de Shannon siempre es
mayor o igual que cero, la entropia diferencial puede ser menor que cero; por ejemplo:

si X ~U[0,1/2], entonces f, (x)=2 y su entropia es

H(X)=~]. 2-log(2)dx=~log(2) <0

La entropia de Shannon presenta la siguiente propiedad importante:
Proposicion 1

Sea X ={Xx,,...,X,} una variable aleatoria discreta. Se cumple:
0<H(X)<log(n)
Ademas, H(X)=0 siysolosi Jje{L...nj\ p(x;)=1

Este resultado afirma que la entropia de Shannon es nula en modelos deterministas y
maxima cuando la distribucion es uniforme. En otras palabras, una variable aleatoria
discreta tiene mas entropia cuanto mas repartida esté la probabilidad entre sus
elementos. Por lo tanto, la entropia de Shannon es una medida del grado de
equidistribucion de la probabilidad entre los puntos de una variable aleatoria.

En el caso de la entropia diferencial, la poblacién normal desempefia el mismo papel
que la poblacion uniforme en la entropia de Shannon:

Proposicion 2
Si X es una variable aleatoria continua se cumple

H(X)S Hy

siendo HNzlog(m/Zﬂe) la entropia diferencial de la distribucion normal

N (u,0). Laigualdad se cumple tnicamente si X ~ N (x,0).

Es importante notar que la entropia de N (,u, o) no depende de la media 4. La razon es

simple: la entropia mide la “concentracion” de probabilidad, que sélo depende de la
desviacion tipica o ; la media u sélo sirve para trasladar la funcién de densidad a lo

largo del eje de abscisas.
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La entropia de Shannon permite asignar probabilidades a variables aleatorias discretas
cuando no se dispone de toda la informacion estadistica necesaria. Para ello se usa el
siguiente principio:

Principio de méaxima entropia

A una variable aleatoria discreta X con una funcion de probabilidad desconocida,
siempre se le asignaran aquellas probabilidades que maximicen la entropia

H (X) dadas unas ciertas restricciones que se obtienen del conocimiento que se
posee de la variable aleatoria.

Por ejemplo, sea X una variable aleatoria con rango {X,,... X,} ¥ Py ={P..... B,} Su
funcion de probabilidad, de la cual se conoce la media E(X)=E pero no sus valores

p; . El principio de maxima entropia afirma que los valores p. deberian ser tales que se
cumpla el siguiente problema de extremos condicionados:

max H (X)
sujeto a las restricciones

Z p =1
i=1

Zn:Xi P = E
i=1

Se demuestra que la solucion es una funcion de probabilidad de la forma:

donde

Z(u)= Zn:e"xi (funcién de particion)

i=1
L Se obtiene resolviendo numéricamente la ecuacién

Zn: x.e"
i=1 —

=E

ieﬂxi

i=1

A la funcion de probabilidad solucion se le denomina funcion de distribucion de Gibbs.
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n
Si la Unica restriccion es z p, =1, la solucion es la poblacion uniforme
i=1

gue es la misma funcion de probabilidad que postula el Principio de Simetria o de la
Razén Insuficiente. Por lo tanto, el Principio de Maxima Entropia puede considerarse
una generalizacién del principio de simetria.

Definicion 4 Funciones de probabilidad informativas

Sea una variable aleatoria X discreta y dos funciones de probabilidad P, y P, de X.
Se dice que P, es mas informativa que P, si

He, (X) < Hg, (X)
Por lo tanto, cuanto mas informativa es la funcion de probabilidad que modela un
fendmeno, menos incertidumbre hay respecto a sus resultados; es decir, mejor se conoce

el fendbmeno.

A continuacion, se definen una serie de extensiones del concepto de entropia que
involucran dos variables aleatorias:

Definicion 5 Entropia conjunta
Sean X e Y dos variables aleatorias discretas y (X,Y) la variable aleatoria

bidimensional discreta producto cartesiano de ambas. Se define la entropia conjunta
de X e'Y como

H(X,Y)=—injk log(py.)

m
j=1 k=1

Se  cumple H(X,Y)=H(Y,X). Ademas, se  puede  demostrar
H(X,Y)<H(X)+H(Y),conigualdad si y sélo si X e Y independientes.
Definicion 6 Entropia de Y condicionadaa X = x;

Denominemos p; (k)= p(Y =y, | X =x). La entropia de Y condicionada a X se
define:

Hi(y):_g pi (k)log(p; (k))
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A partir de los valores H;(Y) se puede construir la variable aleatoria discreta H.(Y)
conrango {H,(Y),...H,(Y)} y funcién de probabilidad {p,...., p, }.

Definicién 7 Entropia de Y condicionada por X

Se denomina entropia de Y condicionada por X al valor, denotado H, (Y) , definido
por la expresion

H, (Y) también recibe el nombre de equivocacion.

H,(Y) mide la incertidumbre de la variable aleatoria Y, cuando se conoce el valor
X =x; Hy (Y) es una medida de la incertidumbre de Y si no se conoce el valor de X.

Proposicion 3
Se demuestra que:

1. =3 p; log(p;(k)) (comparar con la definicion H (X,Y)
j=1 k=1
para ver la diferencia)

2. H(X,Y):H(X)JrHX(Y) H(X,Y):H(Y)JrHY(X)
3. XeY independientessiy sélosi H(X,Y)=H(X)+H(Y)

4. Hy(X)<SH(X)  Hy(Y)SH(Y) (la igualdad si y sélo si X e Y
independientes)

El punto 2. establece que H, (Y) mide el contenido de informacion de Y que no

esta contenido en X. lgualmente, H, (X) mide el contenido de informacion de X
que no esté contenido en Y.

Definicion 8 Informacion mutuade Xe Y

Se denomina informacién mutua de las variables aleatorias discretas X e Y, y se
denota I (X,Y), a la cantidad

(X,Y)=H(Y)=H,(Y)
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Proposicion 4
La informacion mutua de dos variables aleatorias discretas X e Y cumple:

n

1. I(X,Y):sz: Dy Iog[ P J

=1 k=1 P; Py

(Nota: se toma el convenio 0-log(0/q)=0,y p-log(p/0)=cx)
2. 1(X,Y)=1(Y,X)
3. SiXeY independientes, I (X,Y)=0

Por dltimo, se va a definir una “medida” de la diferencia entre dos funciones de
probabilidad asociadas a la misma variable aleatoria, relacionada con el concepto de
entropia.

Definicion 9 Distancia de Kullback-Leibler [31]

Dadas dos funciones de probabilidad P, y Q, asociadas a la misma variable
aleatoria discreta X, se define la distancia de Kullback-Leibler, denotada por
D, (P,Q), por la expresién:

D, . (P,Q) verifica:
1. D, (P,Q)>0
2. D (P,Q)=0 siysolosi P=Q

D, , determina la diferencia entre las funciones de probabilidad P y Q, pero no es una
verdadera medida, puesto que no cumple la propiedad de simetria: en general,

D, (P,Q)=D,_ (Q.P).
Proposicion 5 [31]

Sea (X,Y) variable aleatoria bidimensional discreta, con una funcion de

probabilidad T = {tij; ie{l..,nl,jell.., m}} . A partir de ella se define la funcién
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D (T,PQ) ZZtU Iog[ ,]

i1 j
cumple

1(X,Y)=D,(T,PQ)
La demostracion es inmediata a partir de la proposicion 4.1.

Si X es variable aleatoria continua, también se puede definir la distancia de Kullback-
Leibler haciendo uso de las funciones de densidad:

Dka(fvg):J‘X f(X)Iog(

—
—_~
>
~
N—
o
>

donde f,g funciones de densidad de X.
Definicién 10 Entropia cruzada

Dadas dos funciones de probabilidad P y Q de la misma variable aleatoria discreta
X, se define la entropia cruzada como

HC(P'Q)= H (P)+DK—L(P'Q)

donde H(P)=H,(X) denota la entropia de la variable aleatoria X usando la
funcién de probabilidad P.

Se demuestra:

<(P.Q)= Z log Q. (1)

El concepto también se puede extender a variables aleatorias continuas:

Hc(f,g):—jX f (x)log g (x)dx
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Apendice 4. El calculo de Wirtinger [11]
Sea

g: C — C
z —— u(z)+iv(z)

una funcion compleja de variable compleja, y supongamos que esta funcion se puede
expresar, a su vez, en la forma

9(z)= f(z,z*)
con z~ el complejo conjugado de z.

Se definen

0z
af*él ﬂ_ﬂg 2)
oz 2\ox oy

donde las derivadas of /ox, of /oy significan:

of ou .ov
—_— =t | —
OX OX OX
of ou .ov
_— =t —
oy oy oy

Las derivadas of /oz y of /az* se pueden calcular siempre, con independencia de la
holomorfia o no de f; de ahi su interés.

Si f es holomorfa, cumple las condiciones de Cauchy-Riemann:

luego, teniendo en cuenta (2)

Esto significa las funciones holomorfas no dependen de z”.
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El concepto de derivada de Wirtinger se puede considerar una ampliacién del concepto
de derivada compleja tradicional. Las derivadas de Wirtinger satisfacen todas las reglas
del andlisis complejo (regla de la conjugacién, de la cadena, del diferencial, etc), dando

lugar al célculo de Wirtinger.
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Apéndice 5. Longitud de arco de curva invariante a
afinidades

En este Apéndice™ se deduce la expresion de la longitud de arco de curva (plana) afin
invariante a partir del concepto de frame movil. Un frame es simplemente un conjunto

de vectores {a,,...,a,} expresados en forma de matrices columna. El concepto de frame

es una herramienta muy til para calcular los invariantes de curvas en distintas
geometrias, entendiendo geometria en el sentido de Klein (conjunto de invariantes a
grupos de transformacién).

En general, una afinidad tiene la expresion matricial x'=Mx+T, con [M|=0 (|

denota determinante). En la discusion que sigue se va a suponer que la afinidad que se
aplica a la curva cumple:

e Conserva éreas, es decir, [M||=1 o lo que es lo mismo M eSL,(R). Mas
adelante se vera la razén de esta suposicion.

e No genera traslaciones, es decir, T =0. Esta restriccion evita la necesidad de
tener en cuenta en los célculos el efecto de la traslacion, toda vez que este efecto
siempre se puede soslayar tomando como origen del sistema coordenado el
centroide de la curva.

Sea una curva plana x(t)=x(t)e +Xx,(t)e,, con t una parametrizacion y e,, e, dos

vectores de R”. Se definen dos tipos de frames asociados a la curva, fijos y moviles,
segun dependan del parametro de la curva o no, respectivamente. {el,ez} es un frame

fijo, y {a,(t).a,(t)} uno movil; los vectores de ambos se relacionan por el sistema:

a1(t) =ay, (t)e1+a12 (t)ez}
a,(t)=a,(t)e +a,(t)e,

o0 lo que es lo mismo

{a.(t),a (1) = A(t){eu e}

siendo

16 a Bibliografia consultada para elaborar este Apéndice es [54]
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a'21 a22

A(t)= [a“ a“} Matriz asociada al frame mévil

Se supone que ||A|=0 y A(t) es diferenciable (es decir, cada una de sus componentes

es diferenciable). Notar que la expresion de A(t) depende tanto del pardmetro t como
indirectamente del frame fijo.

En la figura se representan ambos frames:

AXxs

EZJ .1

Figura A.1. El frame movil y el frame fijo de una curva.

En general, si se aplica una transformacion afin caracterizada por la matriz M, {e,e,}
y su transformado {e',,e’,} se relacionan mediante:

{e,e,}=M"{e" e}

El frame movil expresado en el nuevo frame fijo es:

{a(t).a(t) = A(t){e. e} = A(t)M {e' e’}

luego, la nueva matriz asociada al frame mavil es

de la cual diremos que es la transformada por M de la matriz A(t).
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A la matriz del frame movil A(t) se le asocia la matriz de Cartan C(A)(t). En general,
las matrices de Cartan se definen de la siguiente forma:

Sea G un grupo de matrices cuadradas diferenciables no singulares. Se denomina
matriz de Cartan de la matriz A(t)eG a la matriz

dA(t
dt

c(a)(1) =AY agry?
donde dA(t)/dt =[ da; (t)/dt .

Las matrices de Cartan tienen cuatro propiedades importantes: sean A(t), B(t), MeG

(M es matriz constante), con G un grupo de matrices cuadradas diferenciables no
singulares, entonces:

1. C(AB)(t)=C(A)(t)+A(t)B(t)A(t)"
2. Si G=SL,, C(A)(t) tiene nulos los elementos de la diagonal.

3. Si G=0,, C(A)(t) =—C(A)(t), es decir, C(A)(t) es antisimétrica.

Empleando el concepto de matriz de Cartan de una curva se puede demostrar la
siguiente proposicion:

Proposicion

Sea M G, con un G un grupo de matrices invertibles, y sean A(c) y A'(o)

las matrices asociadas a un frame movil y su transformada por M,
respectivamente; se cumple:

si A(c)eG, entonces o es invariante de G

Demostracion: si A(c)eG, entonces A'(c)=A(c)M ™ eG pues, por ser G un
grupo, es cerrado al producto. En consecuencia, aplicando la propiedad 5. de las
matrices de Cartan, se cumple C(A")(o)=C(A)(o) y el pardmetro o resulta ser

invariante del grupo de transformaciones G.
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Apliquemos lo anterior para obtener la expresion de la longitud de arco de curva afin-
invariante de una curva paramétrica x(a). El grupo de transformacion asociado a las

afinidades M que conservan areas es G :SLZ(R); busquemos, entonces, una matriz
A(o)eSL, (R).

Elegir la matriz A(c) es lo mismo que elegir el frame mévil {ai(a),a2 (a)}, lo cual a
su vez es lo mismo que elegir el parametro o ; entonces, se escoge o tal que:

x(o)
[%(e), %(o)|?

3(o)=

con

[%(). ()] =

que suponemos es distinto de cero.

Por lo tanto
[ %(o) . % (o) }/'
Ao} = [%(e).%(a) > [x(0).2(c)
% (o) % (o)
(o) x(@)* (o). x(o)* |
que cumple
A= ——— k(o). k(o) -1

(). 2(o)*)

luego, A(o)eSL,(R), y es la matriz buscada. Asi pues, por la Proposicion, o es
invariante al grupo de transformacion G =SL,(R), es decir, es independiente de

cualquier transformacién afin (que conserve areas) aplicada a la curva. En definitiva, o
es la longitud de arco afin invariante.
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Para integrar o es necesario trabajar con la matriz de Cartan de A(a) :

1k
2 [xx]

C(A@)=| ..

Los valores de la diagonal de C(A)(c)son nulos por la propiedad 2. de las matrices de
Cartan; entonces:

[xx]=0

Desarrollando ||x x|| :

% %

= (0%, = %% =[x X[

”X’X” - = XX = XX = (X1X2 + X1X2)_(X1X2 + X2X1) - (XlXZ ) _(X2X1) -

Por tanto:
5] =0
Integrando:
(o) (o) =k Ker
Se elige k =1. o se puede expresar en funcién de cualquier otro parametro t:

() (%) -(%)

dx d?x

dx d* dx d*
dt ' dt?

d()"d_a2

& do d_ZX(d_ff)
do dt 'do? \ dt

luego

x(v), )'('(U)H]/3 do

t
o=|
f

Como o depende de la derivada segunda respecto al parametro general, es un
invariante afin de segundo orden.
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Es importante recordar que en toda la discusion anterior se ha supuestoM e SL, (R) es
decir, que la afinidad conserva éreas; por lo tanto, la diagonal de C(A)(c) esnulay es
facil obtener el invariante o. Si la afinidad es general, M eGL,(R) (es decir,

M| =0) y resulta méas complicado obtener la expresion de o .
Por lo tanto, si o es la longitud de arco afin invariante se cumple:

(o) 4] -1

luego
k(o) ()]
Al) L'xa) %(0)]
’ 0 1
)|

7(o)=|%(c).%(c)| se denomina curvatura afin, y teniendo en cuenta la propiedad 5.

de las matrices de Cartan, es un invariante afin. Si y se expresa en funcion de un
parametro cualquiera t, se puede demostrar que es un invariante de cuarto grado.
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