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RESUMEN

La caracterizacion a fatiga del material y las historias de tensiones que se producen en los puntos mas solicitados del
elemento mecanico o estructural, son las principales fuentes de incertidumbre en el dimensionamiento a fatiga de
estructuras y componentes mecanicos. En este trabajo se presenta una metodologia que permite abordar el
dimensionamiento a fatiga utilizando analisis modal. A partir de las aceleraciones registradas en puntos discretos de la
estructura y de los parametros modales obtenidos mediante identificacion modal, es posible estimar las historias de
tensiones presentes en cada punto de la estructura. Finalmente, el calculo a fatiga se realiza mediante la curva S-N del
material y las tensiones estimadas mediante andlisis modal, con aplicacion de un modelo de acumulacién de dafio.

ABSTRACT

The main sources of uncertainty in fatigue design of structures and mechanical components are the fatigue material
characterization and the real stress time histories present in the most stressed points of a structure or mechanical
element. In this work, an approach allowing us to proceed to fatigue design using modal analysis is presented. The
stress histories at whichever location in the structure are estimated from the recorded accelerations and the modal
parameters obtained through modal identification. Finally, the fatigue design is carried out using S-N curves and the
stresses estimated by modal analysis when applying a fatigue damage accumulation model.

AREAS TEMATICAS PROPUESTAS: Fatiga e Interaccion con el Medio Ambiente.

PALABRAS CLAVE: Fatiga, Analisis modal

1. INTRODUCCION de forma aproximada. Por otro lado, en el célculo se
suelen utilizar modelos de cargas simplificados, que no
En el dimensionamiento a fatiga existen dos fuentes reflejan con suficiente precision las caracteristicas de
principales de incertidumbre: la caracterizacion del las cargas que realmente actian sobre la estructura
material a fatiga debido a la dispersion de los resultados (amplitud variable, naturaleza aleatoria, contenido en
experimentales y a la dificultad para extrapolar esta frecuencia, secuencia, etc.).
informacion para tensiones de amplitud variable, y la
determinacion de las tensiones reales que se aparecen en El andlisis modal es una herramienta utilizada en
cada punto de la estructura (historia de tensiones) como ingenieria mecanica y en ingenieria estructural para la
consecuencia de las cargas que actuan, gran parte de las caracterizacion dindmica, monitorizacion, etc. de las
cuales son de amplitud variable y de naturaleza estructuras, etc. En medianas y grandes estructuras se
aleatoria. utiliza principalmente el andlisis modal con excitacion
natural, conocido también como analisis modal
La fiabilidad en la caracterizacion de los materiales a operacional [2]. En este caso, la vibracion de la
fatiga se puede mejorar considerablemente optimizando estructura esta producida por las acciones ambientales u
la estrategia que se sigue en los ensayos y analizando operacionales a las que ésta esta normalmente sometida,
los resultados mediante modelos estadisticos adecuados tales como viento, oleaje del mar, trafico,
[1]. irregularidades de la carretera, etc.
En lo que se refiere a las historias tensionales, el nivel Dos aplicaciones potenciales del analisis modal son la
de incertidumbre es considerablemente alto. Por un determinacion de la historia de tensiones en cualquier
lado, las propiedades de rigidez, masa 'y punto de la estructura y también la estimacion de la
amortiguamiento de la estructura s6lo se pueden estimar carga que actua sobre la estructura.
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Las historias de tensiones se pueden estimar a partir de
los parametros modales de la estructura (frecuencias
naturales, modos de vibracién y amortiguamiento),
determinados mediante analisis modal y de los
desplazamientos de puntos discretos de la estructura [2]

[3].

Alternativamente, se puede utilizar el analisis modal
como herramienta para estimar la carga que actua sobre
la estructura para, a continuacion, calcular las tensiones
mediante un programa de analisis de estructuras [2].

Conocida la historia de tensiones en cada punto y
utilizando un modelo de fatiga, se puede evaluar el dafio
acumulado en cualquier punto de la estructura.
Adicionalmente, la evaluacién del dafio a partir de
tensiones reales permitird corregir las predicciones
realizadas en la etapa de proyecto, determinar si una
estructura que ha completado la vida estimada en
proyecto, puede continuar en servicio y también
proporcionar informacion valiosa para proyectos futuros
y para ser incluida en codigos o normas.

El analisis modal también nos proporciona una
estimacion global del grado de dafio presente en la
estructura, a través de los cambios que se producen en
las frecuencias naturales y, en menor grado, en los
indices de amortiguamiento,

2. CARACTERIZACION DE LOS
MATERIALES A FATIGA

El célculo o dimensionamiento de estructuras a fatiga
requiere conocer el comportamiento a fatiga de los
materiales de los que ésta se compone. El campo S-N o
campo de Wohler es uno de los modelos mas utilizados
para la caracterizacion de los materiales a fatiga.

En el campo S-N, se definen dos variables aleatorias
relacionadas entre si: la vida a fatiga N y el rango de
tensiones Ac. El problema consiste, pues, en encontrar
un modelo de regresion no-lineal que permita definir el
campo S-N de fatiga, y evaluar los parametros del
modelo.

Este analisis, no es sencillo debido al limitado nimero
de resultados experimentales del que se dispone
generalmente, distribuidos ademas en diversos niveles
de tension. Castillo et al., han desarrollado un modelo
estadistico [4] para el analisis de resultados de fatiga,
derivado de una ecuacion funcional y tiene en cuenta
aspectos fisicos y estadisticos (consistencia, estabilidad
y compatibilidad). De acuerdo con este modelo (figura
1), el campo S-N para un elemento sometido a carga de
amplitud constante viene definido como:

(log N—-B)(log Ac—C)= D[[— log(l—P))/A —E} (1)

donde N es la vida a fatiga medida en ciclos, Ac es el
rango de tension, P es la probabilidad de fallo; y A, B,
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C, D y E son los parametros a estimar, con el siguiente
significado:

A= Parametro de forma de la distribucion de
Weibull.

B= Valor umbral o nimero de ciclos limite.

C= Limite de endurancia.

D= Parametro de escala.

E= Parametro que fija la posicion de la curva limite,
o de probabilidad nula.

Algunos elementos estructurales, ademas de las
tensiones de amplitud variable debidas a las cargas de

A

log Ac

A
\ 4

A

C

v >
logN

Fig. 1. Campo S-N en fatiga con las curvas de

isoprobabilidad.

amplitud variable, estan también sometidos a tensiones
estaticas importantes. Por tanto, sera necesario tener en
cuenta el efecto de la tensién media en la resistencia a
fatiga.

Las tensiones medias de traccion reducen la resistencia
a fatiga, por lo que su efecto debe ser considerado en el
analisis. Diversos autores han propuesto formulas
empiricas, que permiten modificar el limite endurancia
Gg,end , obtenido para una tension media 6, =0. Las

féormulas mas conocidas son las de Goodman:

oo =1 e
Ga-end Oy
y la de Gerber:
2
%a (G"‘J -1 3)
Ga-end Ou

donde o, es el limite de endurancia modificadoy o,
es la tension de rotura a traccion.

Por otro lado, las tensiones medias de compresion
aumentan la resistencia a fatiga, pero este efecto no
suele considerarse en el andlisis.

3. ANALISIS MODAL NATURAL

El analisis modal se emplea en ingenieria mecanica y en
ingenieria estructural para determinar las caracteristicas
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dindmicas (rigidez y flexibilidad) de las estructuras,
estimar la vida de estructuras sometidas a cargas
dinamicas, monitorizar estructuras, etc.

En pequefas estructuras y en elementos y equipos
mecanicos se utiliza el analisis modal clasico. El
método consiste en aplicar a la estructura una fuerza
controlada, utilizando excitadores electrodinamicos o
hidraulicos, mesas vibrantes, martillos de impacto, etc.

En estructuras de grandes dimensiones, el analisis
modal clasico es practicamente inviable. Una alternativa
al andlisis modal clasico es el analisis modal con
excitacion natural, conocido también como analisis
modal operacional. Con este método se utilizan como
excitacion, las acciones ambientales u operacionales a
las que esta normalmente sometida la estructura (viento,
oleaje del mar, trafico, irregularidades de la carretera,
etc.). Por tanto, en la etapa de ensayo solo se miden las
respuestas de la estructura, que son las que se utilizaran
posteriormente en la etapa de identificacion [2].

En los ensayos modales operacionales las cargas deben
ser del tipo de entrada multiple, es decir, la carga debe
de actuar en tantos puntos de la estructura como sea
posible. Ademas, la precision de las medidas obtenidas
debe ser considerablemente alta.

Las principales ventajas del analisis modal operacional
consisten en que el coste de los ensayos es mucho
menor y que las respuestas que se obtienen son
representativas de las cargas reales a las que esta
sometida la estructura. Sin embargo, el principal
inconveniente del método es que la incertidumbre en la
fase de identificacion modal aumenta, debido a que no
es posible registrar la carga que provoca el movimiento
de la estructura.

Otro de los inconvenientes que presenta el analisis
modal natural u operacional es que los modos de
vibracion no pueden normalizarse a la masa, debido a
que no se registra la carga. No obstante, en los ultimos
afios se han publicado diversos métodos que permiten
determinar los factores de escala modificando el
comportamiento dinamico de la estructura, es decir,
modificando la rigidez o la masa de la estructura [5][6].

4. IDENTIFICACION MODAL

Las técnicas mas utilizadas para la identificacion modal
en analisis modal operacional son la descomposicion en
el dominio de la frecuencia y los métodos de
identificacion de subespacios estocasticos.

La matriz de densidad espectral de la respuesta,
[ny(co)] se puede descomponer en coordenadas

modales mediante:

[G yy (‘D)] =[@] [G qq (“’)] [o]", “4)
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donde [qu ((n)] es la matriz espectral de las

coordenadas modales y [®] la matriz que contiene los
modos de vibracion.

El método de descomposicion en el dominio de la
frecuencia [7] se basa en descomponer la matriz

[G vy (co)] en valores singulares para cada una de las

frecuencias del espectro, es decir:
6,y @)= [IIVT

donde [U] y [V] son los vectores singulares, que son

(6))

vectores unitarios, y [S] es una matriz diagonal que
contiene los valores singulares.

Identificando las ecuaciones (4) y (5) se deduce que los
vectores singulares son estimadores de los modos de
vibraciéon y los valores singulares son estimadores de la
matriz espectral de las coordenadas modales [G qq (co)J,

a partir de las cuales se pueden determinar las
frecuencias naturales y el amortiguamiento.

Los métodos de identificacion de subespacios
estocasticos ajustan modelos paramétricos a las
respuestas registradas en el dominio del tiempo. El
modelo dindmico en ecuaciones de espacio de estado se
puede expresar mediante:

Xt = [A]Xt Wy

6
Yt :[C]Xt +Vvy ©

donde x es el vector de estado en el instante t, [A] es
la matriz del sistema, y; es el vector de las respuestas

en el instante t y [C] es la matriz de observabilidad. La
respuesta se genera a partir de dos procesos estocasticos
W Y V¢, que representan el proceso de entrada y el
ruido en las respuestas, respectivamente.

Los parametros modales se obtienen descomponiendo la
matriz de observabilidad [C] en valores singulares y

extrayendo un subespacio que mantiene los modos de
vibracion del modelo.

5. CALCULO DE TENSIONES MEDIANTE
ANALISIS MODAL.

La metodologia para la estimacion de las tensiones a
partir de los desplazamientos [3], se puede dividir en
seis pasos:

1. El procedimiento comienza registrando las
aceleraciones yo., en puntos discretos de la

estructura. El nimero de puntos de medida, la
duracion de los registros y la posicion de los
sensores dependen de la geometria de la estructura a
estudiar.
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En el caso de pequeiias estructuras se puede utilizar
tanto analisis modal natural como el analisis modal
clasico. No obstante, en caso de utilizar este ultimo,
sera necesario registrar también la fuerza controlada
aplicada a la estructura.

2. A continuaciéon se procede a determinar los
parametros modales de la estructura (frecuencias

naturales fe,,, modos de vibracion ¢y, ¢ indices
de amortiguamiento Cey, ) mediante alguno de los

métodos de identificacion modal indicados en el
apartado anterior.

3. A partir de los modos experimentales ¢y, y de los
desplazamientos y .y, (obtenidos por integracion de

las aceleraciones), se determinan las coordenadas
modales mediante la ecuacion:

Yexp = [¢]exp “exp (7

En caso de que el nimero de grados de libertad
registrados sea igual al nimero de modos de
vibracion considerados, las coordenadas modales se
pueden obtener mediante:

@®)

En caso contrario, la ecuacion (7) se resuelve por
regresion lineal.

Qexp = [(I)]g)gp “Yexp

4. El siguiente paso consiste en calibrar un modelo de
elementos finitos (mef) de tal manera que se
minimice el error entre los modos de vibracion
numéricos y los experimentales, es decir:

Omef = [A] ¢exp )

donde [A] es una matriz de observabilidad que
contiene Ceros y unos.

5. Los desplazamientos para todos los puntos del
modelo de elementos finitos se pueden calcular
ahora mediante:

Ymef = [¢]mef “Qexp (10)

6. Finalmente, las tensiones y las deformaciones en
cualquier punto de la estructura se pueden
determinar aplicando, al modelo de elementos
finitos previamente calibrado, el campo de
desplazamientos obtenido en el paso 5.

Una vez que el modelo de elementos finitos ha sido
calibrado, la estimacion de las tensiones se puede
realizar también en tiempo real.

El proceso se muestra de forma esquematica en la figura
2.
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Registro de
aceleraciones

a

Analisis modal

a

Calculo de las
coordenadas modales

Yexp = [¢]exp “Qexp

a

Calibracion de un
modelo de elementos
finitos (MEF)

Pmef = A'¢exp

{1l

Calculo de
desplazamientos en el
modelo MEF

Ymef = [¢]mef “Qexp
U

Calculo de tensiones en
el modelo MEF

Fig 2. Estimacion de tensiones mediante
analisis modal.

6. EVALUACION DEL DANO A FATIGA

Una vez que se conoce el campo de tensiones en la
estructura, ya se pueden seleccionar los puntos en los
que se van a realizar los célculos a fatiga.

Sin embargo, muchas estructuras estdn sometidas a
cargas dinamicas y a cargas estdticas cuya amplitud
varia con el tiempo, por lo que la historia de tensiones
en cada punto de la estructura sera de amplitud variable.
Como consecuencia, el campo S-N no es suficiente para
realizar los célculos a fatiga, por lo que se suele aplicar
un modelo de acumulacién de dano para el
dimensionamiento a fatiga [1].

La regla de Palgrem-Miner, mds conocida como regla
de Miner, ha sido ampliamente utilizada para el
dimensionamiento a fatiga bajo cargas de amplitud
variable en materiales metéalicos y en hormigén.

El concepto de dafio acumulado propuesto por Miner,
mantiene que el dafio es proporcional a la fraccion de
vida para los diferentes niveles de tension. Si
realizamos n; ciclos en el nivel de tension Ag;

constante, el dafio acumulado sera, segun el criterio de
Miner:
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M=—-, (11)

donde M es el indice dafio que recibe el nombre de
nimero de Miner.

Si el ensayo de fatiga se realiza a varios niveles de
tension, la regla de Miner establece que el dafo es
proporcional, es decir

M = iﬁ (12)

donde p es el nimero de niveles de tension ensayados.
El fallo se producira cuando la suma de estos
incrementos de dafio, a los diferentes niveles de tension,
alcance la unidad.

La regla de Miner no tiene ninguna base experimental o
estadistica, es decir, se trata de una medida abstracta del
grado de dafio en el material, ya que no responde a la
medida de una magnitud fisica representativa del dafio
presente en el material [1] [8].

Se ha constatado que la regla de Miner no siempre
proporciona resultados conservadores, por lo que
habitualmente se utilizan coeficientes de seguridad muy
altos. No obstante, la regla de Miner aparece como
método de calculo a fatiga bajo cargas de amplitud
variable en la mayor parte de las normas del mundo. La
popularidad que mantiene todavia en la actualidad se
debe principalmente a su sencillez.

La utilizacion de modelos probabilisticos para el ajuste
del campo S-N, obligada por la gran dispersion que se
obtiene en los resultados de los ensayos de fatiga, indica
que el numero de Miner también debe interpretarse
estadisticamente (figura 3).

Por otro lado, el modelo de Castillo et al., ademas de
permitir una modelizacion estadistica del campo S-N,
presenta la ventaja de que permite establecer los
fundamentos para un modelo de acumulacion de dafio
basado en el mantenimiento de la probabilidad de rotura
[1]. Conocido el numero de ciclos correspondientes a un
determinado nivel Ac;, y teniendo en cuenta que el

AGi

P=95%
P=50%
P=0

v

Campo S-N

modelo relaciona todos los niveles de tension del campo
S-N, se puede realizar la conversion desde un nivel Ac;
a otro Ac; (figura 3), aplicando la igualdad:

(log N; —B) (logAGi —C):(log N; —B)(logAcsj —C) (13)

Dado que la ecuacion (13) se deduce a partir del campo
S-N, en el que el eje de abscisas se representa el nimero
de ciclos transcurridos hasta la rotura, la ecuacion (13)
se puede interpretar como la equivalencia entre el
numero de ciclos N; y el N; que seria necesario aplicar a
dos niveles de tension Ac; y Ao, respectivamente, para
obtener la misma probabilidad de rotura (figura 4). Es
decir, el numero de ciclos transcurrido en cada uno de
los niveles de tension se pueden convertir a un
determinado nivel de referencia, para a continuacion
proceder al calculo a fatiga como si de fatiga de
amplitud constante se tratara.

A
log Ac;
log N;
curva de
isoprobabilida
log Acs oz N

log N

Fig. 4 Conversion isoprobabilista entre los niveles
Ac; y Ac; aplicando el modelo de Castillo et al.

Por otro lado, la mayor parte de los modelos de
acumulaciéon de dafio son validos unicamente para
tensiones de amplitud variable de banda estrecha
(monofrecuenciales). En el caso de historias de
tensiones de banda ancha se han desarrollado métodos
que permiten obtener un espectro de tensiones de banda
estrecha equivalente a la historia original de banda
ancha, es decir, que produce el mismo dafio a fatiga.

A este proceso de conversion de una historia de
tensiones de banda ancha en un espectro de banda

pA
100%
50%
0

4444 >

05 1 15 M

Interpretacion estadistica del nimero de Miner

Fig. 3 Interpretacion estadistica de la regla de Miner
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CARACTERIZACION DEL MATERIAL
A FATIGA

A

v

EVALUACION DEL DANO A
FATIGA

ESTIMACION DE TENSIONES
MEDIANTE ANALISIS MODAL
s >
P>
Hed
) /13
>
>
>
s
ESPECTRO DE TENSIONES

30cycles

Total cycles=338250
U 100
2 4

330

990 1
2640
6280
13310
25120

42210

63150
84100 |
I 100000

K I

6 8 10 12

log N

0,

Fig. 5 Metodologia de evaluacion del dafio a fatiga utilizando analisis modal.

estrecha equivalente, se le conoce como conteo de
ciclos. Los métodos mas conocidos de conteo de ciclos
son el método de la "pagoda" (Rainflow) y el método
del deposito, también conocido como método de la
“alberca”.

La metodologia propuesta para el calculo a fatiga se
muestra esquematicamente en la figura 5.

6. CONCLUSIONES

Se ha presentado una metodologia que permite mejorar
la fiabilidad en el calculo a fatiga. Para ello, las
tensiones en cada punto de la estructura se determinan
combinando un modelo de elementos finitos con
analisis modal.

Una vez calibrado el modelo de elementos finitos, la
metodologia se puede aplicar en tiempo real.

La metodologia puede ser muy util para estimar la vida
a fatiga remanente de estructuras en servicio.
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