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1.- Considere el sistema lineal de ecuaciones #'(t) = AZ(t) + f(t), donde A y f viene dada por:

-1 1 1 0 1
1 -2 1 0 7 0
A=11 -1 3 o] 0=
1 1 1 -2 0
Se pide:
a) Obtener una matriz fundamental del sistema lineal homogéneo #'(t) = AZ(t), asi como su

soluciéon general.

b) Hallar la solucion del sistema completo que satisfaga la condicion inicial Z(0) = (0,-1,0,0)7.

Nota: si se realiza algtn calculo utilizando Maxima, expliquese.

La matriz fundamental del sistema lineal homogéneo es una matriz formada por un sistema fundamental
de soluciones (cada columna es una solucién independiente del resto), esto es, una base del espacio vectorial
solucién del sistema. Esta matriz se puede calcular de la siguiente forma:

() = e

Asi que, en la practica, hallar esta matriz se reduce a calcular la exponencial de la matriz de coeficientes
constantes A por la variable independiente ¢. La solucion general de la homogénea sera esta matriz multiplicada
por un vector de constantes arbitrarias.

Para hallar esta exponencial analiticamente (sin recurrir a Maxima) antes obtendremos la forma de Jordan
de A y la base de vectores para conseguir la matriz de paso P. Calcularemos ¢(t) entonces de la siguiente
manera:

o(t) = Pe’' P!

En primer lugar determinamos los autovalores de A, que son las raices del polinomio caracteristico:

_11_/\ —21—>\ } 8 —1=A 1 1
p(A) = det(A — M) = o T _3_1 0 =(=2-)N| 1 -2\ 1 |=
1 1 1 —2—- -1 -1 3=

=(—2—)\)[(—1—A)(—Z—/\)(—S—)\)—2+(—2—)\)+(—1—)\)—(—3—)\)} -
:(—2—/\)[—6—2)\—3)\—)\2—6)\—2>\2—3>\2—>\3—2—2—)\—1—)\+3+)\] -
:(727/\)[7)\3—6)\2—1%—8} :(2+)\){)\3+6)\2+12>\+8} =2+ NE2+N =2+ N

La raiz de esta polinomio es -2, asi que tenemos que el espectro de A esta formado por un tnico autovalor
A = —2 de multiplicidad my = 4:

o(4) = {-2}

Ahora buscamos una base del subespacio propio asociado a este vector: N(—2,1) = ker(A + 21I)

1 1 1 0\ (= 0
1 0 1 o||y] _|o
-1 -1 -1 0|z |o
1 1 1 0} \vw 0

De este sistema obtenemos dos ecuaciones independientes entre si, a partir de las cuales podemos obtener
la base.

r+2=0

=
Z=—T

} ker(A + 2T) = {(x,0, —z,v) : x,v € R}

N(=2,1) = ((1,0,—1,0),(0,0,0,1))

Esta matriz no es diagonalizable ya que para serlo tendriamos que encontrar una base con n vectores propios,
en este caso 4 autovectores, y sin embargo, la dimensién del subespacio propio es 2. Con esto ya sabemos que
la forma de Jordan tendra dos cajas. Para encontrar la base en la que la matriz A estard en la forma de



Jordan necesitaremos otros dos vectores (que ya no seran propios) asi que seguimos obteniendo los subespacios
N(—2,k) = ker(A + 2I)* hasta alcanzar el indice del autovalor.

N(—2,2) = ker(A + 21)?

1 1 1 0\/1 1 1 0 1 0 1 0
1 o 1 o|l|l1 o 1 ol [0 0 0 o0
1 -1 -1 0||l-1 =1 =1t 0o]T|-1 0 -1 0
1 1 1 0/\1 1 1 0 1 0 1 0
1 0 1 0\ [z 0
o0 o off[y| |o
10 -1 0]z 1o
1 0 1 o \w 0

ker(A +21)* = {(x,y, —z,v) : x,y,v € R}
N(-2,2) ={(1,0,-1,0),(0,1,0,0,0),(0,0,0,1))
Cuando calculamos N(—2,3) hallamos la matriz nula, por lo que ya determinamos el indice del autovalor:
v(A) = 3. Esto nos informa del tamafio de la caja mas grande, que sera de 3 x 3 mientras que tendremos una

caja 1 x1 que completa la matriz. Ya conocemos la forma de la matriz de Jordan pero ain nos queda determinar
la base para obtener la matriz de paso.

1 0 1 0 1 0 1 O 0 0 0 O
0 0 0 O 0 0 0 O] [0 0O O O
-1 0 -1 0 -1 0 -1 0f |0 0 0 O
1 0 1 O 10 1 O 0 0 0 O

ker(A +21)* =R*
N(-2,3) ={(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1))
-2 0 0 0
1 -2 0 0
0 1 -2 0
0 0 0 -2

J:

Para conseguir esta matriz, los vectores de la base serén los siguientes. El primero serd un vector de N(—2, 3)
linealmente independiente con los de N(—2,2).

€ = (1a Oa 0) O)T

El segundo lo obtenemos de multiplicar (A + 2I) por el primero:

1 1 1 0\ /1 1
1 0 1 ollo 1
A+2De=1 4 1 4 ol lo] =2
11 1 0o/ \o 1

€y = (17 ]-7 _]-7 1)T

El tercer vector de la base lo podemos obtener de multiplicar (A + 27T) por el segundo o de multiplicar
(A + 2I)? por el primero:

1 0 1 0\ /1 1

, o o ol fo] [ o
(A+2D%e=1 "3 ¢ 1 ol lol= |1
1 0o 1 o/ \o 1

Ya no podemos obtener méas vectores de esta forma, si multiplicamos (A + 27)3e; obtendriamos el vector
nulo, asi que el ltimo vector de la base sera un vector propio de N(—2,1) linealmente independiente con los
tres vectores que ya tenemos.

€4 = (07 07 0’ ]-)T



Si escribimos los vectores de la base en columnas obtenemos la matriz de paso:

1 1 10
0 1 0 O
P= 0 -1 -1 0
0 1 1 1

Calculamos su inversa por el método de Gauss-Jordan:

1 1 1 0[/1 000 1000[1 0 1 0
01 0 0/0100| |0100[0 1 0 0
0 -1 =1 0/0 0 1 0] |00 10[0 -1 —1 0
0 1 1 1/00 01 000 1/0 0 1 1
1 0 1 0
o1 o0 o
P 0 -1 -1 0
0 0 1 1

Usando Maxima comprobamos rapidamente que efectivamente P='AP = J.

{%1?) A:matrix{[—l,l,l,ﬂ], [11'21110]1['11'11'319]1 [111111'2]);

-1 1 1 ®©

1 =2 1 #8
(%07)

=k =k =3 B

1. 1 1 =2

(%i8) P:matrix([1,1,1,0]1,[o,1,0,0],[0,-1,-1,0],([0,1,1,1]);

? S R

8B 1 0 ©
(%08)

g -1 -1 8

g 1 1 1

(%1i9) _P’”“{—l).A.P;

-2 8 8 B8

1 -2 @ @
(%09)

@ 1 -2 @

@ 8 B8 =2

Figura (1): Obteniendo la forma de Jordan con Maxima

Ahora vamos a hallar la exponencial de la matriz de Jordan por t: e’t. Para ello es mas comodo trabajar
por cajas:

=1 -2 0] JL=(-2)

La exponecial de la caja pequena es trivial al ser un nimero. La exponencia de la caja 3 x 3 tenemos que
aplicar la formula:

=LA AA AAA
A _ _
= e lEAT S T

Pero antes separamos la matriz en suma de una parte diagonal y otra no diagonal. En general eA*+2 # eA+eP
a no ser que se cumpla que AB = BA, es decir, que la matrices conmuten. Como una de ellas es diagonal,
sabemos que conmutan y por tanto podemos hacer ese paso. A partir de ahi, la exponencial de la matriz diagonal
también es sencilla ya que se hace término a término, y para la otra matriz también es relativamente sencillo
hallar su exponencial porque al ser una matriz nilpotente solo tendremos que calcular unos pocos términos de
la serie de arriba antes de que la matriz se anule a partir de una cierta potencia.

-2 0 O -2 0 O 000
1 -2 0 t 0O -2 0 t+{ 100 |t
eN0 1 -2 —e\N0 0 =2 010



0 0 — — 0 e—2t 0 — 2y
0 0 e
(000> 0 0 O 0 0 0\ , 1 0 0
100 )t
e\oto/ =]+ |1 0 O)Jt+(0 O O)]==1¢t 1 O
010 100 2t 1
1 0 0 e~ 0 0
et =21t 1 0] =| te?? e 2 0
2 2 _ _
S ot 1 Se tem? e
Jaot —2t

Ahora que ya tenemos la exponencial de la matriz A en su forma de Jordan, para conseguir la matriz
fundamental del sistema solo tendriamos que multiplicar por la izquierda por la matriz de paso y por la derecha
por la inversa de la matriz de paso.

1 1 1 0 e 2t 0 0 0 1 0 1 0
0 1 0 O te™2t e 2 0 0 0 1 0 0
o(t) = 0 -1 —=1 0 o=t po—2t o2t 0 0 -1 -1 o]~
0 1 1 1 0 0 0 e % 0 O 1 1
=2t 4 te—2t %e—m =2t | =2t e—2t 0 1 0 1 0
_ te=? e ? 0 0 0O 1 0 O0f _
o —te %t — %e_zt —e % —te7?t —e72 0 -1 -1 0]
te=2t 4 %6—215 =2t | =2t e—2t e—2t 0 0 1 1
et 4 te2 4 ge—Qt te—2t te—2t 4+ %e—m 0
te—2t e % te—2t 0
= _te— %B—Qt _te~  _fe— ge—m 42t 0
te~2t 4 %e—Qt te—2t te—2t 4 %e—m e—2t

Ya hemos hallado la matriz fundamental del sistema. La solucion general de la homogénea es esta matriz
multiplicada por un vector de constantes:

_ _ 2 _ _ 2
(e 2 4 g2t 4 Ze 2t)cl T te e, + (te 2 4 2 2t)c3
te=%c; + e Hey +te ey
2 2
(—te™ — Le ?)er —te ey — (te™ — Le ¥ 4 e )y

(te™?" + %e’%)cl +te ey + (te™? + %672t)63 + e ?¢c,

T (t) =

Para el segundo apartado nos piden la soluciéon de la completa con una condicién inicial. Es decir, se trata
de un problema de Cauchy. La solucién de la completa sera suma de la solucion general de la homogénea y de
una solucién particular de la completas:

#0) = o(0)70 + () [ o () s)ds

La matriz fundamental que calculamos para el apartado anterior es la matriz fundamental principal porque
cuando t = ty, obtenemos la matriz identidad. Asi que podemos obtener la solucién general simplemente
sustituyendo en la expresion de arriba. Tampoco hace falta calcular la inversa de la matriz fundamental porque

§71 (1) = e = A = g(—0).

e 2t 4 te2t 4 %6—215 te—2t te—2t 4+ §672t 0 0 et

. te—2t o2t te—2t 0 1 2
¢(t) 0= —te—2t — %efzt _te=2 42t _ gefzt 42 0 0 = te—2t
te=2t 4 %67215 te—2t te~2t 4+ geﬂt e—2t 0 —te~ 2



€25 — se25 + geQS _ge?s —se% + %ezs 0 1 €25 — 25 + §625
N _ge2s e2s g2 0 0 _se2s
#(—s)f(s) = se?s — %ezs se2s s _ §e2s +e2 ol = se2s — §625
—se% + %e% _ge?s —se? + %ezs e2s 0 —se? + §€2S

La integral de una matriz es una matriz de integrales término a término. Esta cuenta la hicimos con Maxima:
definimos la matriz fundamental como una funcién de t y luego calculamos la integral definida de 0 a ¢:

(%123) define(B(t),P.matrixexp(J,t).P**(-1));

2 -2t 2 -2t |
t° %e - %e
— ottt ftyge?t tgem2t Tm%e‘“ ]
tee 2t e 2t txe 2t 0
(%023) B(t):= Rt 2g.-2t
t° %e t° %e
—T—t%e"“ —t%e It —T—t%e'2t+%e_2t ]
2, -2t 2, -2t
- %e - %e
+txe 2t txe 2t Tm%e‘“ ze 2t

(%124) integrate(B(-s).f,s5,0,t);
Is t positive, negative or zero?p,;

(22 6t47)2e2t 7
8
2t-1%e?t 1

4 1
(%024)

(2426 t+3) me? -3
8

(2126 t+3)2e2t_3
B

Figura (2): Obteniendo la integral definida con Maxima

(2t2—6t+7)e?t —7
8
_(2t-1)e?t 41

t
/od)(_S)f(S)dS: _(2t2—6ti3)e2t+3

8
(22 —6t+3)e?t —3
8

Por dltimo multiplicamos por la matriz fundamental y sumamos el resultado con el vector que ya teniamos
calculado antes:

(7e?t—2t2 —6t—7)e 2t

8
(e?t—2t—1)e— 2t

é(¢) /O O ()ds = | ooyt gy g

8
(3e2t—2t2 —6t—3)e 2t

)
fo-2t (7e?t—2t? —6t—7)e 2t (7e?t—2t2—14t—7)e 2t
t . _:_2,5 (e2t—2t8—1)e*2t (eZt—2t8—5)e*2t
Z(t) = ¢(t) 7o + (b(t)/ ¢_1(5)f(5)d3 T e + _ (3e2t72t2476t73)872t = | _ (3@2t72t24714t73)672t
b —te= 2 (352172#721&73)5—2‘ (362t72t27184t73)5_2t

8 8
Para terminar el ejercicio, comprobamos el resultado con Maxima pero sin hacer todos estos pasos, simple-
mente escribiendo el sistema de ecuaciones diferenciales y las condiciones iniciales:



(%119) atvalue(x(t),t=0,8)%
atvalue(y(t),t=0,-1)%
atvalue(z(t),t=0,0)%
atvalue(v(t),t=0,0)%

(%i23) eclb:'diff(x(t),t)=-x(t)+y(t)+z(t)+1%
ec2b:'diff(y(t),t)=x(t)-2*y(t)+z(t)$%
ec3b:'diff(z(t),t)=-x(t)-y(t)-3*z(t)$
ecdb:'diff(v(t),t)=x(t)+y(t)+z(t)-2*%v(1)$

(%i27) soluc2:desolve([eclb, ec2b, ec3b, ecdb],[x(t), y(t)
» Z(t),v(t)]),ratsimp$

(%i28) soluc2[1l];
soluc2([2];
soluc2[3];
soluc2([4];

e-zf(?%ezf—2t2—14t—?)

(%028) x(t)=—

8
-2t Teks s
(%029) y(t) = (%E4 2¢-5)
-2t it i, "
(%030) z(t)= %e (3%9 th 14t 3)
-2t 2t_ 0 »
(%031) v(t)=—s (3% S 3)

Figura (3): Resolviendo el problema de Cauchy directamente en Maxima




2.- La ecuacion de Van der Pol:

d*x ) dx
— " —=1)—+x2=0
gz THE DGt
con i > 0, modela ciertos circuitos eléctricos que contienen tubos de vacio. Hallar sus puntos
criticos y estudiar su estabilidad en funcién del parametro pu.
Obténgase su diagrama de fases utilizando Maxima (dar un valor a ;) y coméntese.

El oscilador de Van der Pol es un sistema dindmico, un sistema fisico cuyo estado evoluciona con el tiempo,
consistente en un circuito eléctrico no lineal utilizado a principios del siglo pasado.

La ecuacién de Van der Pool describe el comportamiento de estos circuitos electréonicos no lineales como
los que fueron usados en los primeros aparatos de radio. Este tipo de circuito se usaba en su dia con tubos
de vacio. Los tubos actian como una resistencia eléctrica normal (los tubos de vacio se oponen al paso de la
corriente), de acuerdo a la ley de Ohm al aumentar el voltaje la intensidad de corriente aumenta, sin embargo
se comportan como una resistencia «negativa»! cuando la corriente es baja. Por tanto un circuito de este tipo
favorece las oscilaciones pequenas y amortigua las grandes oscilaciones. Este tipo de comportamiento se conoce
como oscilaciones de relajacion. La ecuacion que describe este sistema es:

2
%—ku(xz—l)%%-x:()

Donde i es una constante que mide la no linealidad del sistema, es decir, u es el denominado coeficiente de
amortiguamiento. Para distintos valores de p obtendremos diferentes amortiguaciones. Para p = 0, el sistema
es un oscilador lineal armonico (péndulo simple). A medida que p crece, el sistema se hace mas no lineal. Las
oscilaciones del sistema tienen un periodo del orden de 2u (esto puede verse en las précticas realizadas en el
laboratorio).

Una manera alternativa de representar la dinamica del sistema es mediante el concepto de espacio de fases.
El espacio de fases es el espacio bidimensional formado por la variable x y su derivada temporal. Podemos
representar el estado del sistema en cada instante como un punto en el espacio de fases. A medida que el
sistema, evoluciona en el tiempo, el sistema describe una dJrbita en dicho espacio. Si el comportamiento del
sistema tiende a un valor estacionario fijo, la trayectoria en el espacio de fases acaba en un punto. Si el sistema
tiende a un estado periédico, la trayectoria acaba siendo una 6rbita cerrada. El sistema es peridédico y la érbita
recibe el nombre de ciclo limite estable.

Las oscilaciones del sistema son muy estables para valores grandes de u. La érbita tiende rapidamente al
ciclo limite desde las condiciones iniciales x = 1 y da/dt = 0. A medida que disminuye, la estabilidad del
sistema disminuye también. Cuando se hace negativa, el ciclo limite se vuelve inestable. Esta ultima parte no
la veremos.

En primer lugar transformamos la ecuaciéon diferencial de segundo orden a un sistema de dos ecuaciones
diferenciales de primer orden:

4+ p? -1 +r=0=2"=p(l —2*)2 —x
Ty = 23 = fi(z1,72)

ry =X
B P T N
—_——

To =X

no lineal

Los puntos criticos son aquellos © = @ € RY / f(@) = 0, es decir, aquellos puntos cuya primera derivada
se anula. Si imponemos esta condiciéon a cada una de las componentes de nuestro sistema obtenemos que este
sistema lineal tiene un tinico punto critico en el (0,0):

=0 Ty =0
! — 7 = P.(0,0)
ZEQZO xlzo

Vamos a hacer un estudio cualitativo en un entorno del punto critico. Para ello vamos a linealizar el sistema,

1No es que existan las resistencias negativas, es la manera de llamar a una resistencia que a ciertas tensiones hace que la corriente
disminuya no cumpliendo la ley de Ohm. Son los llamados materiales no Ohmicos



es decir, hacer un desarrollo en serie de Taylor en un entorno del (0, 0) quedandonos solo con los términos lineales.

0 0
f1($17$2)=f1(0,0)+67f1 xl—i—affl To+...=Tog+...
L1 (0,0) Lo (0,0)
0 0
Falw1, 22) = f2(0,0) + Ol gy e 2] s = [1 - 2;%%} T+ {u - /mﬂ Ty = —1 + Ty + . ..
Oz, (0,0) O (0,0) (0,0) (0,0)

Ahora tenemos un sistema lineal &' = AZ que podemos expresar de forma matricial y que vamos a estudiar

a continuacion:
)\ _ (0 1)\ [z
T, -1 u) \z

En primer lugar vamos a calcular los autovalores de esta matriz. En funcién del parametro p tendremos

unos autovalores u otros y por tanto un diagrama de fase distinto.

p()\):det(A—)J):’_i\ Ml)\’:—)\(u—)\)—i-l:—u)\—&-)\Q—i—l

pA) =N = pA +1

Los autovalores son las raices del polinomio caracteristico:

o HEVE -4
= £ -

Los autovalores dependen de p y como p > 0 tendremos tres situaciones distintas en funcién del valor que

tome. En la siguiente tabla se resumen estos casos:
Sistema no lineal

w>0 A Sistema lineal
AL, A C
u e (0,2) )\1’_ ;j:ib a > 0 siempre = Foco repulsivo Foco repulsivo
AL, A R
w=2 A _1’>\ 2_6 A>0 Nodo propio o impropio repulsivo | Nodo propio, impropio o foco repulsivo
1= A =
AL, A R
JIRS (2, 00) A 1’> ;\ E> 0 Nodo impropio repulsivo Nodo impropio repulsivo
1 2

Ya para acabar vamos a obtener un diagrama de fase usando Maxima para cada uno de estos tres casos

cuando p =1, p=2y p=3.

y
///////////v/,,_,
/ /////'/’/’///»_,\_
///// Ay A
5 rrr oy oA s N
P 1o/ 7 ™G N\
Frr 1/ - < v N\
OTTT ff”’\‘«!«ll
T 1 1 ‘\"¢¢lll
A L UL N N 4 ol
Ve cfrt Y 1]
SN S 1Y
T T LY
g Y A Y/ WA
R A A A /A

-10
-10 -5 0

Figura (4): Diagrama de fase para p = 1



Podemos ver a simple vista que se trata de un foco repulsivo. Esto se debe a que los autovalores de la

matriz del sistema (,1 1

T TS S R

~

- - — -3

S

e

e T N,

—

—

-

0 1) es un autovalor complejo con parte real positiva y su conjuado, A =

-10

-10 -5 0 5 10

X

Figura (5): Diagrama de fase para y = 2

Cuando p = 2 observamos que se trata de un nodo impropio repulsivo. Esto es debido a que tenemos
un autovalor real positivo, A = 1, de multiplicidad 2 y un tnico autovector, ker(A — I) = ((1,1))

y /

e I NN VAN A A A
A/ AN A A
! ! Porfr rfr ot fror
of 1 F 1 Porirfrotfor o) S
P/t t Pt ? A
t4r torl ot S o2 ) A T
ot ror [ v\ )y
OTTT"‘¢¢¢¢¢¢¢ll
= LN I U AN A
N A N R N |
S YA VRN VR VA O B R B B
/ A AN / /
AN B AN N N
IR ERVIRY RN

/ 0 5 10
X

Figura (6): Diagrama de fase para p =3

En el ultimo caso también estamos ante un nodo impropio repulsivo pero ahora estamos en el caso de
tener dos autovalores distintos positivos, \; = 2 — v/3 y A\ = 2 + /3. También tenemos dos autovectores asi



que como se ve en la imagen, las trayectorias salen tangencialmente a la recta con la direcciéon del autovector
asociado al autovalor mas pequeno y tienen a ir paralelamente a la recta con la direccion del autovector asociado
al autovalor mayor.

Por ultimo, hicimos en Maxima utilizando «plotdf» un diagrama de fases que nos permite escoger el valor
de p entre 0 y 4. Podemos observar todos los comportamientos aqui descritos incluido el caso limite cuando

1 = 0 que se corresponde a un centro.

(%11) plotdf ([y,-x+mux*y],
[parameters, "mu=0"],
[sliders,"mu=0:4"]);

10 -
¥ f o
A .
{7 B

s{ f T ,
Ir \
¢
L 1

|

-5

-10

/o8
_‘ [ : | {-6.61955,-13.0241)

10



