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Los muertos ~ i g e r ~  y gobiernan c i  
los oioos. 

Auaus~o COMTE. 

E POCO servirían estas rígidas y severas solemni- 
dades acadbinicas, sirió cumplieran el fin de honrar 

memoria de aquellos hombros il~istres que dieron SU 
vida por la ciencia, y murieron ignorados del vulgo, 
cuyos aplausos no turban jambs el i~iajestuoso silencio 
que reina en el gnbine tao del sabio : verdad que poco 

4 importa esa indiferencia, pues la. satisfacción del deber 
cumplido y los tranquilos placeres del estudio, valen mucho 
mAs que las coronas depositadas por las muchodumbres 60- 



bre las (tiirnba.~ beqrtus explotaaores, iy:hs+estát;acas%ievadas 
por los 'hombres ,para perpetuar el recuaiiklo )de 'los, que se 
enriquecieron & s u  costa. 

Llevado de estas ideas no dude mucho en la elección de 
asunto: s6lo la hiatoria y la filosofía podían ofrecerme temas 
adecuados & mi propósito, porqiie la índole de las ciencias 
matemsticas no permite cosechar sin esfuerzo frutos que 
puedan presentarse en una linda canastilla, á la cual deben 
de parecerse estos discursos inaugurales, dentro de cuyos 
límites no cabe la rama m5,s pequeña del frondoso árbol de 
le ciencia. 

Echando una rápida qjeada sobre las miiltiples  teoría^ 
que han ejercitado el ingenio do los ~ 6 s  ilustres matem&- 
ticos coilteinpor&neoa, me detuve al punto en la intrincada 
discusión sostenida durante este siglo por filósofos y geó- 
metias sobre los Prz'nc+ios fundamentales de la Geometria. 
Ningún asiirito inhs propósito para fijar la atenci6n de esa 
juventud estudiosa que siempre acude Q estos actos, sobre 
una plEyade de sabios cuyos iiombres llenan por completo 
nuestra Bpoca; ninguna materia más adecuada para obligar 
á la reflexidn Q esas inteligencias nacientes que dan sus pri- 
meros pasos en o1 camino de la ciencia: la sucinta expo- 
sición que voy A hacer, les probarh cómo las cuestiones mhs 
sencillas presentan dificultades tan grandes cual las que 
salen al paso del investigador en las mits elevadae teorías; 
y es que si Bstas miran 5, la altura aquellas sondean 1% pro- 
fundidad, y una y otra son igualmente oscuras; es que en 
unas la mirada se extiende hacia el zenit y en otras hacia 131 
nadir de la esfera celeste, y en uno y otro caso se encuentra 
con la infinitud del Universo y la insuficiencia de loe medios 
de observación. 

A vosotros pues, alumnos de esta Escuela, Qixe en día ,no 
lejano est,xeis encargados de difundir d e ~ d e  sus Aulas la 
instrucción, si os dedicais á los estudios especulativos, 6.de  
explotar sus veneros de riqueza, si os .encaminais .$ laa 
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aplicaciones, van dirigidas estas pobres luoubraciones . - 
mfas. Meditadlas, y si su lectura os sirvk para venerar los . 
nombres y comprendrer las obras-no exentas de errores- 
de Gauss, Riemann, Lobatchewski , Bolyai y Beltrami ; d e  
Cayley, Klein , Pasch , Helmoltz , Lio , Tilly, Duhamel , 
Cassani, Frischauf, Grassmann y tantos otros, se verán 
colmados los deseos de quien solo aspira 4 vuestro perfec- 
cionamiento. Seguid mi consejo : romped los viejos moldes 
que habr4n servido hasta hoy para conformar vuestra inte- 
ligencia ; abandonad la rutina; acostumbraos Q. pensar; de- 
dicaos'al estudio de las Ciencias de la naturaleza; lo menos 

' que podeis hacer los que habeis nacido en esta tierra d e  
bendicih, doiide el Cielo derramó á manos llenas sus dones, 
prodigándoos los productos del mar y los de la tierra, y las - 
inconmensurables riquezas del subsuelo ; las bellezas de la 
Naturaleza y del Arte, la salud del cuerpo, la tranquilidad 
del alma g la bondad del clima; es aplicar al conociiniento 
de .  tantas maravillas todos vuestros talentos y energías. 
Hacedlo asf, ya que no por atender mi ruego, por no desoír 
la voz de un ilustre muerto , el insigne Jovellanos, el pri- 
mero de los espafioles de su tiempo y el m6s honrado de los 
hombres, que no solo aquí, en este suelo que le vi6 nacer, 
sin6 en aquellos paiaes d e  Levante, doiide la envidia, la 
iniquidad y la injusticia, le tuvieron por largo tiempo des- 
terrado, dedicó todos sus desqelos 4 cambiar el rumbo de  
los estudios en nuestra patria : en aquel ca'stillo de Bellver 
y en sus largas noches-de insomnio; Bste fu6 siempre su  
pensamiento fijo. 

A vosotros, mis queridos y respetables compañeros, 
6610 mo cabe pediros mil perdones por no haber acertado B 
escribir sin6 cosas que tenois olvidadas de puro sabidas , 6 
que nada os interesan. En cambio os prometo que, aún 
cuando haya dejado correr la pluma á medida del deseo, 
par6 que pueda leerme quien tenga tiempo y paciencia, no  
he de molestar por largo rato vuestra ilustrada atenci6n. 



El espacio no es ni un objeto flaco 
de sensacidn, ni una forma innata' 
del espiritu, sind un concepto. 

A contemplación del mundo exterior por medio de 
los sentidos, dá lugar B que se formen en nuestra 
inteligencia representaciones mentales de los obje- 
xternos, y A que surjan tambi6n otras ideas que 

no tienen realidad objetiva, afín cuando hayan sido 
provocadas por imhgenes sensibles. Aquellas represen- 
taciones mentales y estas ]ideas constituyen dos oate- 

gorias de cosas pensadas esencialmente distintas : ejemplo 
de las primeras es el punto, elemento fundamental de la 
Geometria , y de las segundas el nfimero, colección de uni- 



l La&; c~m . e ~ . ~ s e g ~ u n d B  .i;ahg~S~:ee. h b m  jtwmas, y 
las ciencias que de ellas se ocupan ckczhs fomhales: tales 
son la lógica- y el análisis matemAtico . En ellas la verdad 
resulta de la harmonía entre los diferentes actos del pensa- 
miento. 

Las ciencias de los objetos que existen fuera de nosotros 
se llaman ciencias experz'mentabs. En ellas la verdad resulta 
de la conformidad del pensamiento con la cosa pensada, y '  
debemos considerar como fa100 todo aquello que contradice 
B las leyes de 1a.inteligeiicia y á las de la realidad objetiva. 

Las ciencias formales se fundan en principios evidentes 
y en operaciones mentales, definiciones é hipótesis de ca- 
rácter abstracto y racional. La demostración en ellas es una 
serie dae actos del pensamiento relacionados entre s i ,  que 
no traspasan los líiilites del campo de la razón huniana. Las 
ciencias e~perimentales se bssa.n en las verdades intuitivaa, 
independien'tea unas de otras, que revela eu nosotros la per- 
cepcióu del mundo físico. En la ciencia geomktiica, existen 
principios fundamentales, axiombticos , del orden intelec- 
tual más puro; y otras verdades intuitivas , menos eviden- 
tes,  llamadas postulados , que aún cuando proceden $e: la 
observación externa, exteildemos mks allá del campo. de ;la 
misma. 

Las ciencias formales son par%a nosetrqs:. co .~~ le t~men te  
esactaa: las experimeotales lo aop ta$p .m& q*spto q 4 ~  
in tuitivos son los principios en cpo, se fu~d+q ., y. ipls .&sil 
es, sustituír. loa objetos de  que ellas. se' ~ c u g ~ q ,  par formas 

. a;bá$rqctas á laa c u a l e ~  se puede a p w r i '  un .procedimie~b 
rigproaaeiente deductivo. Por esta.rsdn, la C$wmetria, c&o 
origen empírico estBn. conf~rmos on. iecQnPqsr ,. t ~ d g s  los 
ge6metras , se incluye entre la rnate~ktictica pwq; p o r q q ~  ai 
bien loa objetoa que determinan sus p~stdad~!, exi4tm f u ~ -  
rn de nosotros, vienen inme.di~tameat<. &s@,$uídFioe . , qn.nqo,q, 



tro pensamiento por entidades abstractas <de auya -,combina - 
cián resultan las verdades científicas ,,sin que en :los irwo- 
namientos sea preciso tenerren cuenta 1a.realidad objetiva. 

El carácter hipotético, al parecer, de algunos principios 
fundamentales de las cicncias matemáticas, nos lleva d tra- 
tar de la posibilidad de las hipótesis. 

Una hipótesis matématica es posible , cuando ea inde- 
pendiente de los principios anteriormente admitidos 6 ide- - 

mostrados,, y sus térmiuos, definiendo sin ambigüedad .la 
nueva forma 6 propiedad establecida, no envuelven, con- 
tradicción alguna. 8610 puede coiisiderarse como absurda, 
cuando ac demuestre que contradice & las verdades preoe- 
dentes 6 á las consecuencias de ellas. Se puede decir, que 
establecidos los caracteres de las fornlas matem6ticss, la 
posibilidacl depende del principio de contradiccióu . A las 
entidades posibles determinadas , aplica la inteligencia el 
procedimiento discursivo , constituyendo las llamadas por 
antonomasia ciencias exactas , cuyos objetos, aunque ~ b s -  
tractos é hipotbticos , son para nosotros tan reales como 
las formas de la sensibilidad, ya que nadie puode dudar do 
la existencia de la iaz6n y sus f~~ilciones lógicas sip sumir- 
se en un mar de confusiones. 

Como toda hipótesis independiente os posible, lo 
uno ser& ei mejor camino para llegar Q la demostración de 
lo otro : por Bato para justificar un principio hipotético por 
procedimientos lógicos, no hay mlis medio que deducir de  
él consecuencias y ver ai son contradictorias, pues si bien 
es cierto que de lo falso puede 4 vecea deducirse lo verda- 
dero por una afortunada cornpesaci6n de errores 6 por otras 
causas, siempre que esto sucede es fácil descubrir la equi- 
vocacióu. 

AdemLs de la posibilidad de una hipótesis, precisa tener 
en cuenta su fecundidad', que da la medida de su valor: una 
verdad hipot6tica , puedo ser muy poco productiva, y aún 
limitar y restringir el campo de la investigacidn ; por eso 



las condiciones que introduzca, no deben poner barrera~t 
injustificadas al espíritu humano, siempre ansioso de descu- 
brir nuevas verdades 6 de relacionar las ya  descubiertas. 

Esta doctrina prueba que no pueda admitirse el infinito 
matemático, por ser un térinino contradictorio, fin de una 
cosa que no tiene fin, relaci6n entre dos cantidades una de 
las cuales no existe. 

La hii36tesis - .  geométrica, adeui&s de cumplir .con las 
condiciones anteriores, ha de estar en harrnoní4con la iu- 
tuición espacial. No puede suponerse el círculo es una 
línea abierta y tiene asintotas reales, porquo In observacion 
externa nos dice todo lo contrario, 

E n  los umbrales de la ciencia mateinático es preciso 
discutir, á la luz ,de los principios de una sana filosofía, la 

de las definiciones, hipótesis y postnlado~ , si 
no se quiere caer eil un esteril coiivencionali~mo. Bastar& A 
veccs una simple discusidn 16gico-iilatemilticn ; serA poeible 
otras justificar un principio hipotético por medio do ejem- 
plos; pero la iuduccióii no es suficiente e n  las ciencias exac- 
tas ,  y los procedimientos lógicos no bastan en la gcuerali- 
dad de \os cagos. 

El sistema filos6iico que ha eiitado inbs e n  boga entre 
los naturalistas y matem&ticos europeos durante muchos 
años , ha sido el de Stuart Mili, el expositor inás hábil de 
las doctrinas sensualistas acerca de las propiedades del es- 
pacio y de las verdades fundamentales de la geouiet,ría. SUB 
ideas dieron sin duda origen B los errores del trasceuden- 
talismo geom0trico. 

El  filósofo inglés, despu6s do afirlnar que eri Ia natnra- 
leza no hay puntos sin extoiisión, líneas sin anchura,  ií,ngu- 
los perfectamente rectos , círculos de radios iguales, ni , an 
general, ninguno de esos objetos imaginarios que  define y 
pretende estudiar la Geometría; y de negar,  sin entretener- 
se B deinostrarlo , que tales concepciones existan á p7-h7.i en 
la inteligencia humana, concliiye que las entidades estudia- 
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das en la ciencia de Euclides, son simples copias de la reali- 
dad y no tienen la perfeccibn que g~ les atribuye. La Geo- 

' metría es para él una ciencia aproximada, y la inducci6n el  
único procedimiento demostrativo. 

A estas conclusiones contesta discretamente Cay ley, que 
si no tuvidramos la idea de la línea recta,  no podría Mil1 
negar la existencia do ella en la realidad. 

Lo que hay de cierto en las doctrinas de  lo^ sensualis- 
tas , es que nosotros no tenemos niiigúu conocimiento expe- 
rimental de los elementos geom6tricos: conocemos varillos 6 
hilos que llamamos rectos, cuerpos esféricos 6 cúbicos; pero 
á los puntos, lfneas y superficies de la Geometría, solo lle- 
gamos por medio de la abstraccihn , facultad con la cual el 
espíritu puede atender /t una de las cualidades de un objeto 
prescindiendo de las de1nA.s. 

Que la inducción sea el procedimieuto demostrativo en 
matam8ticas, no lo hubiera afirmado el pensador inglés, que 
recibió coino una herencia de su padre, doctrinas elabora- 
das cuando la filosofía. no liabía llegado aún & gran altura, 
si hubiese estudiado la Geometría sin figuras do Staudt, 
libro cuyas demostraciones pueden seguirse sin e' auxilio 
de la imaginación, incapaz de darnos las leyes generales de 
la figura, propia tan 8610 para mostrarnos una diaposición 
particular y concreta do los elementos. Ni una demostraci6n 
matemhtica es una acumulación de ejemplos, ni los princi- 
pios fundamentales de la Geometría son hipotéticos , sin6 . 
conceptuales. 

Definir la superficie como límite que separa un cuerpo 
del resto del espacio, y admitir que tiene un cierto espekor, 
envuelve tambikn evidente contradicci6n, porque en,tal caso 
será cuerpo , y existir& algo que lo separe del objeto limita- 
do$; pero 6, esto segundo limite habrB de aplicarse el mismo 
razonamiento, que se repetirá así indefinidamente. 

Otro error del sensualiamo , no inenos fundamental que 
date , consiste en considerar el espacio como un o5jeto de 



sehsa'cióii: diirectz. Si toda, peroepci6rí9 de IOB sentidbs lo 08) 

dic úns; difereociaifadomenal , mal éstos darnos l a*  
se'nbáción del espacio liomogéneo y continua. Noso t r~~~pe i i - t  
cibimos las cualidades físicas distinta8 y accidentales de 10s. 
ob'jetos ; no lo que es permanente , sustancial é invariable. 
Teder siempe una cie~tcz sensacidn 9 no tener n&z,guna , como 
dice Hobbes , es absolz~tamente lo mismo. Para q u o  cxista.la 
pei2cepciOn so requiere por lo menos la presencia de dos 
objdds', pu'es el espíritu no advierte lo que una cosa 6s 21198' 
qde' poi' contraste don lo que ella nc es. 

La,&. costis'i~o estAn en el espacio como un líqilido dentro 
dkl'recipiente que lo contiene. Al afirmar en el leilgu?je 
usual que  nada existu fuera del espacio, pretei~ilemos t n i ~  
sólo enunciar la prnpiedad corriiin A todas los objetos físicos 
d o  tener nun cier1.n cxteilsi6n. Esta circunstaricia di6 Iiiga~: 
A que Descartes corisidernse que el  hecho de ser estelisa eiqa 
10 único eseucial h 13 realidad objetiva; poro el espacio ocu-. 
pado por u n  cuerpo no apafece nuuca al clisociai. las censa-. 
ciones que revclail las pi-opiedades clel ii~uildo material. Ni 
sb'coinprende qri6 diferenci;l.pudiera existir entre el espacio1 
y la materia, desde el momento en que para cor.isidcrclr 
aqubl como un objeto de sensación, fuera preciso prescindir' 
de fiul homogerieidad. 

Los adversarios del einpirisino , los idealistas Kautianos,. 
s~st iehen que la idea de ospacio oxiste eil el espíritu inde-1 
p6fidienternento db toda s'ensaoiúb. Seiitir, se dice, es attibuis1 
una impresión subjetiva CL tina causa oejetiva, uecesarisr 
m'adtb extensa : por esto 1s idem do exten3si6i1 d c l ~ e  cle esFstii. 
d ; p % ~ i e e t i  la inteligencia Iiuinnna. Tanta como el e~l~pilr is~l  
2ne A lb ~'azófl, se opoiie elSidcalismo fi la realidiid. Si las; 
ptdpiedades d e  u n  +jeto $nlo son mhs qtis las rclnciorie's .de* 
f i ~ ~ d h ~ d e  ID naturaleza del objeto, su extonsihn no plie-1 
d e  existir ,coi+ clnritcter absoluto, ni en el ~spíritu, ni fi~s'rti 
d&d12 Bri tddotl acto d&~conoeiiniont~, el fenhmetics obfetivo 
y gdvrepresef;lth'e46n rnentelp ebti'n s4~iiltdaearne11tti proseti* 
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tes á la inteligencia : la realidad del uno depende de la del 
otro. 

No es cierto tampoco que nosotros podamos vaciar el 
espacio y formarnos de él una imagen en la inteligencia: 
No la forma de intuición, sin6 el concepto, es lo que pode- 
mos tener por medio de la abstracción. 

Ocurre tainbikn que al negar la objetividad del espacio, 
se  niega la de todo cuanto existe; pues una concepción 
á p!1:2'0~i de nuestra inteligencia, no pitede ser el puente por ' 

donde el espíritu pase de las perfectas formas ideslea R los 
toscos 6 impuros objetos de la realidad. Esta reflexión es sin 
dud ;~  la base del idealismo posh-liaiitiano de Ficllte y 
Schoperiliauer. 

Si los anteriores razoiiainientos so11 vhlidos , parece i i i -  

dudable que al prescindir eii los objetos exteriores de los 
caracte1.e.s físicos, se llega (L la idea de iriinfo~*rnn cle la ex- 
telzsidn; y supi.i~iiiendo todavía los líil-iites cluo distinguen 
las fori~ias espaciales, se obtioilo el coucepto de espacio, 
iíltimo tbrinino de la absti.ncci6n. 

El objeto de la  Geoineti.ía es el estudio de las diferentes 
deterrriinaciones ó delimitacioues del espacio, de las rela- 
ciones entre las figuras. Se ha dicho que estudia las pro- 
~ iedades  del espacio; pero esto no es cierto : el dato prinia- 
rio de la sensación es la extensión limitada, no el espacio 
indefinido, porque el espíritu a610 considera objetos par- 
ticulares. 



La 1lc/inici0n g las pr~opicclades de 
In I - ~ C ~ C L ,  usi conlo de las par-alelas, 
son, por. decirlo ffisi, el esclindalo de 
los c1e1)lentos (le Gconzctrbia. 

D' ALL~:MBERF. 

ASTA fines del siglo svrr r ,  nadie había puesto en 
duda ~ ~ s ~ ~ o s t u l a d o s  Euclideos, bien que las múltiples 
tentativas hechas para cle~nostrarlos por Gernino , 

Proclo , Tolomeo , el &rabo Nnssnradiu y Olavio , hu- 
bieson resultado oompletainei~tc: iufructuosas. La nece- 
sidad de reforillar los principios fiiudamentales de la 

, Gooinetría, 'se había dqjailo seut.ir i~iiicl~o antes , y ya 
Arquiiiiides propuso como postulado do la recta, 8u propie- 
dad de ser la línea inás corta entre dcs puutos. Esta propo- 
sición la escogió Legendre p:trit definii.l:i, y lin fiido juata- 



mente li.edhseada, poqu.que.el u ~ ~ ~ a q p t o U e r l o ~ i t ~ d  es una 
idea sim.$le. . 

Uno, de los matern%tioos #.que w 6 n - m % s ~ ~ ~ r i ; ñ ~  L6audiaron 
esta cuestión de los principios fundamentales de 1a Geome- . 

tría , fu6 el insigne Leibnizt. Definió el plano-después de 
haber estudiado la esfera-como lugar de los puntos equi- 
distantes de dos, y la recta como sistema d e  los que equi- 
distan do tres, si bien la consideró tambien como línea cuyos 
puntos no se inueven cuando se  fija dos de ellos : pero m&s 
frecuente es en 81 caracterizar estos dos conceptos  primario^ 
de nuestra inteligencia, imposibles dadefinir con todo rigor' 
como superficie -y línea* que dividen al espacio y al plano 
en dos partes congruentes. 

Esta propiedad no es exclusiva de la recta. Leibnizt 11%- 
ma figuras congruentes tl las que son iguales y semejaritss, 
B las idénticas, Q las superponibles, h las que se pueden sus- 
tituir bajo todos couceptos; iguales son para 61 las equiva- 
lentes, las de igual longitud, Acea 6 volumen, las de la mis- 
nia magnitud intensiva; semejantes las de identiea forma: 
de ahí la posibilidad de concebir líneas curvas que deter- 
minen en el plano dos regiones congruentes. 

También se propuso el ilustre lnatemktico y filó~ofo de- 
mostrar el postulado de las paralelas; pero 6610 hizo repetir 
algunas demostraciones de Proclo, nada. convincentes. 

Por la misma época en que se divulgaron los escritos de 
Leibnizt sobre esta materia, esc~ibi6 Staudt su Geometría de 
posición. Ningún libro más conciso, ni más rigoroso en la 

- 

exposición de los principios, 
Definida la recta coino línea determinada por dos de  sus 

puntos; estudiada la radiación de rayos y medioa rayos,  y 
las superficies cónicas siinpIe y completa; y establecidos los 
caracteres diferenciales entre las de órdenes par é impar; 
define el 'piano coino superficie cónica de este dltimo orden, 
cuyo centro estS en uno cualquiera de sus puntos. 

Los postulaclos del plano resultan así corolarios de sus 



antilogos en la superficie cónica. De que un vayo de una  
radiacihn que tiooe un punto sobre la falda de un espacio 
angular, se halle por coinpleto en dicha falda, resulta que 
una recta determidada por dos p~intos do un plano está por 
entero situado en 61: y como dos siiperficies chicas; de or- , 

den impar y del mismo vórtice, se cortan en un número im- ' 

par de generatrices , dos planos tondrhn coinún una sola 
recta, por lo clial se llwmarQn superficies de prjmer orden. 

El rigor en la exposición de los principios, permite S 
Staud abordar con facilidad cuestiones antes reservadas a l  
anklisis infinitesimal. Bastarh citar como qj emplo el estudio 
que hace de los elementos singulares cn las curvas planas 
y alaboadas. 

Aunqiie las tentativas para deniostroi el postulado d e  
Euclides siguie~ou hasta la &poca de Gsuss, ya el italiano 
Saclieri en 1733 pretendió exponer la Geoirietría, prescin- 
diendo no solo del postulado de las pai-alelas sin6 tambión 
de los de la recta. Fué así un verdadero preoui*sor de Lobat- 
chewski, Bolyai y Rieinanu; pero no influído todavía por las 

, 

tendencias filo~óficas de la escuela sensualista, se empeñ6 
en destruír con sus plvopias manos la obra que lisbía le- 
vantado. 

Comenzaba por suponer en el plano un cuadrilhtero 
ABCD con dos Ltngulos rectos en A y B y otros dos C y D 
iguales entre sí, respecto de  los ciiales hacía lafi .hipótesis de 
que fuesen rectos, agudos h obtusos, equivalentes B la Eu- 
clidea, 4 la del ge6rrietra ruso y tí la Rimanniana; pues lo mis- 
mo que Qstas llevaii á las conclusiones de que la suma de los 
Qngulos de un tri&ugulo es igual, menor 6 mayor que dos 
rectos: pero fundándose en proposiciones que suponen la 
infinititd de la recta, destruía la hipbtesis del ángulo obtuso, 
k incurriondo en otras contradicciones probaba la falsedad 
de la del 6ngulo agudo. 

¿os inútiles esfuerzos de Legendre para demostrar el 
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do las paraleIas, convencieron:á Gauss.de la.impo- 
.sibilidad de demostrarlo: así lo *expresa jan s u s  icartaslrL 
Bessel, Bolyai y Schurnaquer; pero la prioridad eu la idea 
de una geometría sin el ,postulado, corresponde ral nuso 
Lobatchewski. 

Suponed ,en un plano una recta y un ,hngiulo aooto que 
g i ra  alrededor de su vbrtice: cuando uno de los ,lados del 
hngulo haya venisdo ..A ser  perpendicular >S \la recta, ,el otro 
no .podr8 encoutrar.á hsta, .porque.& ello se opone el.-teocema 
en virtud del cual no es :posible trazar-dama :recta .mile que 
una aola peypendicular por iun punto. Es para unos intuitivo, 
gue todos los rayos de haz del cual forma parte o1 ángulo 
dado, menos aquel á que acabo de referirme, encuet~trsn B la 
~necta propuesta; iiiientras que siendo para otros una ilusión 
de los sentidos semejante propiedad hipotética 6 iudemos- 
trable, afirman la  posibilidad intelectual de suporiel. la exis- 
tencia de una infinidad d e  rayos que, adeinAs del referido,.no 
encuentran A dicha recta, todos los cuales se hallan com- 
prendidos en un Lngiilo plano coinpleto, adyacente de aquel 
que contiene las rectas secantes. Los lados comunes de  am- 
b o ~  Sngulos, límites que separan los rayos que cortan de 
aquEllos que no cortan B la recta base, se dicen paralelos.& 
ésta; 7 el hngulo que forman con la perpefidiculür trazada 
por el centro del haz, á dicha baae, Bcgu!o de  paralelismo. 
Estas consideraciones son las que si~-ven de base nl sistema 
de Lobatchewski, mha general en el orden dc  ltis ideas que 
el de Euclides, al cual viene ií reducirse, si se supone el 
iiilgulo de paralelismo igual á 90". 

Biiacando la interpretación de esta Geoii~etrin no Euclí- 
dea, escribió Reltrami una liermosa Memoria, ya agotada, 
que dedic6 al estudio de una superficie llamada pseudo- 
esférica, cuyas probiedades en el espacio Enclideo', son 
iddnticas á las del plano de Lobatchswski: la conscrfación 
del carActer de pniqalel ismo para un punto cualquieipa de una 
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linea geodhsica, y la reciprocidad del mismo para dos rectas! 
cualesquiera, se verifican en una y otra superficie; la suma 
de los Augnlos de un triángulo no puede exceder á dos rectos 
ni en iiilo.ni en otro caso, y si en una sola figura alcauzara 
este valor, lo propio sucedería para todas las demAs. 

Bolyai en 1832, sin conocer las especulaciones de Lobat- 
chewski, y exponiendo sin duda puntos de vista de su padre, 
que vivió en íntima relación con Gauss, comenzó, como Leib- 
nizt, el estudio de la Geometría por In esfera y el círculo, 
Sus puntos de vista coinciden con los del geómetra ruso e n  
cuanto que ninguno de los dos parte del concepto de dis- 
tanci a. 

Se puede ir todavía inás allh en la discusi6u de los prin- 
cipios filndametitales de la Geometría: se puedo dudar de 
los postulados de la. recta; afirmal. que ni 1 : ~  infinitud de la 
misma, ili su propiedad de estar deter~i~itlada por dos puiltos 
tienen para nnes tro espíritu carticter de necesidad, que si 
este último postulado se verifica dentro del catnpo de nuas- 
tra observación podría no cunlplirse fuera de 61; que la recta 
sin perder su carácter de tal podría cerrarse cbnio se  cie- 
rra la trayectoria aparenteineilte rectílinea seguida por uno 
de  esos viajeros que dan la vuelta A nuestro planeta; que 
la distancia entre dos pililtos no puede crecer indefinida- 
mente, que tiene un límite mdxitno rnAs allb del cual no 
puede pasar; que dos seginentos rectilíneos pueden en cior- 
tas cozldiciories compreiider una porción de plano; qiie dos 
rectas se encuentran en dos puntós llaznados opuestos por 
donde pasan infinidad de ellas perpeiidiculares todas Q una 
misma. 

Los que siguieiido & Riemann fundan la Geometría en 
estas l-iipótesis, tan opuestas tí, cuanto la intuición nos dice; 
demuestran que la suma de los Bngulos de u11 triángulo 
no puede ser inferior dos hngulos rectos: la trigoiioine- 
tría plana es idéntica á la esférica; las rectas, líneas geod6- 



sicas que miden l& mínima distancia entre dos puntos ; los 
planos, superficies de Srea mínima entre todas las que tie- 
nen un mismo contorno, y de curvatura constante., puesto 
que una figura cualquiera puede moverse en ellos sin defor- 
1naci6~. 

Llevados del entusiasino los pai.tidarios de estos uiievos 
artículos de fe geométrica, sostienen que nuestro espacio 
podría ser esfbrico, homaloidad 6 plano, 6 pseudo-esfbrico, 
y tener propiedades variables en sus diferentes puntos y 
los distintos inomentot~. Tan convencidos e s t h  de qile el 
espacio es un objeto de sensaci6n directa, visible y palpable, 
que le atribuyen una ciirvatui.a, como & las superficies, la 
cual, aunque constailte en la regi6n explorada por nosotros, 
como lo demuestra la movilidad (le los sisteinae invariables 
y la posibilidad de superponer do8 figuras congruentes, po- 
dría variar con el tiempo eu un  inisrno lugar y tener valores, 
desiguale8 en un instante cualqiiiera y ensdiferentes lugares, 
ni m 6 s  ni menos que una hoja de papel puede quebrarse, 
1-etorcerse y afectar formas muy distintas en cada uno de 
sus puntos. 

Los rn8s  sensato^ de los pangeórnetras se limitan & afir- 
inar que le curvatura del espacio-nuuque constsnte-pue- 
de ser positiva como en el plano de Ricmann, negativa corno 
en el de Lobatchewski 6 nula coino el de Euclides: solo la 
Astronomía, segGn ellos, puede decidir cu&l de las tres hipó- 
tesis es 1% verdadera; pues la Geometría diferencial es la 
misina para los tres sistemas, y las demAs ciencias experi- 
mentales operan en un campo muy limitado frente {L la irn- 
mensidad del espacio. 

La cauaa de esta dificiiltad se halla en no haber visto 
que todo procedimiento ded~~ct~ivo supone una referencia, 
en úl.timo t6rmino , A ciertas coiistantes primarias  dada^ por 
el espíritu y no por la experiencia: u n a  de estas constaiites 
es en Geometría la+ línea recta 6 simple dirección. 



Todo postulado geométrico contierie un elelncnto intuii 
tivo y una determinaci óii intelectual. La propiedad funda- 
mental de la recta supone la definición de  ésta, bien dikcil. 
de  dar por cierto: el postulado de las paralelas exige la del 
paralelismo que envuelve el coiicepto de lo infinito, suma- 
mente embarazoso en los ~r incipios  . Este elemeilto ideal, 
cuyo ca1.8cter necesario no quieren reconocer los pangeóme- 
tras, impide siiponer la recta cerrada y el espacio finito 8 
ilimitado, porque ni esa línea geodésica de Riemaiin es la 
recta que todos concebimos, aún antes de e~ tud ia r  Geome- 
tría, ni  esa superficie d c  cuivatuiva constante cs el plano 
cuya nuciún esth eri todas las iiiteligoncias. I-la recta Itiinau- 
niana ser8 en realidad iinn línea curva imposible de con- 
bir; pues ni tendi4 tangentes iii iiormales, que soii líneas 
~.ect,zs eii el verdadero sentido de la palabra y iio pueden 
tiSasarse e11 nuest,i.o espacio, como no se  puede tl.:~zar en una 
siiperficie curva lífieas dc  cualquier grado de curvatura. 
Qiiizl\, se  conteste, nceptaiido 12 i,c?aliclad objetiva de la ciiar- 
tn dimeilsión, que ucliiellas tangciltes y norinrtlcs estáii fuera 
de il~iestro espacio; pero el espacio rnúltiplcmente exteuso 
del insigne discípulo de Gauss es del todo inaceptable, como 
OS probaré m8s adelante. 

Todavía es in&s difícil de imaginar el espacio pseudo- 
esfhrico de Beltrnini. Aíin admitiendo con Helinholtz, que 
jniageil de un objeto es la represeutnción coiíipleta 6 inte- 
gral de  todas las impresiones selisibles que la cosa imagi- 
nada produoiría en nosotros , cossidernda. bajo todos siis 
aspectos y segdn las leyes cle los órganos de nuestros sen- 
ti dos, no se coinprende q ~ i Q  coi~secuencias pueda11 sacarse 
de la proyección sobre una esfera, cuya superficie corres- 
ponda ,S los puntos iiifinitatilerite !?janos del espacio do cur- 
vatura negativa, tan iugeriiosamciite estudiado por el sutil 
geómetra italiano. Si el arte consigue por medio de una pro- 
yección, heclis coi1 arreglo ¿\ los principios de 1s psrspec- 
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tiva, evocar el recuerdo de las beIlezas naturales y levantar 
como f i l a  voz de misterioso conjuro los 'person?jes de la 
historia, es porque ú. la vista de uo cuadro asocianios las 
impresiones visuales con las sensaciones tactiles que 'forman 
en nosotros la idea de 1s tercera dirnensi6n; pero el metodo 
de las proyecciones no puede servir para trazar en  el espa- 
cio general formas de la extensión, que no son dados á co- 
nocer por los sentidos. 



En el apncio tie n rlir>rar~sioncs, el 
 lugar^ de cada punto pitedc ser. cleter- 
lninndo por. la rneclida de n magni- 
tudes. 

HXL~JOLTZ. 

E dice que un grupo de objetos, A los cuales s e  llama 
r elementos del mismo,, es respecto de éstos de una 

sola'dimensión, cuando cada objeto solo tiene uno que 
le precede y otro que le sigue, El grupo puede ser inde- 
finido en un seiitido 6 en dos; carecer de prinlcro y de 
i'lltimo elemento, (5 de ambos; puede ser contiiiuo 6 dis- 

, continuo. Las sories rectilíiieas, los liaces do rectas y los 
haces de planos son sistemas uilidimen sioilalos : las séiies, 
grupos abiertos, cuyo elemento fiiridamental es el punto; los 



haces grupos cei*i.ados, cuyo objeto tipo. es el plano 6 la 
recta. 

Uva totalidad do objetos constituído con grupos d e  una 
,sola dimenilión, coino óstoil lian sido formados con el objeto 
tipo, es lo que se Ilailia un sisteinn de dos dimensiones. Son 
forinas de esta c l a ~ c :  el plano de puntos, engendrado por l a  
rotación de una serie rectilínea alrededor de  uno de sus  ele- 
me~itos,  y el plano d o   recta^, hrinado por u11 haz cuyo vér- 
tice resbala B lo largo de uu rayo; la radiacióii de  rectas, . 

engendrada por iin haz cuyo plano gira alrededor d e  un 
- rayo,  y la radiación de planos fo~.mada por un haz cuya 
arista gira en un plaz~o alrededor d e  un punto. 

Llaino plano cte puntos al sistema cle todos los puntos de  
una forma plana, y plano de rectas al conjunto de   toda^ las 
rectas de  la misina; 1.adiación cle rayos al sistem:~ de todas 
las iSectae de unn fcwma radiada, y radiacibn dc plauos al 
coi~jniito de todos los planos de ella. 

Al considerar en el plano el punto como elemento finda- 
mental, la recta viene h ser forina derivada, base d e  una se- 
rie rectilínea; mas si ee niira la recta conio elemento tipo, 
es el punto fbrina secundaria, vértice cle u n  haz de  rayos. 
Otro tanto puede decirse de las rectas y planos d e  una ra- 
diación. 

Una forma liiioal 6 de una sola dimensi6n respecto de  
otra de dos dimeusiones, e s  un  sisteina de tres dimeusiones. . 

El  espacio puntual, originado por un plano de puntos que 
gira alrededor de una do sus rectas, y el conjunto de todos 
los planos imngiilnbles engendrado por una radiacidn de 
planos cuyo vértice resbala sobre un  rayo, son formas tri- 
diinensionales. 

En  .genoral, u n : ~  Soi.ina de una dimensión respecto de  
otra de  ? z - 1  dimensioiies, es un sistema enedixnensional. 
Las rectas del espacio forinaii un grupo de cuatro dimen- 
siones : para ei~geiidrnrlo, es preciso que el v&rt,ice una ra- 



diación .de rectas, resbale scibre un r&po, y el ei~lbma de Qnes 
dimensiones, así foornnado, gire. alredador del centro da b 
forma radiada *primitiva, en :un plano de la misma : as1 re- 
sultan .construídas todas las ,rectas que contan á -un :plano 
dado, todas las posibles. 
- Este sistema tetradimenaional contiene otros de tres di- 
mensiones, constituídos por todas las rectas que cortan A 
una línea cualquiera plana 6 alabeada, y diferenciados entro 
sí.por el grado de la ecuación que liga las coordenadas de 
cada una de sus rectas: esta8 coordenadas son las constantes 
que determinan las dos ecuaciones de una recta en el aiste- 
ma c~rtesiano. Entre tales sistemae merecen especial men- 
ción los formados por rectas que cortan & una fija: su orden 
es el segundo. Ellos dan un sistema bidimansional cuyos 
elementos son las rectas qiie cortan á dos de  posicic',ii ii~va- 
riztble : las ecuaciones de las variedados tridiineiisiouales 
cuyas directrices son las dos rectas  dada^ , detertiliuan aua- 
líticamente el sistema. Dc igual modo se  llega S un grupo 
unidimensional dado por rectas qué cortan B tres fijas, y 
que, corno se sabe, forman un hiperboloide. Cuando dos de 
estas rectas están en un plano, el hiperboloide se reduce & 
un haz : s i  lo e s t h  las tres, á una forma plaua. 

Si á las tres ecunciones que relncionau las coordcnsclas 
de iin elemento de una variedad lineal en un espacio de  cua- 
tro dimensiones, se añade una relación inás entre las coor- 
denadas, y otra magnitud nueva que vendr6 así & ser fun- 
ción de ellas, se podrá explles.ar cada una de Bstas por medio 
de  la variable introducida. Esto es lo que caracteriza un 
grupo unidirnensional. 

Como en el espacio de puntos una superficie cerrada es 
un lugar geo~nktrico que limita un cuerpo, puede ta~nilbien 
aquí considerarse el sistema tridimensional cerrado, con10 
limite que separa todas las rectas imaginables en dos por- 
ciones distintas. Estas son para una variedad formada por 
todas las rectas que cortan á una curva plana alg6brica : el 
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grupo de las que atraviesan el plano en el interisr de Ia opr- 
va, y el de las que lo cortan en el exterior. . 

El estudio de los. diferentes sistemst~ de  rectas , de  tres 
.dimensiones, que pheden imagiuarse en el espacio , no 88 
propio de este lugar. Lo dicho basta pera que veais cómo 
pueden interpretarse geomktricamente los espacios analíti- 
cos é ideales de cuatro dimensiones, 

No presenta mayor dificultad la interpretación de siste- 
mas m4s compIicados . .Si la elección de la recta para ele- 
niento tipo nos ha permitido hacer .intuitiva la cuarta di- 
mensión, curvas de un orden m8s elevado, servirhn para 
formar sistemas con mayor número de dimensiones. 

Es sabido que la ecuación de una cónica contiene cinco 
constantes arbitrarias , necesarias y suficientes todas ellas 
para determinar la curva . Así, el conjunto de todas las cur- 
vas de segundo orden irnaginables en un plano, forma u n  
sistema de cinco dimensiones . Entre ellas, las que tienen 
cuatro puntos comunes, reales 6 iinagiuarios , forman un 
grupo lineal, que nuestro maestro , el sabio catedhtico de  
Geometría descriptiva de la Universidad Central, Sr. To- 
rroja, llama un haz de cónicas : la ecuación de Rste contiene 
un parhmetro arbitrario, del cual son funciones Ias coorde- 
nadas de una curva cualquiera del mismo. , 

Las cónicas imaginables en todos los planos posibles 
serán la representación goometrica de un espacio de nueve 
dimensiones : otras tantas cantidades necesita cndti. una de 
ellas para su completa deterrniaación: tres que fijan el plano 
en el espacio y seis que determinan la curva e n  su plaiio. 

Otro sistema de nueve dimensiones , distinto del ante- 
rior puede imaginarse, constituído por todas 1:~s cuQdricas 
posibles , cuya ecuación general contiene nueve constantes. 
arbitrarias. El grupo lineal lo forman aquí todas las cu8dri- 
caa que pasen por la misma cónica real 6 iinaginaria , y foi-- 
mnn un haz de superficies de segundo orden. 

El estudio de las relaciones mktricos en estos sistemas,. 



lo realiza Riemann de una manera abstracta y un tanto os- 
curri . ~ i i n c i ~ i s  poi* suponer que la  longitud 'de una línea. ó 
sistema unidimensional es independiente de la posición, lo 
cual es afirmar la posibilidad de superponer dos grupos 
identicos y determinarlos numéricamente. Así en. la totali- 
dad de rectas quc hemos considerado, un lingulg plauo 6 
una superficie cónica , se miden por inedio de otro Angulo. 
Demuestra después que la fórmula según la cual el elemen- 
to diferencial de longitud es la raíz cuadrada de la suma de 
los cuadrados de las diferenciales de las coordenadas, es la 
más seucilla de cuantas responden á las condiciones do1 
problema, y lo admite para definir la extensión de una líuea 
en uu espacio cualquiera. 

Desde luego puede decirse de este metodo segiiido por 
Riemann para establecer los fuildarneutos de la Geometría, 
que es vago é indirecto : seguro que de no liaber couocido 
el teorema de Pithgoras, por cuyo medio se expresa en el 
espacio ordinario la longitud del elemento lineal, no se 
hubiera octirrido al ilustre discípulo de Gauss la hipótesis 
que sirve de fuiidaineiito d su estudio de las relaciones iné- 
tricas. 

Las demLLs afirmaciones de su  Memoria son oscuras y 
difíciles de interpretar : que la naturaleza del e~pacio  debe 
de ser deducida de su  concepto; que la formación de éste 
supone la subordinaci6u A otro rnhs elevado: es tal concepto, 
el de una cantidad inúltiplemente extensa, lo llamado por mi 
sistema de n dimeurjiones que , según é l ,  comprende al de  
espacio, como la especie a.1 gériero; determinado el núinero 
de estos sistemas toca Q la experiencia decidir cuSl de ellos 
está representado por el espacio que revela en nosotros el 
mundo conocido. 

Riemann no dice lo que son los conceptos, ni cómo se 
forman y entran en la inteligencia. Afirma, es cierto, que 
los de cantidad solo son posibles cuando existe un concepto 
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geneksl que admi te difeienibs especi8linrarpioneQ ; pero no 
indica cubll err llzl na~tu~alma ni el. arig& dir$eb;. 

' 

La asouridsd de esta* doot~ina dw que intenha 
deducir lsa dimensiones del eapacio de. las leyes del pensa- 
mienta , problema, q,ua ,. como* observa Gra~mann , noi tiene , 

solución. €&e las- Suqciones de una y das vaciables indepen- 
dientes tengan una interpretación geom6bica en cao~dena- 
das puntuales,. no prueba que puedan tenerla las? d ~ +  mayor 
uiíqgao de variables,. 



Si se agregara al espacio rina 
cuarta dimensidn, podria inwrtirse 
ztrm super.ficie cor7*acEa sia ron~perla 
ni estirarla. 

~ s p u h s  de haber establecido en el orden abstracto 
dad intelectual de un  espacio con más de 
nes, se ha pretendido demostrar, por me- 

de la experiencia, la realidad objetiva de una cúar- 

e l  mundo en que vivimos-se dice-pudiera muy 
bien pertenecer 51 un espacio de cuatro dimensiones 

que lo rodeara por todas partes, coino un plano pertenece 
éi. nuestro espacio tridimensional eu cuyo seno estB sumer- 
gidb; Admitid eato, y supoiied que existie~ari seres de dos 



dimensiones, cuya ioorada fiiese. uiia supo~ficie; que las vír- 
genes d e  Mutillo y los guerreros y borrachos de Velázquez 
tuvieran vida; sensibilidad 6 inteligencia; que ~iin abandonar 
los  plano^ de siis cuadros se  agi~aran y adquiriesen por 
medio de los seiitidos la iiltuicihri del Universo plano en 
que moran, y con el auxilio de sil razón los conocimientos 
todos de nuestra Geoinetibía plaua ; que abstrayéndose, y afin 
cuando no pudieran imaginar la tercera dirnensióii , crearan 
nuestra Geometría del espacio, adinitieudo en ella cuantas 
proposiciones no se opusieran A los priucipios de la 16gica, 
y comprendierau , como caso particular , las que para ellos 
tenían carkcter intuitivo. Estableced la analogía entre e ~ t o s  
sere8 hi patéticos-cuyo rnuiido reyi-eseiltau los mapas geo- 
gráficos-y nosoti-os, y teiicireis Itl base en  que se apoyaii 
cuaritos pretenden colistitnír eleinei~t;~Imeiite la Geometría 
del hiper-espacio , y esplic:ir los f'oiiónienoe de las ciencias 
físicas por. uiedio de  !a cti:~i.in cliiiieiisi6n. 

Así coino eu u n  plano exis to ,  sobre nria recta y por un 
punto, uila sola perpeiicliculi~i. ;(I el la ,  y eii el espacio iritui- 
tivo, iio hay tampoco ~nAs que unri l~erpenclicular á un plano, 
la cual contenga un punto dado; cu el espacio de cuatro di- 
mensiones, que contiene dent1.0 de sí infinitos universos de 
tres, corno cada uno de estos contiene infinitos planos, se 
admite, generalizando, que uri punto determina una perpen- 
dicular y solo uiia, B un sisteirin tridimensioilal: y asi como 
la perpendicular A un plano lo es todas las que pa,san por 
su pie 6 punto d e  encuentro coi1 dicha superficie están 

. situadas en ella, así la recta que encuentra ortagonalmente 
al Universo habita do por riosotros, forma también ángulo 
recto con todos los rayos de la radiaciiSu cuyo vbrtice es el 
úuico punto visible de la línea ideal. Esta e s  además perpen- 
dicular B todos los plimos irn:igiilables en la radiaciún con- ' 

siderada. 
Aplicada la g-eiieralizaci61i eii o s t n  fbrma, se admite la 

exi~teiicia de uiiiversos p:~ralelos al iiuestro , coustituído s 



por piiutos equidistarites del tnuudo que habitamos; se  afir- 
ma que do8 espacios tridimensionales tienen nila superficie 
común, la cual será plausl cuando los .espacios sean homa- 
loidales, como dos superficies se cortan aegfin una línea, 
recta cuando las superficies son planos; se mide eI Bngulo 
de dos universos por el de las perpendiculares trazadas aI ' 
plano comiin en uno cualquiera de su puntos. 

Los procedimientos ordinarios de la Geometría descrip- 
tiva, se extienden también al espacio de cuatro dimensiones. 
Tiene esta ciencia por objeto principal obtenor , sqbre una 
hoja de papel, la proyección de un cuerpo , jr producir en 
iiosotros , por inedio del dibujo obtenido , lci impresión del 
objeto represet~tado. 

Si nos fi-jamos en qiie el dibujo no tiene inds qria dos di- . 
mensiones , compreudei*einos cómo un ser plano puede eje- 
cutarlo, sin salirse de su inorada, y con los medios de que  
dispone. Podría , por ejeinplo, hacer 1% perspectiva de un  
cubo con sólo trazar dos cuadrados, y i i t i i i .  sus vértices, uno  
A uno, por inedio de 1-ectas. 

De igual modo, para terier en nuestro espacio la proyec- 
ción de' iin cubo tetradi~ilensional , deboremos cojer dos 
exaedros ordinarios y unir sus vértices. El  cuerpo construí- 
do serB la representación bilscada, que si bien no 
darilos la intuici6n del objeto, porque para ello deberíamos 
mirar 1% perspectiva dosde u n  punto del espacio tetradimen- 
sional, contemplando así no s61o la ,superficie sin6 también 
el espesor, nos enseñarh algunas de sus propiedades: sabre- 
mos que tiene diez -y seis vértices , treinta y dos lados y 
ocho caras, compuestas cada una de un cubo. 

No 5610 el cubo, si116 todos los poliedros regulares posi- 
bles en el espacio de cuatro dimeiisiones , han sido calcula- 
d o ~ ,  y constr~iídas siis proyecciones. Para ello nosotros ne- 
cesitainos tallar los cuerpos que las repi.esentan en piedra 6 
iiladera , 6 moldearlos eil yeso , 6 determinar sus vkrtices y 
aristas por medio de hilos de secin y alambres ; pero un ser 



d e  cuatro dimensiones obtendría el ,mismo resultado coq:~un 
sirt-iple dibujo, como nosotros llevamos á caborcon e l  ;pincel, 
.la regla y el comphs , lo que un ser plano no"podda,formar 
,sil1 el auxilio de todos los inedios necesarios "para construír 
:un edificio. Podríamoa decir que nuestros pintores ~ o n  es- 
cultores de dosdimensiones , y nuestros~ascu1t.tdres ,pintores 
tetrad imensionales. 

,Siguiendo 4 los pangeómetras en sus ensueños , $sería 
.posible estudiar la perspectiva tetradimensional y enunciar 
(las leyes de ella, en los inisinos términos que usafía un  pro- 
fesor de cuatro dimensiones. 

Ké aquí c6mo se expresaría este ser ideal é inconce- 
bible: 

(( La Geoiiletría descriptiva se propoile la representaci6n 
de los objetos, por medio de sus proyccciones sobre dos es- 
pacios tri di ~iiensionales 6 universos , perperidiculares entre 
sí. Se obtienen estas proyeccioiies, ba.jarido perpendiculares 
desde los puntos del objelo que se trata de representar á 
cada uuo de los universos do proyeccibiz , llainados horzion- 
tal y vertical. 

La  inteisecci6n de estps dos universos es  un plano lla- 
mado;plano de tie7-lla, A fin de poder reprosentar las dos pro- 
yecciones sobre nuestro papel, el cual no tiene m&s que t res  
dimensiones, se supone el universo vertical rebartido alrede- 
.dor del plano de tierra sobre el universo liorizontal. 

Soa P el plano de tierra : cada punto A tendrá dos pro- 
yecciones a y a',  situadas sobre una rnisina perpendicular 
al  plano de tierra: a es 1s proyeccihn horizontal, a' la  pro- 

, yección vertical del punto A.D 
Así se podría cout in~~ar  la exposición de  la Geometría 

descriptiva, y entretenerse en hallar la interseccidn y las 
sombras geoinétricas, de los ciierpos de cuatro dimensiones. 

No e010 el sistema ideado por Monge, sin6 tambibn el de 
la perspectiva lineal ó proyección cóuica , el m8s científico 
de los sistemas de represenCsción, puede generalizarse. 



Para tener #.la pelwpectiva..de un !objeto, !desde u~ :cen.tri 
dado ,sobre la cua1ta*dimensi6n, se une Bste, donde se *supo- 
ne -situado el ojo del $observador, con los diferentes puntas 
del cuerpo representado, y la radiación de segunda especie 
deteiniinada ,se corta por el Universo que habitamos , sobre 
el cual podremos construír la perspectiva deseada. Este será. 
el ,cuad?*o : perpendicular á él se supone al geonzet?*al, en e1 
que :esthn situados los objetos : la intersección de ambos, 
uno vertical y otro horizontal, para los seres de cuatro di- 
mens'iones, es elplano de Eie~ra . El pie de la perpendicular 
bajada sobro el cuad?*o, desde el punto de vista, es el pun'to 
przizc@al, que podremos construír materialmente. Un espa- 
cio de tres dimensiones, trazado por el ojo del observador, 
paralelamente al geometral, determinarh en el cz~ad7-o el pla- 
no de ho~izonte paralelo al de tierra y que coritierte 01 punto 
principal. 

La preparación del cuadro no presentar& dificultad. Eas- 
tar$ cojei un cubo, .vaciarlo, trazar en 61 dos planos horizon- 
tales que representen al plano de tierra y al de horizonte, y 
fijar sobre este último el punto principal ; como basta par& 
hacer un dibujo ordinario, tomar un cuadrado de papel, tra- 
zar en él dos rectas paralelas que represeilton la línea de 
tierra y la de horizonte , y marcar en ésta la preyacci6n dcl 
punto de vista. 

Dispuesto el cuadro, la perspectiva se construye por los 
procedimientos ordinarios, teniendo en cuenta las reglas si- 
guientes: 

1." La  perspectiva de una recta es o t ~ n  ~ v e c t a ,  iilitersecci6n 
del plano determinado por la primera y el qjo del observa- 
dor, con el cuadro. 

2." L a  perspectiva de un plano es ot~opZuno, determinii- 
do por la ~adiaei6n que proyecta el primero desde el punto 
de vista, la cual llena por completo un espacio dc tres di- 
mensiones, al ser cortada por el universo del cuadro. 

3.* L a  pe~spectiva de rectas pa?-alelcm se compone de ?.ec- 
6 



tus  concurrentes en un. punto ,?Lamado de figa. Estas son las in- 
tersecciones del cuadro con planoa proyectantes de las pii;- 
meras, los cuales se  cortan todos según una  misma recta 
que pasa por el centro de proyección. 

4." L a  perspectz'va de planos paralelos se compone de pla- 
nos que pasan tocZos pov una misma' zqecta , Llamada de Juga. 
Estas son las intersecciones del cuadro con los universos 
proyectantes de los primeros, los cuales tienen común un 
mismo plano que contiene el punto de vista. 

La resolución grAfica de un problema mechico se hace, 
en el dibujo, aplicando los principios de la Geometría des- 
criptiva, y determinando 1s posición de los cuerpos, por me- 
dio de un sistema de tros ejes, que si bien son rectangula- 
res en el espacio, forman diferentes Angulos en el papel. El 
mismo procedimiento puede adoptarse para la resoluci6n de 
problemas de esthtica , dintiinica y ciuemática , con cuerpos 
de cuatro diniensiopes ; pues si bien no podemos imaginar 
cuatro rectas que pase11 por uu punto y sean perpendicula- 
res dos A dos, es posible referir el inoviiniento de un objeto, 
en proyección sobre el Universo, k tres ejes que ,  sin formar 
ángulos rectos, sean las aristas de un cubo tetradimensional 
proyectado. 

Los procedimientos ordiuarios sobre la composición de 
fi~erzas serltn en un todo aplicables; y la cinemática dar8 re- 
sultados sorprentes, haciendo ver 1s libeytad y arn pli tud de 
los movimientos en un espacio con mLLs dimensiones que el 
nuestro. Si el número do bs.tas es cero, el sistema conside- 
rado es un punto, y ningbn, movitniento es posible : si s l  es-  
pacio es  de una sola dinielisión , y rectilíneo 6 de primer 
orden, no tendrltn los objetos ni5s movimiento que el de 
traslación h lo largo de la recta que los contiene, el resbala- 
miento únicamente serk realizable, la rodadura no existir& 
en un mundo tal: si el sistorna en ostildio es de dos dimen- 
siones, y además plano 6 de curvatura constante, el traspoi- 
t e  de las figuras se llar9 sin deí'orinación; una circunferencia 



podr4 ser trasladada de un lugar ii otro, 6 bien rodar sin 
resbalamiento sobre otra línea; dos de sus puntos bas- 
tarán para determinar su posición en un instante cualquiera, 
porque fijada la recta que ellos determinan , no será posibls 
imprimir á la circunferencia un movimiento de rotación sin 
sacarla de su plano. Si el cuerpo es de los que existen en 
nuestro mundo, la traslación, Ia rodadura, la rotación alre- 
dedor de iin eje y los movimientos epicicloidales son posi- 
bles, determinhndose la posiciln de un cuerpo por la de , 

tres puntos: mas en el espacio de cuatro dimensiones, un 
cuerpo' puede girar en torno de una recta, realizando un 
movimiento de rotación, que sería comparable al de una .es- 
fera, cuyo centro tan s61o estuviera fijo: los carrusjes tetra- 
dimensionales tendrhn, pues, ruedas qu'o se moverán de esta 
manera concebible, aunque no realizable, para nosotros; se- 
rán, sin duda alguna, m6s seguros que los nuestros; no obs- 
tante la mayor libertad de sus movimientos. 

Esta mecánica original permite componer fuerzas que 
actúen según la cuarta dimensión, sirve para interpretar los 
fenómenos físicos y químicos, y permite exponer una nueva 
concepción mecánica del calor, que lleva 5L considerarle como 
causa de la luz,  de la electricidad y de la  combinación quí- 
mica. 

Tan solo á título de curiosidad voy B presentaros tan ex- 
traña teoria; pues por m&s que Veronesse afirme la conve- 
niencia de estudiar elementalmente, y de un modo intuitivo 
y pr&ctico, la Geometría del hipor-espacio, creo que, iIznica- 
mente con el metodo analítico y mediante las representa- 
ciones geometricas que brindan los sistemas do curvas y 
superficies, pueden comprenderse y aceptarse sin repug- 
nancia por filósofos y matem&ticos, tan abstrusas teorías. 

Se principia por atribuír los diferentes estados de los 
cuerpos h fuerzas extrañas B nosotros, que se ejercen ~iobre 
el medio en qiie vivinioe. Si una gota de agua, se dice, 
cayera sobre u.n plano perfectamente horizontal, y bajo la 



acción de la gravedad se aextendiera, ,en todos, esntidos $, eje- 
ciendo presión sobre uua línea cerrada que le impidiera 
dilatame ; y si un se]: de dos. dimenaionea observara estos 
efectos, colocado de pie en lac circunferencia de. un círculo 
que le atrajera hacia su centro, atribuiría al líquido laa pro- 
piedades de iin gas ,  porque le vería comportarse como tal; 
mas si el recipiente, del cual ae ha vortido la gota  d e  agua, 
fuese atravesado de arriba á! abajo por el espacio: plano del 
observador citado, el cual al levantar los ojos conteinplaría 
sobre su cabeza el líquido adaptdndose al vaso, tomando su 
forma y presentando una. superficie perfectamente horizon- 
tal y plana, el cuerpo ya no parecería gaseoso en este mun- 
do hipotético, de realización imposible. 

La ley de supuesta analegía entre los seres d e  dos y tres 
dimensiones nos lleva S enirnciar la siguiente proposicibn: 

Un iiii~ino cuerpo ser& líquido 6 gaseoso, segiín que so- 
bre él ae qjerza iina fuerza, perpendicular B nuestro espacio 
6 paralela al inisino. 

El calor se supone que es tambien una presi6n del espa- 
cio tetradilnensional , ejercida sobre el Universo. Esta liip6- 
tesis explica el fenómeno del enfri'mniento de  los cuerpos 
sumergidos en un inedio k temperatura inferior. Acudiendo 
B le  imagen del plano, y represeiitando por tina ,recta per- 
pendicular ii él la intensidad de la prc3si6n-calor, ~opor tada  
por una mol6cula de un  objeto, 1% presión total que obra so- 
bre el misino vendría representada 'por el volumen de un  
cilinclro recto, cuya base fuese o1 cuerpo bidimensioqal con- . 

siderado y la altura el valor constante cle la presión molecu- 
l a r .  La fuerza íntegra tendera fi eiisnnchar el c i l ind r~ ,  y 
como el volnmen ha de permanecer constaute , puesto que 

- 
mide una cantidad de energía y Bstzi, no se pierde, aerd pre- 
ciso que la altura disminuya, hasta liacerae igtial 4 la ciel 
medio ambiente. 

' Adinitido como fuerza' totradiinensional el calor, y ha- 



biendo despr~ndirniesto 6 abaoición de 81 en  toda combina- 
ción química, se impone 18 explicación de Osta. 

Suponed una multitud de rnolkculas planas de azufre y 
hierro : interpuestas las m a s  entre las otras,  nacla mhs fhcil 
que separarlas por procedimientos mecánicos 6 físicos , pro- 
pios de un mundo bidinlensional ; pero colocad las primeras 
encima de las segundas, en el sentido de la tercera diinen- 
sión , y habreis formado un cuerpo, el sulfuro ferroso, dis- 

, tinto de los cornponeiites simples  empleado^^ , iinposible d e  
destruír para un ser de dos dimensiones, por procedimien- 
tos de carhcter intuitivo. 

En el primer caso, azufre y hierro efittlban nncl:i mAs que 
mezclados: en el seguiido, fuerou combinados por la presidn 
calor. Mientras ésta 110 liace ~nSs  que compririiir 1s materia, 
se limita B producir un aumei-ito de temperatura ; pero e n  
cuaiito 1s presión es saficieni;e h vencer In resistencia de l  
medio, y trasportar f~iera de su plano alguiias innlkcnlas 6 
unidades materiaies, para superpouerlns A las otras, se esta- 
blece un nuevo estado de ecluilibrio, y la cninbiriación tiene 
lugar, con un clesprencliiniento de luz qiie es de fhcil expli- 
cacihn. 

Recordad cónio dejando caer una piedra en la superficie 
del agua,  se produce en torno del puiito tocado 1111s depre- 
sión, un vacío circular, que se va ensanchando, seguido d e  
una condensación, cuando las moléculas, primeramente sepa- - radas por el choque, vuelven & juntarse al dosaparecer l a  
causa que las separó; rec0rda.d cómo esta dilatacibn y con- 
densación fiucesivas se propagan en la trauquila superficie 
de un lago, rizandola de un modo :caprichoso y formando 
una serie de ondas que van & chocar contra la orilla; obser- 
vad que al verificarse la combinaci6n de dos cuerpos en un 
plano, la,inateria deberá vibrar de esta manera, y con tanta 
mSs rapidez cuanto mayor sea 1s eiiergia de  la acci6n quí- 
mica; admitid :que en un espacio plniio 1% luz sea un movi- 
miento vibratorio corno en el Uiiiverso; y teudrcis explicada 
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la producción del idn6meno luininoso por medio de' la pre- 
si6n-calor. 

Esta misma fuerza es la causa del movimiento el6ctrico. 
Como la luz es un inovimiento osciiatorio, de vaivbn, qye s e  
trasmite de unas rnol6culas á otras,  sin que haya traalaci6n 
de materia ; la electricidad , en el espacio de dos dimensio- 
nes,  es una rotación de los átomos, alrededor de un eje si- 
tuado en su plano, la cual no puede ser imaginada por un 
ser bidimensional , porque exige el concepto de la tercera 

- dimensión. 
Tal hipótesis explica la descomposición de los cuerpos 

por la corriente elkctrica. Tomemos como ejemplo el agua: 
una fila de moléculas, que va del eléctrodo positivo al nega- 
tivo, en un voltámetro, es una serie de columnitas , perpen- 
diculares al plano del ser imagiilario, formadas , cada una , 
por dos Stoinos de hidrógeno y uno de oxígeno. Una acción 
del espacio tridimonsional , hace girar todos estos sistemas 
molecalares, y coloca aus q j ~ s  eu un mismo plano: la combi- 
nación se ha convertido en inezcla, y 1s fuerza centrífuga de 
la rotación lanza los elemeiltos componentes B los polos del  
analizador. . 

Llevados del entusiasmo y la fe los sectarios de la nueva 
Iglesia metageométrica, no dudan on afirmar que las inves- 
tigaciones de Lobatchewski , señalan una nueva era en la 
historia de la Geometría, y que cuando esto período histb- 
rico alcance su edad de oro, la ciencia geornktrica habrti al- 
canzado su mayor simplicidad, como la Astronomía lleg6 á 
su máximo grado de perfección con el descubrimiento do 
Copérnico. Lo que Copérnico fué 4 Ptolomao, exclama Clifford, 
Lobatchetvslci lo fu6 S Euclides. 

Auimados por estas ideas han pretendido explicar los 
misterios del espiritismo, y considerar como fenómenos na- 
turales, hechos lissta hoy comprendidos en la esfera de lo 
sobrenatural. 

Despues de Crookes, el insigne descubridor de la mate- 



teria radiante, y por indicación suya, Zijllner, profesor que. 
fué do Física astral en la Universidad de Leipzig, estudió 
las manifeetaciones de la fuerza psíquica con el rnedz'um 
Slade ; y refiere que vi6 por dos veces deshacerse las nu- 
dos de una cuerda, estando selladas sus extremidades, hecho 
que había predicho y demostrado inatemhticamente FBlix 
KZein, para un espacio tetradimensional. 

Suponed una cuerda en un plano, sujeta por una de  sus 
extremidades, haced que la extremidad libre gire 360°, y 
habreis formado un lazo de dos dimensiones, ropresdntación 
6 dibujo de un nudo ordinario, que un ser bidimensional 
solo podrá deshacer efectuando en sentido inverso el mis- 

- 

mo giro que sirvió para formarle ; pero que uuo de nos- 
otros desatará F'cilmeute , levautariclo una porción de la 
cuerda por encima de sil plauo y volviéndola colocar on 
Bste mediante una ligera torsi6n : las ini srnas operaciones 
practicadas, invirtiendo el orderi , scrvirLn pare formar el 
nudo cl). 

Estas mismas ideas dan cuenta de la desaparición de  los 
nudos en nuestro espacio, inediailte una f~ierza ejercida 
según la cuarta, dimeiisi6n. E n  comprobación de que el fe- 
nómeno debe de verificarse análogainente & como acabo de 
explicar, Ztillnor cita las torceduras aparecidas en dos CQ- 

(1) Sea  ab la cuerdn; 
a -b 

urbrc'drb'e'  ser^ su disposicidn despues de  formado cl Inzo, 

y. arrb'rc"drrbl'rerr 1:i forma que adoptni.b cuando un seis tridimensiontil haya le- 
vantado la parte superior. 



freas sih fin, anudadas an su prasencia , 'pdr s ~ t b  p r o ~ e d i ~  
mibnto misterioso. Las cofreas tro hubieran aparecido re& 
to~cidaa , dice el profesor olarn&n, si los nudos se hubhran 
fokmado por sopsraci6n de la materia 6 contradiciendo la 
ley de la iinpenetrabilidad. 

Por convincente que parezca esta prueba de la existea- 
cia del espacio tetredimensional, s610 puede aceptarse corno 
válida admitiendo dos postulados : la realidad de los fenó- 
menos espiritistas, que se producen de un modo demasiado 
misteiioso, para que puedan ser estudiados y reprodu~idos 
en su laboratorio por el liombre de ciencia; y la imposibili- 
dad de explicar dichos fenótneuos por medio de otra hipó- 
tesis m6s objet;iv;t, y 1la.i-m6nica con las ensofianzas de la 
diaria obse~vacibn. 

A todas estas propiedades, hay que aÍiadir la inversióri 
posible de una superficie, anslíticarnente demostrada por 
Sirnón Ne~vcoilili, , eii el primer artículo del primer uúniero 
del Anzerica7~ J o u ~ * ~ ~ a l  of iflatiicmaties; y la posibilidad de  
sacar un cuerpo, fuera de un recinto cerrado, sin atravesar 
la superficie, coino se pncde !levar un punto del interior al 
exterior de un círculo, sin tocar la circrinferencin. Cuanto á 
grandes rasgos acabo de referir, se afirma que no contradice 
d los principios de la lógica, y que es tan legítima, como las  
leyes del inovimicnto de un criorpo, cuya niarcha z i  través 
del espacio so dohiera. 4 la accihn de fuerzas variables con 
la distancia del iilóvil ó centros do posición fija. Lo mismo 
que los rnoiiinientos plsiietarios, debidos B fuerzas que va-' . 

riaa seg6u la ley de Newton, on razón directa de las rnaEtas 
é inversa del cuadrado de las distancias, son casoa particu- 
lares de estos, las leyes del espacio tridimensional e s t h  
comprendidas en otras inAs generales que rigen el hipai- 
espacio. 

Es evideiltc sc! aiinde, que cuando se razona sobro un 
conjunto do cosas, y el grupo formado por ellas no contiene 
todas las posibles, se ljuedc, considerar estas en sus relacio- 



nes con: aquellas: por esto, admitido que 10s puntos de nues- 
tro esp&cio no son los'  único^ intelectualmente posibles, es 
l eg i t im~ la Geometría tetradimensional y todas sus conse- 
cuencias; pero tal hipdtesis repugna tanto á la intuición, 
que pudiera dudarse si el concepto de espacio, es para nues- 
tra razón tan necesario como los principios axiomdticos m5s 
fundamentales. 

Si este procedimiento inductivo , para establecer los 
principios filosóficos sobre que descausa la Pangeometría, 
es discutible y contradictorio, lo propio ocurre con el método 
rigorosamente deductivo seguido por Riernann. 

Los conceptos se forman en 13 inteligencia, clasificando 
los objetos del conocimiento en atención al nfimero da sus 
propiedades. Se dividen primero en grupos, cada uno de   lo^ 
cuales comproiide aquellos objetos que tienen el mayor nú- 
mero de caracteres comunes, compatible con la diferencia- 
ción de las cosas clasificadas; y estos grupos se reunen y 
distribuyen en otros m&s elevados, cuyos elementos consti- 
tutivos tienen mayores diferencias. A medida que ascunde- 
mos en la escala de la clasificación el número de objetos 
comprendidos en las clases sucesivas aumenta, mientras que 
el de propiedades comunes il ellas disminuye: el conjunto de 
estas se  llama concepto, que ni tiene realidad objetiva inde- 
pendiente, ni se forma por un proceso deductivo. 

Así se llega al único Soncepto posible de espacio, y se 
comprende la imposibilidad do admitir el llamado espacio 
tetradimensional, 6 sistema de cuatro dimensiones cuyo ele- 
mento fundamental es el punto. 



No entre aqzd ndie que no sea 
geómetra. 

PLATON. 

E cuenta que el ilustre filósofo griego hizo osculpix 
estas palabras en su Academia; y aunque sea dudosa 

la autenticidad de la inscripción, no citada por 'los escri- 
tores antiguos, importa poner aquí esta sentencia, atri- 
buida por Miguel Psellus al ilu~ltre sabio de la Grecia, 
en carta dirigida á uno de los emperadores que llev6 el 
nombre de Andiónico. Mi objoto os recordaros que, en la 

patria de Euclides, era, la Geometría preparación indispen- 
sable para el estudio de las demhs ciencias, y so había dado, 
con esto, un grau paso en favor de la unidad cisntifica. 



Ap@.r de los dqvmrfae, g u ~  &! grqad~e raagoa ~ a b o  de 
referir , de algunoe ihptres maijem&coa contempprAneos, 
fuerza 'es reconocer que,  entre d ~ ~ l  espí r Í t~s  dotados de 
iguales aptitudes, aquel quo conoce las matemáticas, pos6e 
una mayor penctracidn, y profundiza más en la resolución 
de todos los  problema^. En esta misina casa estudió, con 
notable aprovechamiento , el antjgiio bachillerato en cien- 
ciae , uno de los mLts ilustres profesores del Doctorado de 
Derecho en la Universidad Central: por largo tiempo estuvo 
dedicado & la enseíianzs de las verdades matembticas , allb 
en sil juventud, el mQs razonador y á la vez el menos prác- 
tico de nuestros políticos . Los ejeinplos de esta clsse , en  la  
edad antigua y cn la rnodcrna, podríaii multiplicarse inde- 
finidamente. 

Las matexnfiticas son la gimnasia inás útil del espíritu, 
obligan ií concretar el peusainiento, enseíían al l-ioinbre 
que la palabra no le lia sido dada para liacer con ella juegos 
de artificio, sin6 para exponor concisamente las i'eflexio11(3s 
que le sugiere In coutemplacibn de las verdades de los brde- 
nes moral y físico, regidos ambos por las znisii~a~i leyes 
eternas é inmutables. Agradables é interesantes las ciencias 
exactas, cuando se aplican á 1s resoliici6n de los probleinss 
de la vida práctica, y se liii~itan al papel clc auxiliares, son 
SI-blimes y adii-iirables , si se ciernen sobre esas alturas, 
desde las cuales se llega A mirar con desprecio las explica- 
ciones del presente, pensando en el inmei~so campo inexplo- 
rado , abierto B los descubriinientos del porvenir. 

De las ilusiones del trascendentalismo actual, cluiz& sur- 
ja mañana una nueva y fecuuda roalidad : i n h  por si así no 
fuera, bueno serB alegar en defensa de la pangeoinetría, que 
la inisina liipóstasis ú ofijetivación de los conceptos, /i la 
cual se deben sus errores, Iia dado l ~ ~ g a r ,  en las c ieucia~ 
fíiicas, Lt nociones, tan coptradictorias como 1s del espa- 
cio tetradimensional, si bien por efecto de la'necesidad, 6 del 
hBbito, las slceptcunos como buenas. 









que ilumins mi alua , oon la permanencia de la pobre l4b- 
para del Santuario perdido en lo más abrupto de la montaña, 
y la intensidad del potente faro que guia 'al triste nhufrago 
en noche imponente y tempestuosa. 

f l ~  D I C H O .  




