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Los mugrtos rigen y gobiernan ¢
los vivos.
Avugusto CoMTE.

'l poco servirian estas rigidas y severas solemni-
weidades académicas, siné cumplieran el fin de honrar
la memoria de aquellos hombres ilustres que dieron su
/ vida por la ciencia, y murieron ignorados del vulgo,
gl cuyos aplausos no turban jam4s el majestuoso silencio
que reina en el gabinete del sabio: verdad que poco
importa esa indiferencia, pues la satisfaccién del deber
cumphdo y los tranquilos plwceles del estudio, valen mucho
méhs que las coronas depositadas por las muchedumbres 8O-
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bre las ‘tumbas de'sus explotadores, y"’las“eswtuaa*élevadas |
por los ‘honbres ;para perpetuar:él recuerﬂo de los que se
enriquecieron 4:su costa.

Llovado de estas ideas no dudé mucho en la eleccién de
asunto: sélo la historia y la filosofia podian ofrecerme temas
adecuados 4 mi propésito, porque la indole de las ciencias
mateméticas no permite cosechar sin esfuerzo frutos que
puedan presentarse en una linda canastilla, 4 la cual deben
de parecerse estos discursos inaugurales, dentro de cuyos
limites no cabe la rama més pequeda del frondoso 4rbol de
la ciencia. '

Echando una r4pida ojeada sobre las multiples teorias
que han ejercitado el ingenio de los més ilustres matem4-
ticos contemporineos, me detuve al punto en la intrincada
discusién sostenida durante este siglo por filésofos y geé-
metras sobre los Principios fundamentales-de- la Geometria.
Ningtuo asunto més 4 propésito para fijar la atencién de esa
juventud estudiosa que siempre acude 4 estos actos, sobre
una pléyade de sabios cuyos nombres llenan por completo
nuestra época; ninguna materia mas adecuada para obligar
4 la reflexién 4 esas inteligencias nacientes que dan sus pri-
meros pasos en el camino de la ciencia: la sucinta expo-
~ sicibn que voy 4 hacer, les probard cémo las cuestiones més
sencillas presentan dificultades tan grandes cual las que
salen al pago del investigador en las més elovadas teorias;
v es que si éstas miran 4 la altura aquéllas sondean la pro-
fundidad, y una y otra son igualmente oscuras; es que en
unas la mirada se extiende hacla el zenit y en otras hacia el
nadir de la esfera celeste, y en uno y otro caso se encuentra
con la infinitud del Universo y la insuficiencia de los medios
de observacidn.

A vosotros pues, alumnos de esta Escuela, que en dia:no
lejano estareis encargados de difundir desde sus.4ulas la
instruccidn, si os dedicais 4 los estudios especulativos, é.de
explotar sus veneros de riqueza, si 08 .encaminais.4 las
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aplicaciones, van dirigidas estas pobres lucubraciones ' )
mias. Meditadlas, y si su'lectura os sirve para venerar los -
_nombres y comprendrer las obras—no exentas de errores—
de Grauss, Riemann, Lobatchewski, Bolyai y Beltrami; de
Cayley, Klein, Pasch, Helmoltz, Lie, Tilly, Duhamel,
Cassani, Frischauf, Grassmann y tantos otros, se verin
colmados los deseos de quien golo aspira & vuestro perfec-
cionamiento. Seguid mi consejo: romped los viejos moldes
que habrén servido hasta hoy para conformar vuestra inte-
ligencia ; abandonad la rutina; acostumbraos 4 pensar; de-
dicaos’al estudio de las Ciencias de la naturaleza; lo menos
que podeis hacer los que habeis nacido en esta tierra de
bendicién, donde el Cielo derramé 4 manos llenas sus dones,
prodigdndoos los productos del mar y los de ]a tierra, y las -
inconmensurables riquezas del subsuelo; las bellezas de la
Naturaleza y del Arte, la salud del cuerpo, la tranquilidad -
del alma y la bondad del clima; es aplicar al conocimiento
de tantas maravillas todos vuestros talentos y energfas.
Hacedlo asf, ya que no por atender mi ruego, por no desoir
la voz de un ilustre muerto, el insigne Jovellanos, el pri-
mero de los espafioles de su tiempo y el més honrado de los
hombres, que no solo aqui, en este suelo que le vié nacer,
sin6 en aquellos paises de Levante, donde la envidia, la
iniquidad y la injusticia, le tuvieron por largo tiempo des-
terrado, dedicé todos sus desvelos 4 cambiar el rumbo de
los estudios en nuestra patria: en aquel castillo de Bellver
y en sus largas noches de insomnio, éste fué siempre su
pensamiento fijo. o

A vosotros, mis queridos y respetables compafieros,
g6lo me cabe pediros mil perdones por no haber acertado 4
escribir siné cosas que teneis olvidadas de puro sabidas, 6
que nads os interesan. En cambio os prometo que, atin
cuando haya dejado correr la pluma 4 medida del deseo,
para que pueda leerme quien tenga tiempo y paciencia, no
be de molestar por largo rato vuestra ilustrada atencién.




El espacio no es ni un objeto flsico
de sensacién, ni una forma innata’
del esplritu, siné un concepto.

StaLLo.

78 los sentidos, d4 lugar 4 que se formen en nuestra
inteligencia representaciones mentales de los obje-
tos externos, y 4 que surjan también otras ideas que
no tienen realidad objetiva, atin cuando hayan sido
provocadas por imigenes sexsibles. Aquellas represen-
taciones mentales y estas [ideas constituyen dos cate-
gorfas de cosas pensadas esencialmente distintas: ejemplo
de las primeras es el punto, elemento fundamental de la
Geometria, y de las segundas el niimero, coleccién de uni-

{ A contemplacién del mundo exterior por mediode
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dades c&dm una de las cuales dasi@;@, \um;' i
gibn. i
Las; cesa:ﬂ (ie oRtA. segund“& camgamm BB, ﬂamwn fozrmas y
las ciencias que de ellas se ocupan ciencias formales: tales
gon la légica y el andlisis mateméitico. En ellas la verdad
resulta de la halmonia, entre los diferentes actos del pensa-
miento.

Las ciencias de los objetos que existen fuera de nosotros
ge llaman ciencias expertmentales. En ellag la verdad resulta
de la conformidad del pensamiento con la cosa pensada,y’
debemos considerar como falso todo aquello que contradice
4 las leyes de lainteligencia y 4 las de la realidad objetiva.

Las ciencias formales se fundan en principios evidentes
y en operaciones mentales, definiciones & hipétesis de ca-
" rheter abstracto y racional. La demostracién en ellas es una
gerie de actos del pensamiento relacionados entre sf, que
no tragpasan los limites del campo de la razén humana. Las
ciencias experimentales se basan en las verdades intuitivas,
independientes unas de otras, que revela en nosotros la per-
cepeidn del mundo fisico. En la clencia geométrica, existen
principios fundamentales, axiométicos, del orden intelec-
tual mds puro; y otras verdades intuitivas, menos eviden-
tes, llamadas postulados, que atin cuando proceden de: la
obser vacién externa, extendemos més alld del carnpo. de la
misma.

Lag cienciag formales son para, nosotros,- comgletameme_
exactas las expemment&lea lo. son. tante . més quapto 48 :
intuitivos son los principios en que.se fundan, y més.fieil
) sust1tu1r los objetos de que ellas.se qcupan, por. formas
,a,bsna,ota.s 4 las cuales.se puede. aplicar un ploced1m1epto
ngorosamente deductivo. Por esta. razén la Geometria, cuyo-
origen empulco estdn conformes en. repquocer todes los
gedmetras , se 1ucluye entre la. matemé,tlca. pura; porgye. 51
bien los objetos que determinan, sng postu],ados, exigten.. fue-
ra. de n080tros, vienen, Lnlnedlatamemte sustg,tuxdos aN.NUES

qé;‘@ qplehen- .
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tro pensamiento por entidades abstractas,de cuya-combina-
cién resultan las verdades cientificas,isin que en:losirazo-
namientos sea:preciso tener.en cuenta la-realidad. obj efiva.

El cardcter hlpotétlco, al parecer, de algunos principios

fundamentales de lag ciencias mateméticas, nos.lleva 4 tra-
tar de la posibilidad de las hip6tesis.

Una hipétesis matématica es posible, cuando es inde-
pendiente de los principios anteriormente admitidos 6 :de-
mostrados,, y sus términos, definiendo sin ambigiiedad -la
nueva forma 6 propiedad establecida, no envuelven :.con-
tradiccién alguna. Sélo puede couslderause como absurda,
cuando se demuestre que contradice 4 las verdades prece-
dentes 6 4 las consecuenciag de ellas. Se puede decir, que
establecidos los caracteres de las formas matemAticas, la
posibilidad depende del principio de contradiccién. A las
entidades posibles determinadas, aplica la inteligencia el
procedimiento discursivo, constituyendo lasllamadas por
antonomasia ciencias exactas, cuyos objetos, aunque abs-
tractos é hipotéticos, son para nosotros tan reales como
las formas de la sensibilidad, ya que nadie puede dudar de
la existencia de la razén y sus funciones légicas sip sumir-
ge en un mar de confusiones. ,

Como toda hipétesis independiente es posible, probar lo
uno serd el mejor camino para llegar & la demostracién de
lo otro: por ésto para justificar un principio hipotético por
procedimientos 16gicos, no hay més medio que deducir de
él consecuencias y ver si son contradictorias, pues si bien
es cierto que de lo falso puede 4 veces deducirse lo verda-
dero por una afortunada compesacién de errores ¢ por-otras
causas, siempre que esto sucede es fhcil descubrir la equi-
vocamén

Ademés de la posibilidad de una hipétesis, precisa tener
en cuenta su fecundidad, que da la medida de su valor: una
verdad hipotética, puede ser muy - poco productiva, y ain
limitar y restringir el campo de la investigacién; por eso
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las condiciones que introduzca, no deben poner barreras
inj justificadas al espiritu humano, siempre ansioso de descu-
brir nuevas verdades 6 de relacionar las ya descubiertas.

Esta doctrina prucba que no pueda admitirse el infinito
matemdtico, por ser un término contradictorio, fin de una
cosa que no tiene fin, relacién entre dos cantidades una de
las cuales no existe. _

La hipétesis geométrica, ademéis de cumplir con las
condiciones anteriores, ha de estar en harmonia,con la in-
tuicién espacial. No puede suponerse que el circulo es una
linea abierta y tiene asintotas reales, porque la observacion
externa nos dice todo lo contrario.

En los umbrales de la ciencia matemética es pleclso
discutir, 4 la luz de los principios de una sana filosofia, la
posibilidad de las definiciones, hipétesis y postulados, sl
no se quiere caer en un esteril convencionalismo. Bastard 4
veces una simple discusidn 1égico-matemdtica ; serd posible
otras justificar un principio hipotético por medio de ejem-
plos; pero la induccién no es suficiente en las ciencias éxac-
tas, y los procedimientos l6gicos no bastan en la generali-
dad de los casos. ‘

El sistema filos6fico que ha estado m&s en boga entre
los naturalistas y mateméticos europeos durante muchos
afios , ha sido el de Stuart Mill, el expositor mis héabil de
las doctrinas sensualistas acerca de las propiedades del es-
pacio.y de las verdades fundamentales de la geometria. Sus
ideas dieron sin duda origen & los errores del trascenden-
talismo geométrico.

El filésofo inglés , después de afirmar que en la natura-
leza no hay puntos sin extensién, lineas sin anchura, ‘ingu-
los pelfecta.mente rectos , circulos de radios iguales, ni, en
general, ninguno de esos objetos imaginarios que deﬁne y
pretende estudiar la Geometria; y de negar, sin entretener-
se 4 demostrarlo, que tales concepciones existan ¢ priors en
la inteligencia humana, concluye que las entidades estudia-
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das en la ciencia de Euclides, son simples copias de la reali-
dad y no tienen la perfeccién que e les atribuye. La Geo-
'metria es para él una ciencia aproximada, y la induccién el

dnico procedimiento demostrativo. :

A estas conclusiones contesta discretamente anley, que
si no tuviéramos la idea de la linea recta, no podria Mill
negar la existencia de ella en la realidad.

Lo que hay de cierto en las doctrinas de los sensualis-
tas, es que nosotros no tenemos ningin conocimiento expe-
rimental de los elementos geoméiricos: conocemos varillos é
hilos que llamamos rectos, cuerpos esféricos 6 cibicos; pero
4 los puntos, lineas y superﬁmes de la Geometria, solo lle-.
gamos por medio de la abstraccién , facultad con la cual el
espiritu puede atender 4 una de las cualidades de un objeto
prescindiendo de las dem4s. ‘

Que la induccién sea ol procedimiento demostxatlvo en
matemdticas, no lo hubiera afirmado el pensador inglés, que
recibié como una herencia de su padre, doctrinas elabora-
dag cuando la filosoffa no habia llegado atin & gran.altura,

“8i hubiege estudiado la Geometria sin figuras de Staudt,
libro cuyas demostraciones pueden seguirse sin el auxilio
de la imaginacién, incapaz de darnos las leyes generales de
la figura, propia tan sélo para mostrarnos una disposicién
-particular y concreta de los elementos. Ni una demostracién -
matemé4tica es una acumulacién de ejemplos, ni los prinei-
pios fundamentales de la Geometria son hipotéticos, siné
conceptuales. )

Definir la supelﬁme como limite que separa un cuerpo
del resto del espacio, y admitir que tiene un cierto espesor,
envuelve también evidente contradiccién, porque en tal caso
ser4 cuerpo , y existird algo que lo separe del objeto limita-
do'; pero 4 este segundo lmite habr4 de aplicarse el mlsmo
razonamiento, que se repetird asi indefinidamente.

-Otro error del sensualismo, no menos fundamental que
éste , consiste en considerar el espacio como un objeto de
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seigsicién directa: Sitoda pereepeion’ de los- sentidos lo e
dé* tna: diferencia:fenomenal, mal pueden éstos darnos la:
gengaci6n del espacio Homogéneo y continuo. Nosotros:per=
cibimos las cualidades fisicas distintas y accidentales de los
objétos; no'lo que es permanente, sustancial é invariable,
Tener siempre una cierta sensucién y mo tener ninguna , COMO
dice Hobbes, es absolutamente lo mismo. Para que exista la
peticepcién se requiere por lo menos la presencia de dos
objetos , pues el espiritu no advierte lo que una cosa es més
que’ por contraste con lo que ellanc es.

Las cosas' no estdn en el espacio como un liquido dentro
dsl recipierite que lo contiene. Al afirmar en el lenguaje:
usual que nada existe fuera del espacio, pretendemos tan
sélo enunciar la propiedad comin 4 todos los objetos fisicos
de tener una cierta extensién. Esta circunstancia dié lugar
4 que Descartes considerase que el hecho de ser extensa ora
lo dnico esencial 4 la realidad objetiva; pero el espacio ocu~
pado por um cuerpo no aparece nuneca al disociar las sensa~
cioues que revelan las propiedades del mundo material. Ni
8¢’ coimprende qué diferencia pudiera existir entre el espacio
y la materia, desde el momento en que para congiderdr
aquél como un objeto-de sensacién, fuera preciso prescindir

. dé #w homogeneidad.

Los adversarios del empmsmo 10§ idealistas Kantianos,
sostiénen que la idea dé ospacio existe en-el espiritu mde-v
pendientemento de toda sensacién. Sentir, se dice, es atribuir
una impresién subjetiva 4 una causa ob]etlm, liecesaria~
roets exténsa : por esto laidea de extensién dobe de existir
dipriori-en lasinteligencia humana. Tanto eomo el empirigs
me: 4 la razéw, se opone el'idealismo & la realidad. Si las
pfopiedades -de vn:objeto o son mds que las relaciones dex
fivadasde la naturaleza del objeto, su extensién no-pues
de existir tort cardcter absolute; ni en- el espiritu, ni fuerd
dé¢l. En todo- acto deconocimionto, el féndmeno objstivo
¥ Burepresefitacién mental etin sumult&neamente proseiis
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tes 4 la mtel]genc]a la realidad del uno depende de la del
otro. .

No es cierto tampoco que nosotros podamos vaciar el
espacio y formarnos de él una imagen en la inteligencia:
No la forma de intuicién, siné el concepto, es lo que pode-
mos tener por medio de la abstraccién.

Ocurre también que al negar la objetividad del espacio,
se niega la de todo cuanto existe; pues una concepcién
d priort de nuestra inteligencia, no puede ser el puente por.
donde el espiritu pase de las perfectas formas ideales 4 los
toscos é impuros objetos de la realidad. Iista reflexién es sin
duda la base del idealismo post-kantiano de TFichte y
Schopenhquel

Si los anteriores razonamientos soun validos, parece in-
dudable que al prescindir en los objetos exteriores de los
caracteres fisicos, se llega 4 la idea de una forma de la ex-
tensédn ; y suprimiendo todavia los limites que distinguen
las formas espacialos se obtieno el concepto de espacio,
tiltimo término de la abstraccién, :

El objeto de la Geometria es el estudio de las diferentes
determinaciones ¢ delimitaciones del espacio, de las rela-
ciones entre las figuras. Se ha dicho que estudia las pro-
piedades del espacio; pero esto no es cierto: el dato prima-
rio de la sensacién es la extensién limitada, no el espacio
indefinido , porque el espiritu sélo considera objetos par-
ticulares. "

ey
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La definicion y las propiedades de
la recte, ast como de las paralelas,
son, por decirlo ast, el escdandalo de
los elementos de Geometria.

D’ ALEMBERT.

Fisra fines del siglo xvir, nadie habfa puesto en
% duda Jos postulados Fuclideos, bien que las miltiples
2 tentativas hechas para demostrarlos por Gemino,
&4 Proclo, Tolomeo, el 4rabe Nassaradin y Olavio, hu-
s biesen resultado completamente infructuosas. La nece-
¢ sidad de reformar los principios fundamentales de la
%W  (Geometria, 'se habia dejado sentir mucho antes, y ya
Arquimides propuso como postulado de la recta, su propie-
dad de ser la linea més dorta entre dos puntos. Hsta propo-
sicién la escogié Legendre para definirla, y ha sido justa-
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mente ‘techagada, porgue-el -cousepito ﬁerlougrtud-sno es una
idea simiple.

Uno' de los mateméticos -que‘con- rfs carifio-estudiaron
esta cuestién de los principios fundamentales de la Gteome-
tria, fué el insigne Leibnizt. Definid el plano—después de
haber estudiado la esfera—como lugar de los puntos equi-
distantes de dos, y la recta como sistema de los que equi-
distan de tres, si bien la considers también como linea oﬁyos
puntos no se mueven cuando se fija dos de ellos: pero m4s
frecuente es en él caracterizar estos dos conceptos primarios
de nuestra inteligencia, imposibles de.definir con todo rigor®
como superficie y linea que dividen al espacio y al plano
en dos partes congruentes.

Tsta propiedad no es exclusiva de la recta. Leibnizt lla-
ma figuras congruentes 4 las que son igunales y semejantes,
4 las idénticas, 4 las superponibles, 4 las que se pueden sus-
tituir bajo todos couceptos; iguales son para él lag equiva-
lentes, las de igual longitud, 4rea é volumen, las de la mis-
ma magnitud intensiva; semsejantes las de idéntica forma:
de ahf la posibilidad de concebir lineas curvas que deter-
minen en el plano dos regiones congruentes.

- También se propuso el ilustre matemético y filézofo de-
mostrar el postulado de las paralelas; pero sélo hizo repetir
algunas demostraciones de Proclo, nada convincentes.

Por la misma época en que se divulgaron los escritos de
Leibnizt sobre esta materia, escribiéd Staudt su Geometria de
posm]én Ningtn libro mds conciso, ni mas rigoroso en la
exposicién de los principios,

Definida la recta como l{nea determinada por dos de sus
puntos; estudiada la radiacién de rayos y medios rayos, y
las superficies cénicas simple y completa; y establecidos los
caracteres diferenciales entre las de érdenes par é impar;
define el plano como superficie cénica de este 1iltimo orden,
cuyo centro estd en uno cualquiera de sus puntos.

~ Los postulados del plano resultan asi corolarios de sus
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andlogos en la superficie- cénica. De que. un ‘raye de una
radiacién que tiene un punto sobre la falda-de un espacio
angular, se halle por completo en dicha falda, resulta que
una recta determidada por dos puntos de un plano estd por
entero situado en él: y como dos superficies cénicas, de or-
"den impar y del mismo vértice, se cortan en un némero im- °
par de generatrices, dos planos tendrdn comdn una sola
recta, por lo cual se llamardn superficies de primer orden.

E] rigor en la exposicién de los principios, permite 4
Staud abordar con facilidad cuestiones antes reservadas al
andlisis infinitesimal. Bastar4 citar como gjemplo el estudio
que hace de los elementos singulares en las curvas planas
y alabeadas.

Aunque las tentativas para demostrar el postulado de
Euclides siguieron hasta la época de Gauss, ya el italiano
Bacheri en 1733 pretendié exponer la Geometria, prescin-

~diendo no solo del postulado de las paralelas siné también
de los de la recta, Fué asi un verdadero precursor de Lobat-
chewski, Bolyai y Riemann; pero no influido todavia por las
tendencias filos6ficas de la escuela sensualista, se empefié
-en destruir con sus propias manos la obra que habia le-
vantado. -

Comenzaba por suponer en el plano un cuadrildtero
ABQCD con dos Angulos rectos en A y B y otros dos Cy D
iguales entre si, respecto de los cuales hacfa las hipétesis de
que fuesen rectos , agudos & obtusos, equivalentes 4 la Bu-
clides, 4 la del gedmetra ruso y 4 la Rimanniana; pueslo mis~
mo que éstas llevan 4 las conclusiones de que la suma de los
dngulos de un tridngulo es igual,, menor 6 mayor que dos
rectos: pero funddndose en proposiciones que suponen la
infinitud de la recta, destruia la hipétesis del 4ngulo obtuso,
é incurriendo en otras contradicciones probaba la falsedad

-de la del 4ngulo agudo.
Los inttiles esfuerzos de Legendre para demostral el
3
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| postulado de las paralelas, convencieron:4 Gaussde la:impo-
sibilidad de demostrarlo: asi lo :expresa .en -sus :cartas:h
Bessel, Bolyai y Schumaquer; pero la prioridad en la idep
de una geometria sin el postulado, coirresponde sal ruse
Lobatchewski.

Suponed .en un plano una recta y un.dngulo recto que
gira alrededor. de su vértice: cuando uno de los lades del
dngulo haya venido .4 ser perpendicular .4 .la recta, :el.otro
no_podr4 encontrar.4 ésta, porque.4 ello se opone.el teorema -
en virtud del cual no es;posible trazar.4d.una.recta mds que
una sola perpendicular porian punto. Es para unos intuitivo,
que todos los rayos de haz del cual forma parte ol Angule
dado, menos aquel 4 que acabo de referirme, encueutran 4 la
recta propuesta; mientras que siendo para otros una ilusién
de los sentidos semejante propiedad hipotética é indemos-
trable, afirman la posibilidad intelectual de suponer la exis-
tencia de una infinidad de rayos que, ademds del referido, no
encuentran 4 dicha recta, todos los cuales se hallan .com-
prendidos en un 4ngulo plano completo, adyacente de aquel
que contiene las rectas secantes. Los lados-comunes.de am-
bos dngulos, limites ‘que separan los rayos que cortan de
aquéllos que no cortan 4 la recta base, se dicen paralelos:4
- ésta; v el 4ngulo que forman con la perpendicular -trazada
por el centro del haz, 4 dicha base, d4ogulo de paralelismo.
Estas consideraciones son las que sirven de base al sistems
de Lobatchewski, més general en el orden de las idear que
el de Euclides, al cual viene 4 reducirse, si se ‘supoune el
dngulo de paralelismo igual 4 90°.

Buscando la interpretacién de esta Geometria no Eucli-
dea, escribié Beltrami una hermosa Memoria, ya agotada,
que dedicé al estudio de una superficie llamada pseudo-
esférica, cuyas propiedades en el espacio Iuclideo’, son
idénticas 4 las del plano -de Lobatchewski: la conservacién
del cardcter de paralelismo para un punto cualquieva de una
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linea geodésica, y la reciprocidad del mismo para dos rectas:
cualesquiera, se verifican en una y otra superficie; la suma .
de los 4ngulos de un tridngulo no puede exceder 4 dos rectos:

ni en uno.ni en otro caso, y si en una sola figura alcanzara

este valor, lo propio sucederia para todas las demés.

Bolyai en 1832, sin conocer las especulaciones de Liobat-
chewski, y exponiendo sin duda puntos de vista de su padre,
que vivié en intima relacidn con Gauss, comenzé, como Leib-
nizt, el estudio de la Geometria por la esfera y el circulo.
Sus puntos de vista coinciden con los del gedmetra ruso en
cuanto que ninguno de los dos parte del concepto de dis-
tancia. .

Se puede ir todavia més alld en la discusién de los prin~
cipios fundamentales de la Geometria: se puedoe dudar de
los postulados de la recta; afirmar que ni la infinitud de la
misma, ni su propiedad de estar determinada por dos puntos
tienen para nuestro espiritu cardcter de necesidad, que si
este Ultimo postulado se verifica dentro del campo de nues-
tra observacién podria no cumplirse fuera de él; que la recta
sin perder su eardcter de tal podria cerrarse como se cie-
rra la trayectoria aparentemente rectilinea seguida por uno
de esos viajeros que dan la vuelta 4 nuestro planeta; que
la distancia entre dos puntos no puede crecer indefinida-
mente, que tiene un limite maximo mé4s alld del cual no
puede pasar; que dos segmentos rectilineos pueden en cier-
-tas condiciones comprender una porcién de plano; que dos .
rectas se encuentran en dos puntos llamados opuestos por
donde pasan infinidad de ellas perpendiculares todas 4 una
misma. : ' |
Los que siguiendo 4 Riemann fundan la Geometria en
estas hipétesis, tan opuestas 4 cuanto la intuicién nos dice;
demuestran que la suma de los 4ngulos de un tridngulo
no puede ser inferior 4 dos 4ngulos rectos: la trigonome-
tria plana es idéntica 4 la esférica; las rectas, lineas geodé-
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sicas que miden la minima distancia entre dos puntos ;. Tos
planos, supe1ﬁ01es de 4rea minima entre todas las que tie-
nen un mismo contorno, y de curvatura constante., puesto
que una figura cualquiera puede moverse en ellos sin defor-
macién. .

Llevados del entusiasmo los partidarios de estos nuevos

articulos de fe geoméirica, sostienen que nuestro espacio
- podria ser esférico, homaloidad é plano, 6 pseudo-esférico,
y tener propiedades variables en sus diferentes puntosy
los distintos momentos. Tan ‘counvencidos estin de que el
espacio es un objeto de sensacién directa, visible y palpable,
que le atribuyen una cuvvatura, como 4 las superficies, la -
cual, aunque constante en la regién explorada por nosotros,
como lo demuestra la’ movilidad de los sistemas invariables
y la posibilidad de superponer dos figuras congruentes, po-
dria variar con el tiempo en un mismo lugar y tener valores,
- desiguales en un instante cualquiera y en-diferentes lugares,
ni mé4s ni menos que una hoja de papel puede quebrarse,
retorcerse y afectar formas muy distintas en cada uno de
sus puntos.

Los més sensatos de los pmgeémeh as se limitan 4 aﬁ1-
mar que la curvatura del espacio—aunque constante—pue-
de ser positiva como eun el plano de Riemann, negativa como
en el de Lobatchewski & nula como el de Euchdes solo la
Astronomfa, segtn ellos, puede decidir cuél de las tres hipé-
tesis es la verdadera; pues la Geometria diferencial esla
misma para los tres sistemas, y las demés ciencias experi~.
mentales operan en un campo muy limitado frente 4 la im-.
mensidad del espacio. '

La causa de esta dificultad se halla en no haber visto
que todo procedimiento deductivo supone una referencia,
en tltimo término , 4 ciertas constantes primarias dadas por
el espiritu y no por la experiencia: una de estas constantes
es en (Geometria la linea vecta 6 simple direccién.
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Todo postulado geométmco contiene un elementv intui~’
tivo y uva, determinacién intelectnal. La propiedad. funda- |
mental de la recta supone la definicién de ésta, bien dificil _
de dar por cierto: el postulado de las paralelas exige la del
paralelismo que envuelve ol concepto de lo infinito; suma-
mente embarazoso en los principios . Este elemento ideal,
cuyo cardcter necesario no guieren reconocer los pangedme-
tras, impide suponer la recta cerrada y el espacio finito é .
ilimitado, porque ni esa linea geodésica de Riemann es la
recta que todos concebimos, alin antes de estudiar Geome-
tria, ni esa superficie de cunv'xtum constunte es el plano
cuya nocién estd en todas las mtchow,nclas La recta Riman-
niana serd en realidad uwna lnea curva imposible de con-
bir; pues ni tendrd tangentes ni normales, que son lineas
rectas en el verdadero sentido de la palabra y no pueden
trazarse en nuestro espacio, como no se puede trazar en una
superficie curva lineas de cualquier grado de curvatura.
Quiz4 se conteste, aceptando la realidad objetiva de la cuar-
ta dimensién, que aquellas tangentes y normales estdn fuera
‘de nuestro espacio; pero el espacio multiplemente extenso
del insigne discipulo de (tauss es del todo inaceptable, como
os probaré mds adelante.

Todavia es més dificil de imaginar el espacio pseudo-
esférico de Beltrami. Atin admitiendo con Helimholtz, que
imagen de un ob]eto es la representacién completa é mte-
gral de todas las impresiones sensibles que la cosa imagi-
nada produciria en nosotros, considerada bajo todos sus
aspectos y segin las leyes de los 6rganos de nuestros sen-
tidos, no se comprende qué consecuenciag puedan sacarse
de la proyeccién sobre una esfera, cuya superficie corres-
ponda 4 los puntos infinitamente lejanos del espacio de cur-
vatura negativa, tan ingeniosamente estudiado por el sutil
gedmetra italiano. Si el arte consigue por medio de una pro-
yeccién, hecha con arreglo 4 los principios de la perspec-
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tiva, evocar el recuerdo de las bellezas naturales y levantar
.ecomo 4 'la voz de misteriogo conjuro los ‘personajes de la
hisforia, es porque 4 la vista de un cuadro asociamos las.
impresiones visuales con las sensaciones tactiles que forman
~en nosotros la idea de la tercera dimensién; pero el método
de las proyecciones no puede servir para trazar en el espa-
cio general formas de la extensién, ‘que no son dados 4 co-
nocer por los sentidos.

RE
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En el espacio de n dimensiones, el
lugar de cada punto puede ser deter-
minado por la medida de n magni-
tudes.

Hzrmorrz.

)i & dice que un grupo de objetos, 4 los cuales se llama
e elementos del mismo, es respecto de éstos de una
&4 sola ‘dimensién, cuando cada objeto solo tiene uno que
N9 le precede y otro que le sigue. El grupo puede ser inde-
8 finido en un sentido 6 en dos; carecer de primero y de
%l ltimo elemento, 6 de ambos; puede ser continuo 6 dis-
‘¥ continuo. Las series rectilineas, los haces de rectas y los
haces de planos son sistemas unidimensionales: las séries,
grupos abiertos, cuyo elemento fundamental es el punto; los
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haces grupos cenados cuyo objeto tlpo es el plano é 1a
recta.. . ,

Una totalidad de ob]etos constltuldo con grupos de una
sola dimensién, como éstos han sido formados con el objeto
tipo, es lo que se Hllama un sistema de dos dimensiones. Son
formas de esta clase: el plano de puntos, engendrado por la
rotacién de una serie rectlhnea alrededor de uno de sus ele-
"mentos, y el plano de rectas, formado por un haz cuyo vér-
tice resbala 4 lo largo de un rayo; la radiacién de rectas, .
engendrada por un haz cuyo plano gira alrededor de un

_rayo, y la radiacién de planos formada por un haz cuya.
arista gira en un plano alrededor de un punto.

Llamo plano de puntos al sistema de todos los puntos de
una forma plana, y plano de rectas al conjunto de todas las
rectas de la misma; radiacién de rayos al sistema de todas
las rectas de una forma radiada, y radiacién de wlanos al
conjunto de todos los planos de ella.

Al considerar en el plano el punto como elemento funda-
mental, la recta viene 4 ser forma derivada, base de una se-
rie rectilinea; mas si e mira la recta como elemento tipo,
es el punto forma secundaria, vértice de un haz de rayos.
Otro tanto puede decirse de las rectas y planos de una ra-
diacién. ‘

Una forma lineal 6 de una sola dimensién respecto de

otra de dos dimensiones, es un sistema de tres dimensiones. . ...

El espacio puntual, originado por un plano de puntos que
gira alrededor de una de sus rectas, y el conjunto de todos
los planos imaginables en gendlado por una radiacién de
planos cuyo vértice vesbala sobre un rayo, son formas tri-
dimensionales. ' '
En .general, una forma de una dimensién 1especto de
otra de n—1 dimensiones, es un sistema enedimensional.
Las rectas del espacio forman un grupo de cuatro dimen-
siones: para engendrarlo, es preciso que el vértice una ra-
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diacidn :de rectas; resbale sobre un rayo, y el sistema de tnes
dimensionss, asi formade, .gire. alrededor del centro de la
_forma radiada primitiva,-en un plane de la misma: asf re-
sultan construidas todas las rectas que contan & . un plano
dado, todas las posibles. :

Este sistema tetradimensional conhene otros de tres di-
mensiones, constituidos por todas las rectas que cortan 4
una linea cualquiera plana 6 alabeada, y diferenciados entre
si-por el grado de la ecuacién que liga las coordenadas de
cada una de sus rectas: estas coordenadas son las constantes
que determinan las dos ecuaciones de una recta en el siste-
ma cartesiano. Entre tales sistemas merecen especial men-
ci6n los formados por rectas que cortan 4 una fija: su orden
es el segundo. Ellos dan un sistema bidimensional cuyos
elementos son las rectas que cortan 4 dos de posicién inva-
riable : las ecuaciones de las variedades tridimensionales
cuyas directrices son las dos rectas dadas, determinan ana-
liticamente el sistema. Do igual modo se llega 4 un grupo
unidimensional dado por rectas qué cortan & tres fijas, y
que, como se sabe, forman un hiperboloide. Cuando dos de
estas rectas estdn en un plano, ol hiperboloide se reduce 4.
un haz: si lo estén las tres, 4 una forma plana.

Si 4 las tres ecuaciones que relacionan las coordenadas
de un elemento de una variedad lineal ed un espacio de cua-
tro dimensiones , so afiade una relacién més entre las coor-
denadas, y otra magnitud nueva que vendr asi 4 ser fun-
cién de ellas, se podré expresar cada una de éstas por medio
de la Vauable introducida . Esto es lo que caracteriza un
grupo unidimensional. -

Como en el espacio de puntos una superficie cerrada es
un lugar geométrico que limita un cuerpo, puede también
aqui considerarse el sistema tridimensional cerrado, como
limite que separa todas las rectas imaginables en dos por-
ciones distintas. Estas son para una variedad formada por
todas las rectas que cortan 4 una curva plana algébrica: el

-4
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grupo de las que atraviesan el plano em el interior: de la our-
va, y el de lag que 16 cortan en el exterior: =
El estudio de los: diferentes slstemas de rectas , de tres
-dimensiones, que pueden imaginarse en el espaolo , . No es
propio de este lugar. Lo dicho basta para que veais cémo
‘pueden interpretarse geométricamente los espacios analiti-
cos é ideales de cuatro dimensiones. '
,No presenta mayor dificultad la interpretacién de siste-
mas méis complicados . Si la eleccién de la recta para ele-
mento tipo nos ha permitido hacer :intuitiva la cuarta di-
mensién , curvas de un orden mis elevado, servirdn para
formar swtemas con mayor ndmero de dlmensmues , '
- Es sabido que la ecuacién de una céuica contiene cinco
constantes arbitrarias, necesarias y suficientes todas ellas
para determinar la curva . Asf, el conjunto de todas las cur-
vas de segundo orden imaginables en un plano, forma un
sistema de cinco dimensiones. Entre ellas, las que tienen
cuatro puntos comunes, reales 6 imaginarios, forman un
grupo lineal , que nuestro maestro , el sabio catedritico de
Geometria descriptiva de la Universidad Central, Sr. To-
rroja, llama un haz de cénicas: la ecuacién de éste contiene
un pardmetro arbitrario, del cual son funéiones las coorde-
nadas de una curva cualquiera del mismo. \
Lag c6nicas imaginables en todos los planos posibles
serdn la representacién geométrica de un espacio de nueve
‘dimensiones : otras tantas cantidades necesita cada una de
ellas para su completa determinacién: tres que fijan el plano
en el egpacio y seis que determinan la curva en su plano.
Otro sistema de nueve dimensiones, distinto del ante-
rior puede imaginarse, constituido por todas las cuddricas
posibles , cuya ecuacién general contiene nueve constantes.
avbitrarias . El grupo lineal lo forman aqui todas las cuddri-
cas que pasen por la misma céuica real 6 imaginaria, y for-
man un haz de superficies de segundo orden.
El estudio de las relaciones métricos en estos sistemas,.
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lo reahza Riemann de una manera abstracta y un tanto os-
cura. Prmclpla por suponer que la longitud de una linea 6
sistema unidimensional es independients de la posicién, lo
cual es afirmar la posibilidad de superponer dos :grupos
idénticos y determinarlos numéricamente. Asf en’la totali-
dad de rectas que hemos considerado, un 4ngule plano 6
una superficie cénica , se miden por medio de otro 4ngulo.
Demuestra después que la férmula segin la cual el elemen-
to diferencial de longitud es la raiz cnadrada de la suma de
los cuadrados de las diferenciales de las coordenadas, es la
mis sencilla de cuantas responden 4 las condiciones del

problema, y lo admite para definir la extensién de una linea

en un espacio cualquiera.

Desde luego puede decirse de este método semudo pm '

Riemann para establecer los fundamentos de la G‘reometua,
que es vago é indirecto: seguro que de no haber conocido
el teorema de Pitdgoras, por cuyo medio se expresa en el
espacio ordinario la longitud del elemento lineal, no se
hubiera ocurrido al ilustre discipulo de Gauss la hipétesis
que sirve de fundamento & su.-estudio de las relaciones mé-
trlcas. :
Las demés afirmaciones de su Memoria son oscuras ¥
dificiles de interpretar : que la naturaleza del espacio debe
de ser deducida de su concepto; que la formacién de éste
supone la subordinacidn 4 otro més elevado: es tal concepto,
el de una cantidad multiplemente extensa, lo llamado por mi
sistema de » dimensiones que, segin él, comprende al de
espacio, como la especie al género; determinado el ndmero
de estos sistemas toca 4 la experiencia decidir cuil de ellos
estd representado por el espacio que revela en nosotros el
mundo conocido,

Riemann no dice lo que son los conceptos, ni cémo se
forman y entran en la inteligencia. Afirma, es cierto, que
los de cantidad solo son posibles cuando existe un concepto
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general que- admlta dlferendzes; especrahzwxones pero Do
indica cusl es la naturaleza ni el origen derdste..

Lz osouridad de esta:doctrina dependede que 1ntenﬁa
deducir lag dimengiones del espacia de.las leyes del pensa-
‘miento , problema que:, como observa Grasmann, no. tiene
solucién. Que las funciones de.una y dos variables indepen-
dientes tengan una interpretacién geométrica en: caordena~
das puntuales, no prueba que. puedan tenerla las. de mayor . .
utmero. de variaples..
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Si se agregara al espacio wuaa
cuarta dimension, podria invertirse
“una superficie cerrada sin romperla
ni estirarla. ‘
SimoN NEWCOME.

itespUEs de haber establecido en el orden abstracto-
§Feo»]a posibilidad intelectual de un espacio con més de.
_ K'tres dimensiones, so ha pretendido demostrar, por me-
jit. dio de la experiencia, la realidad objetiva de una cuar-.
#\' ta dimensién. ‘

¢ El mundo en que vivimos—se dice—pudiera muy.
A bien' pertenecer 4 un espacio de cuatro dimensiones
que lo rodeara por todas partes, como un plano pertenece
& nuestro-espacio tridimensional en cuyo seno est4d sumer-
gido: Admitid esto, y suponed que existieran seres de dos
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dlmensmnes cuya momda fuese. una supetficie; que las vit-
genes. de Muhllo y los guel reros y borrachos de Vel4zquez
tuvieran vida, sensibilidad ¢ inteligencia; que sin abandonar
los planos de sus cunadros se agitaran y adquiriesen por
medio de los sentidos la intuicién del Universo plano en
que moran, y con el auxilio de su razén los conocimientos
todos de nuestra Geometria plana; que abstrayéndose, y atin
cuando-no pudieran imaginar la tercera dimensién, crearan
nuestra Greometria del espacio, admitiendo en ella cuantas
proposiciones no se opusieran 4 los principios de la 1égica,
y comprendieran, como caso particular, las que para ellos
tenfan caricter intuitivo. Estableced la analogia entre estos
seres hipotéticos—cuyo mundo representan los mapas geo-
grificos—y mosotros, y tendreis la base en que se apoyan
cuantos pretenden constituir elementalmente la Geometria
del hiper-espacio , y expligar los fenémenor de las cienclas
fisicas por. medio de la cuarla dimeusién.

Asi como en un plano existe, sobre una recta y por un
punto, una sola perpendicular 4 ella, y en el espacio intui-
tivo, no hay tampoco mis que una perpendicular 4 un plano,
la cual contenga un punto dado; en el espacio de cuatro di-
mensiones , que contiene dentro de si infinitos universos de

‘tres, como cada uno de estos contiene infinitos planos, se
admite, generalizando, que un punto determina una perpen-
dicular y solo una, 4 un sistema tridimensional: y asi como
la perpendicular & un plano lo es 4 todas las que pasan por
su pie 6 punto de encuentro con dicha superficie y estin
_situadas en ella, asila recta. que encuentra ortagonalmente
al Universo habita do por nosotros, forma también 4ngulo
recto con todos los rayos de la 1ad1acu$n cuyo vértice es el
tinico punto vigible de la linea ideal. Esta es ademés perpen-
dicular & todos los planos imaginables en la radiacién con-
siderada. ,

Aplicada la generalizacion en esta forma, se admite la

existencia de universos paralelos al nuestro, constituidos
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por puntos equidistantes del mundo que habitamos; se afir-
ma que dos espacios tridimensionales tienen una superficie
comin, la cual serd plana cuando los espacios sean homa~
JOIdales, como dos superficies se.cortan segin una linea,
recta cuando las superficies son planos; se mide el 4ngulo
de dos universos por ol de las perpendiculares trazadas al
plano comiin en uno cualquiera de su puntos.

Los procedimientos ordinarios de la Geometria descrip-
tiva, se extienden también al espacio de cuatro dimensiones.
Tiene esta ciencia por objeto principal obtener, sobre una
hoja de papel, la proyeccién de un cuerpo, y producir en
nosotros, por medio del dibujo obtenido, la impresién del
objeto representado. :

Si nos fijamos en que el dlbu]o no tiene més que dos d1—
mensiones , comprenderemos ¢dmo un ser plano puede eje-
cutarlo, sin salirse de su morada, y con los medios de que
dispone . Podria, por ejemplo, hacer la perspectiva de un
cubo con s6lo trazar dos cuadrados, y univ sus vértices, uno
4 uno, por medio de rectas. ;

De igual modo, para terer en nuestro espacio la proyec-
cién de un cubo tetradimensional , deberemos cojer dos
exaedros ordinarios y unir sus vértices. Il cuerpo construi-
do serd la representacién buscada, que si bien no podré -
darnos la intuicién del objeto, porque para ello deberiamos
mirar la perspectiva desde un punto del espacio tetradimen-
sional, contemplando asi no sélo la superficie siné también
el espesor, nos ensefiara algunas de sus propiedades: sabre-
mos -que tiene diez y seis vértices, treinta y dos lados y
ocho caras, compuestas cada una de un cubo,

No sélo el cubo, siné todos los poliedros regulares posi-
bles en el espacio de cuatro dimensiones, han sido calcula-
dos, y construidas sus proyecciones. Para ello nosotros ne-
cesitamos tallar los cuerpos que las representan en piedra 6
madera, 6 moldearlos en yeso, 6 determinar sus vértices y
aristas por medio de hilos de seda y alambreS' pero un ser
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de cuatro-dimensiones obtendria el ‘mismo 1esultado consun
siniple.dibujo, como nosotros llevamos 4 cabo:con ol plncel
la'regla y el compés, lo que un ser plano no podma formar
~ sin &l auxilio de todos los medios necesavios -para construir

win edificio. Podriamos decir que nuestros pintores son es-
" cultores de dos‘dimensiones ; ; y nuestros'escultores plntores
tetradimensionales.

“Siguiendo 4 los pangeémetras en sus-ensuefios, -serfa
.posible estudiar la - pexspectlva tetradimensional - v enunclar
das leyes de ella; en los mismos términos que usarfa un. p10-
fesor de cuatro dlmensmnes , .

Hé aqui cémo se expresaria este ser ideal é inconce-
bible: '

« Lia Geometria descriptiva se propone la representaciéu
de los objetos, por medio de sus proyecciones sobre dos es-
pacios tridimensionales 6 universos, perpendiculares entre
si. Se obtienen estas proyecciones, bajando perpendiculares
desde los puntos del objeto que se trata de representar:4
cada uno de los universos de proyeccién, llamados horizon-
tal y vertical. \ o
. La interseccién de estos dos universos es un plano lla-
mado;plano de tierra. A fin de pode1 representar las dos pro-
yecciones sobre nuestro papel, el cual no tiene més que tres
dimensiones, se supone el universo vertical rebatido alrede-
.dor .del plano de tierra sobre el universo horizontal.

Sea P el plano de tierra: cada punto A tendrd dos pro--
. yecciones @ y a’, situadas sobre una misma perpendicular
al*plano de tierra: @ es la proyeccién horizontal, a’la pro-
yeccién vertical del punto A.»

Asi se podria continuar la exposicién de la G‘reometua
descriptiva, y entretenerse en hallar la interseccién y las
sombras geométricas, de los cuerpos de cuatro dimensiones.

No solo e! sistema ideado por Monge, siné también el de
la perspectiva lineal 6 proyeccién cénica, el més cieniifico
de los sistemas de representacién, puede generalizarse.
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- Para tenerla perspsctiva-de un objeto, desde un centror
dado sobre la-cuarta-dimensién, se une éste, donde -ge supo+
ne situado el ojo del obser va,dor con los dlferentes puntos
del cuerpo representado, yla ra,dlaclén de segunda especié
determinada se corta por el Universo que habitamos , sobre
el cual podremos construir la perspectiva deseada. Este sera
el cuadro: perpendicular 4 él se suponeal geometral, en el
que ‘estdn situados los objetos: la interseccién de ambos,
uno vertical y otro horizontal, para los seres de cuatro di-
mensiones, es el plano de tierra . Bl pie de la perpendicular
bajada sobre el cuadro, desde el punto de vista, es el punito
principel, que podremos construir materialmente. Un espa-
cio de tres dimensiones , trazado por el ojo del observador,
paralelamente al geometral, determinard en el cuadro el pla-
no de horizonte paralelo al de tierra y que contiene el punto
principal.

La preparacién del ouadro no presentard dificultad. Bas-
tard cojer un cubo, vaciarlo, trazar en é1 dos planos horizon-
tales que representen al plano de tierra y al de horizonte, y
fijar sobre este Gltimo el punto principal ; como basta para
hacer un dibujo ordinario, tomar un cuadrado de papel, tra-
var en él dos rectas paralelas que representen la linea de
tierra y la de horizonte , y marcar en ésta la preyeccién del
punto de vista.

Dispuesto el cuadro, la pelspectlva se construye por los
procedimientos ordinarios, teniendo en cuenta las reglas si-
guientes: )

- 1. La perspectiva de una recta es otra recta, interseccién
del plano determinado por la primera y el ojo del obsel va-
dor, con el cuadro.

2.* La perspectiva de un plano es otro plano, determina-
do por la radiacién que proyecta el primero desde el punto
de vista, la cual llena por completo un espacio de tres di--
mensiones, al ser cortada por el universo del cuadro.

3.0 La perspectiva de rectas paralelas se compone de rec-
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tas concurrentes en un punto llamado de fuga. Estas son las in-
‘tersecciones del cuadro con planos proyectantes de las .pri-
meras, los cuales se cortan todos segfin una misma recta
que pasa por el centro de proyeceidn.

4.* La perspectiva de chmos paralelos se compone de pla—
nos que pasan todos por une misma recta, llamada de fuga.
‘Estas son las intersecciones del cuadro con los universos
'proyectantes de los primeros, los cuales tienen comun un,
mismo plano que contiene el punto de vista.

La resolucién grifica de un problema. mecanico 86 ha.ce,'
en el dibujo, aplicando los principios de la Geometria des-
criptiva, y determinando la posicién de los cuerpos, por me-
dio de un sistema de tres ejes, que si bien son rectangula-
res en el espacio, forman diferentes Angulos en el papel. El
mismo procedimiento puede adoptarse para la resolucién de
problemas de estitica , dindmica y cinemética , con cuerpos
de cuatro dimensiones; pues si bien no podemos imaginar
cuatro rectas que pasen por un punto y sean perpendicula-
res dos & dos, es posible referir el movimiento de un objeto,
en proyeccién sobre el Universo, 4 tres ejes que, sin formar
‘dngulos rectos, sean las aristas de un cubo tetradimensional .
proyectado. _

Los procedimientos ordinarios sobre la composicién de
fuerzas serdn en un todo aplicables; y la cinemética dard re-
sultados sorprentes, haciendo ver la libeftad y amplitud de
los movimientos en un espacio con més dimensiones que el
nuestro. Si el nidmero de éstas es cero, el sistema conside-
rado es un punto, y ningtn movimiento es posible: si el es-
pacio es de una sola dimensién, y rectilineo 6 de primer
orden, no tendrdn los objetos més movimiento que el de
traslacién 4 lo largo de la recta que los contiene, el resbala~ -
miento dnicamente serd realizable, la rodadura no existird .
en un mundo tal: si el sistema en estudio es de dos dimen-
siones, y ademés plano 6 de curvatura constante, el traspor-
te de lag figuras se hard sin deformacién; una circunferencia
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podré ser tragladada de un lugar 4 otro, 6 bien rodar sin
resbalamiento sobre otra linea; pero dos de sus puntos bas-
tardn para determinar su posicién en un instante cualquiera,
porque ﬁ_] ada la recta que ellos determinan , no serd pomble
imprimir 4 la circunferencia un mov1mlento de rotacién sin
sacarla de su plano. Siel cuerpo es de los que existen en
nuestro mundo, la traslacién, la rodadura, la rotacién alre-
dedor de un eje y los movimientos epicicloidales son posi-
bles, determinédndose la posicién de un cuerpo por la de
tres puntos: mas en el espacio de cuatro dimensiones, un
cuerpo puede girar en torno de una recta, realizando un
movimiento de rotacién, que seria comparable al de una es-
fera , cuyo centro tan sélo estuviera fijo: los carruajes tetra-
dimensionales tendrén, pues, ruedas que se moverdn de esta
manera concebible, aunque no realizable, para nosotros; se-
- rén, sin duda alguna, més seguros que los nuestros; no obs-
tante la mayor libertad de sus movimientos. .

Esta mecdnica original permite componer fuerzas que
actiden segin la cuarta dimensidn, sirve para interpretar los
fenémenos fisicos y quimicos, y permite exponer una nueva
concepcién mecénica del calor, que lleva 4 considerarle como
causa de la luz, de la electucldad y de la combinacién qui-
mica. _

Tan solo 4 titulo de curiosidad voy 4 presentaros tan ex-
trafia teorfa; pues por més que Verouesse afirme la conve-
‘niencia de estudiar elementalmente , y de un modo intuitivo
y prictico, la Geometria del hiper-espacio, creo que, énica-
mente con el método analitico y mediante las representa-
ciones geométricas que brindan los sistemas de curvasy
superficies, pueden comprenderse y aceptarse sin repug-
nancia por filfgofos y mateméticos, tan abstrusas teorias.

Se principia por atribuir los diferentes estados de los
cuerpos 4 fuerzas extrafias & nosotros, que se ejercen sobre
el medio en que vivimos. Si una gota de agua, se dice,
cayera sobre un plano perfectamente horlzontal, y bajo la
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accién de la gravedad se-extendiera.en todos, sentidos, ejen-
ciendo plesuSn gobre una linea cerrada que le impidiera
dilatarse; y si un ser de dos. dimensiones: observara estos
efectos, colocado de pie en la. circunferencia: de. un efreulo
que le atrajera hacia su centro, atribuirfa.al liquido: las pro-
piedades de un gas, porque: le veria comportarse como. tal;
mas: 81 el recipients, del cual se ha vertido la gota de agua,
fuese atravesado de arriba 4 abajo por el espacio: plano del
observador citado, el cual al levantar los ojos contemplaria
sobre su cabeza el liquido adapt4ndose al vaso, tomando su .
forma y presentando una-superficie perfectamente horizon-
tal y plana, el cuerpo ya no pareceria gaseoso en este mun-
do hipotético, de realizacién imposible.

La ley de supuesta analogia entre los seres de dos y tres
dimensiones nos lleva 4 enunciar la siguiente proposicién:

Un mismo cuerpo serd liquido é gaseoso, segtin que so-
bre él se c]ewa una fuerza perpendlculm & nuestro esp'»cm
6 paralela al mismo.

El calor se supone que es también una presién del espa~
cio tetradimensional, ejercida sobre el Universo. Esta hipé-
tesis explicael fenémeuo del enfriamiento de los cuer pos
sumergidos en un medio 4 temperatura inferior. Acudiendo
4 la imagen del plano, y representando por una .recta per-
pendicular 4 ¢ la intensidad de la presién-calor, soportada
por una molécula de un objeto, la presién total que obra so-
bre el mismo vendria representada por el volumen de un
cilindro recto, cuya base fuese el cuerpo bidimensional con- °
giderado y la altura el valor constante de la presién molecu-
lar. La fuerza integra tender4 4 ensanchar el cilindro, y
como el volumen ha de permanecer constante, puesto que
mide una cantidad de energia y ésta no se pierde , serd pre-
ciso que la altura disminuya hasta hacerse igual 4 la del
medio ambiente. '

" Admitido como fuerza tetradimensional el calor, y ha-
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biendo desprendimiento 6 ahgorcién de él en toda combina-
cién quimica , se impone la explicacién de ésta.

Suponed una multitud de moléculas planas de azufre y
hierro: interpuestas las unas entre las otras, nada méis ficil
que separarlas por procedimientos mecénicos 6 fisicos , pro-
pios de un mundo bidimensional ; pero colocad las primeras
encima de las segundas, en el sentido de la tercera dimen-
s8ién , y habreis formado un cuerpo, el sulfuro ferroso, dis-
tinto de los componentes simples empleados, imposible .de
destruir para un er de dos dimensiones, por plocedlmlen-
tos de cardcter intuitivo. :

En el primer caso, azufre y hierro estaban nada més que
mezclados: en el segundo, fueron combinados por la presidn
calor. Mientras-ésta no hace més que comprimir la materia,
se limita 4 producir un aumento de temperatura ; pero en
cuanto la presién es suficiente 4 vencer la resistencia del
medio, y trasportar fuera de su plano algunas moléculas 6
unidades materiales, para superpouerlas 4 las otras, se esta-~
blece un nuevo estado de equilibrio, y la combinacién tiene
lugar, con un desprendimiento de luz que es de facil expli-
cacidn.

Recordad ¢émo dejando caer una piedra en la superficie
del agua, se produce en torno del punto tocado una depre-
8ién, un vacio circular, que se va ensanchando, seguido de
una condensacién, cuando las moléculas, primeramente sepa-
radas por el choque, vuelven 4 juntarse al desapavecer la
causa que lag separd; recordad cédmo esta dilatacién y con-
densacién sucesivas se propagan en la tranquila superficie
de un lago, rizdndola de un modo [caprichoso y formando
una serie de ondas que van 4 chocar contra la orilla; obser=-
vad que al verificarge la combinacién de dos cuerpos en un
plano, la materia deberd vibrar de esta manera, y con tanta
méis rapidez cuanto mayor sea la energfa de la accidn qui-
mica; admitid ‘que en un espacio plano la luz sea un movi-
miento vibratorio como en el Universo; y tendreis explicada
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la produccién del fenémeno luminoso por medio de Ia pre-
gidn-calor.

Eista misma fusrza es la causa del movimiento eléctrico.
Como la luz es un movimiento oscilatorio, de vaivén, que se
trasmite de unas moléculas 4 otras, sin que haya traslaclén
de materia ; la electricidad , en el espacio de dos dimensio-
nes, es una rotacién de los dtomos, alrededor de un eje si-
tuado en su plano, la cual no puede ser imaginada por un
ser bidimensional , porque exige el concepto dé la tercera

-dimensién. " |
- Tal hipétesis explica la descomposicién de los cuerpos
por la corriente eléctrica. Tomemos como ejemplo el agua:
una fila de moléculas, que va del eléctrodo positivo al nega-
tivo, en un voltdmetro, es una serie de columnitas , perpen-
diculares al plano del ser imaginario, formadas, cada una,
por dos 4tomos de hidrégeno y uno de oxigeno. Una accién
del espacio tridimensional , hace girar todos estos sistemas
moleculares, y coloca sus ejes en un mismo plano: la combi-
nacién se ha convertido en mezcla, y la fuerza centrifuga de
la rotacién lanza los elementos componentes 4 los polos del
analizador. ‘

Llevados del entusiasmo y la fe los sectarios de la nueva
Iglesia metageométrica, no dudan en afirmar que las inves-.
tigaciones de Lobatchewski, sefialan una nueva era en la
historia de la Geometrfa , y que cuando este perfodo hist6-
rico alcance su edad de oro, la ciencia geométrica habr4 al-
canzado su mayor simplicidad, como la Astronomia llegé 4
su miximo grado de perfeccién con el descubrimiento de
Copérnico. Lo que Copérnico fué 4 Ptolomeo, exclama Clifford,
Lobatchewski lo fué 4 Euclides.

Animados por estas ideas han pretendido explicar los
misterios del espiritismo, y considerar como fenémenos na-
turales, hechos hasta hoy comprendidos en la esfera de lo
gobrenatural.

Después de Crookes, el insigne descubridor de la mate-
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teria radiante , y por indicacién suya, Zéllner, profesor que.
fué de Fisica astral en la Universidad de Leipzig, estudib
las manifestaciones de la fuerza psiquica con el medium
Slade ; y refiere que vié por dos veces deshacerse log nu-
dos de una cuerda, estando selladas sus extremidades, hecho
que habia predicho y demostrado matemiticamente Félix
Klein, para un espacio tetradimensional.

Suponed una cuerda en un plano, sujeta por una de sus
extremidades, haced que la extremidad libre gire 360° y
habreis formado un lazo de dos dimensiones, represéntacién

6 dibujo de un nudo ordinario, que un ser bidimensional
- solo podra deshacer efectuando en sentido inverso el mis-
mo giro que sirvié para formarle; pero que uno de nos-
otros desatard ficilmente, levantando una porcién de la
cuerda por encima de su plano y volviéndola 4 colocar en
éste mediante una ligera torsién: las mismas operaciones
- practicadas, invirtiendo el orden, servirin para formar el

nudo @, '

_ Estas mismas ideas dan cuenta de la desaparicién de los
nudos en nuestro espacio, mediante una fuerza ejercida
gegun la cuarta dimensién . En comprobacién de que el fe-
némeno debe de verificarse andlogamente 4 como acabo de
explicar , Zollner cita las torceduras aparecidas en dos co-

)] ‘Sea ab la cuerds;
o a = b

a'b'e'd'b'e serd su disposicion después de formado el lazo,
| al v o

d ‘/\c’

y.a'b"c"d"by"e” 1a forma que adoptard cuande un ser tridimensional haya le-
vantado la parte superior.

bi" eII
= C

dll

T




— 40 —

rreas ‘8ih fin , anudadas en su presencia, por ests procedi-
mieito mlsteuoso Las cotreas mno hubieran aparecido e~
totcidas, dice el profesor alémén, si los nudos se hubieran:
foi‘mado por separacién de la materlaé contla.dlclendo 1a
ley de la impenetrabilidad. ‘

Por convincente que parezca esta prueba de la existen-
cia del espacio tetradimensional, sélo puede aceptarse :como
v4lida admitiendo dos postulados : la realidad de los fené-
menos espiritistas, que se producen de un modo demasiado
misterioso, para que puedan ser estudiados y reproducidos
en su laboratorio por el hombre de ciencia; y la imposibili
dad de explicar dichos fenémenos por medio de otra hipé-
tesis mis objetiva, y harménica con las ensefianzas de la
diaria observacién. -

A todas estas propiedades, hay que afiadir la inversién
posible de una superficie, analiticamente demostrada por
Simén Newcomb, en el primer articulo del primer ndmero
del American Journal of Mathematies; y la posibilidad de
sacar un cuerpo, fuera de un recinto cerrado, sin atravesar
la superficie, como se puede llevar un punto del interior al
exterior de un circulo, sin tocar la circunferencia. Cuanto 4
grandes rasgos acabo de referir, se afirma que no-contradice
4 los principios de la légica, y que es tan legftima, como las
leyes del movimiento de un cuerpo, cuya marcha 4 través
~del espacio se debiera 4 la accién de fuerzas variables con
la distancia del mévil 6 centros de posicién fija. Lo mismo
que los movimientos planetarios, debidos & fuerzas que va-
rian segin la ley de Newton, on razén dirécta de las masas
é inversa del cuadrado de las distancias, son casos particu-
lares de estos, las leyes del espacio tridimensional estdn
comprendidas en otras mas generales que rigen el hiper-
espacio.

Es evidente se¢ afiade, que cuando se razona sobre un
conjunto de cosus, y el grupo formado por ellas no contiene
todas las posibles, se puede considerar estas en sus relacio-
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neg con; aquellas: por esto, admitido que los puntos de nues-
tro espacio no son los dnicos intelectualmente posibles, es
legitima la Gieometria tetradimensional y todas sus conse-
cuencias; pero tal hipétesis repugna tanto 4 la intuicién,
que pudiera dudarse si el concepto de espacio, es para nues-
tra razén tan necesario como los principios axioméiticos mis
fundamentales.

Si este procedimiento inductivo, para establecer los
principios filos6ficos sobre que descansa la Pangeometria,
es discutible y contradictorio, lo propio ocurre con el método
rigorosamente deductivo seguido por Riemann.

+ Los conceptos se forman en la inteligencia, clasificando
los objetos del conocimiento en atencién al ntmero de sus
propiedades. Se dividen primero en grupos, cada uno de los
cuales comprende aquellos objetos que tienen el mayor ni-
mero de caracteres comunes, compatible con la diferencia-
cién de las cosas clasificadas; y estos grupos se reunen y
distribuyen en otros més elevados, cuyos elementos consti-
tutivos tienen mayores diferencias. A medida que ascende-
mos en la escala de la clasificacién el ntimero de objetos
comprendidos en lag clases sucesivas aumenta, mientras que
el de propiedades comunes 4 ellas disminuye: el conjunto de
estas se llama concepto, que ni tiene realidad objetiva inde-
~ pendiente, ni se forma por un proceso deductivo.

Asf se llega al dnico toncepto posible de espacio, y se
comprende la imposibilidad de admitir el llamado espacio
tetradimensional, 6 sistema de cuatro dimensiones cuyo ele-
mento fundamental es el punto. - ‘

==
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VI

No entre aqui nadie que no sea
gedmetra.
Praton.

&3 estas palabras en su Academia; y aunque sea dudosa
1&Q la autenticidad de la inseripeién, no citada porlos escri-
g tores antiguos, importa poner aqui esta sentencia, atri-
Y buida por Miguel Psellus al ilustre sabio de la Grecia,
el on carta dirigida 4 uno de los emperadores que llevé el
nombre de Andrénico. Mi objeto es recordaros que, en la
patria de Euclides, era la Geometria preparacién indispen-
gable para el estudio de las demds ciencias, y se habia dado,
con esto, un gran paso eun favor de la unidad cientifica.
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Apesax de'los desvarfos, que 4 grandes rasgos agabo de
referir, de algunos ilustres mateméticos contemporéneos,
fuerza es reconocer que, entre dos espiritus dotados de
iguales aptitudes, aquel que conoce las matemiticas, posée
una mayor penetracién, y profundiza més en la resolucién
de todos los problemas. En esta misma casa estudié, con
notable aprovechamiento, el antiguo bachillerato en cien-
ciag, uno de los més ilustres profesores del Doctorado de
Derecho en la Universidad Central: por largo tiempo estuvo
dedicado 4 la ensefianza de las verdades mateméticas, alld
en su juventud, el més razonador y 4 la vez el menos préc-
tico de nuestros politicos . Los ejemplos de esta clase, en la
edad antigua y en la moderpa, podrian multiplicarse inde-
finidamente.

Las mateméticas son la gimnasia mdés ulil del espiritu,
obligan 4 concretar el pensamiento, y ensefian al hombre
que la palabra no le ha sido dada para hacer con ella juegos
de artificio, siné para exponer concisamente las reflexiones
que le sugiere la contemplacién de las verdades de los 4rde-
nes moral y fisico, regidos ambos por las mismas leyes
eternas é inmutables. Agradables é interesantes las ciencias
exactas, cuando se aplican 4 la resolucién de los problemas
de la vida préctica, y se limitan al papel de auxiliares, son
sublimes y admirables, si se ciernen sobre esas alturas,
desde las cuales se llega & mirar con desprecio las explica-
ciones del presente, pensando en el inmenso campo inexplo-
vado , abierto 4 los descubrimientos del porvenir.

De las ilusiones del trascendentalismo actual, quiz4 sur-
ja mafiana una nueva y fecunda realidad : més por si asi no
fuera, bueno serd alegar en defensa de la pangeometria, que
la misma hipdstasis 1 objetivacién de los conceptos, 4 la
cual se deben sus errores, ha dado lugar, en las clencias
fisicas, 4 nociones, tan contradictorias como la del egpa-
cio tetradimensional, si bien por efecto de la‘necesidad, 6 del
hé4bito, las aceptamos como buenas.
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que ilumina mi alwa, con la permanencia de la pobre l4m-
para del Santuario perdido en lo'més abrupto de la montaiia,
y la intensidad del potente faro queguia‘al triste ndufrago
_ en noche imponente y tempestuosa.

-

He picHo.






