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Prodlogo

Podemos encontrar aplicaciones de la Estadistica practicamente en todos
los campos (Biologia, Ciencias de la Educacién, Economia, Medicina, So-
ciologia, etc.). Buena parte de los problemas reales con experimentos aleato-
rios, admiten modelos apropiados dentro del Célculo de Probabilidades para
los que la Estadistica dispone de procedimientos de resolucién bien consoli-
dados. La mayoria de estos modelos involucran variables aleatorias (reales o
vectoriales) asociadas al experimento considerado, y ciertas caracteristicas

de su distribucién.

Sin embargo, hay otros problemas reales para los que los modelos tradi-
cionales son insuficientes, porque no recogen adecuadamente toda la incer-
tidumbre subyacente. Entre estos, cabe mencionar los que consideran datos
experimentales imprecisos. En ellos, a la incertidumbre debida a la aleato-
riedad del resultado experimental se une la imprecisién en la definicion de
los datos. A menudo, los datos imprecisos se someten a una codificacion
real, lo que conlleva que, en las medidas de error que intervienen en las dis-
tintas técnicas estadisticas aplicables a los problemas, se ignore parte de la
incertidumbre (ya que, por la codificacién considerada, pueden identificarse

datos diferentes).

Los conjuntos aleatorios (elementos aleatorios con valores de conjunto

clasico) y las variables aleatorias difusas (que, en el sentido de Puri y Rales-
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cu, representan elementos aleatorios con valores de conjunto difuso), se han
introducido como un modelo 1util y bien establecido para un buen ntmero

de elementos aleatorios con valores imprecisos.

En las tultimas décadas, se han desarrollado diversos estudios proba-
bilisticos sobre conjuntos aleatorios y variables aleatorias difusas. En este
sentido cabe destacar, entre otros, los relativos a la formalizacién de la me-
dibilidad de las variables aleatorias difusas, las leyes fuertes de los grandes
nimeros segun diferentes métricas para las dos clases de elementos aleato-

rios, la definicién de medidas de centralizacién y dispersion, etc.

Por el contrario, el tratamiento de estos elementos aleatorios desde una

perspectiva estadistica apenas ha recibido atencion.

En esta memoria van a presentarse estudios de introduccién a una me-
todologia estadistica para los conjuntos aleatorios con valores de intervalo
compacto real, y para las variables aleatorias difusas con valores de con-
junto difuso real. Estos estudios tienen en comtun que se basan en una
métrica generalizada definida sobre los espacios de valores de los dos tipos

de elementos aleatorios.

En el Capitulo 1 se analiza en detalle el problema de regresion y corre-
lacion lineal entre dos conjuntos aleatorios con valores de intervalo compacto

real.

En primer lugar, se obtienen de forma descriptiva las soluciones “minimo-
cuadraticas” de dos tipos de relaciones lineales (segin que la “ordenada en
el origen” tome valor real o de intervalo), y se discuten las analogias y dife-
rencias con respecto al caso de variables reales. Merece mencion especial la
caracterizacion de los casos en los que la soluciéon 6ptima no es tinica. Para
la determinaciéon préactica de las relaciones 6ptimas se ha desarrollado un

algoritmo, ilustrandose su aplicacion con un ejemplo real.
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Estos estudios sirven de apoyo para la definicion de un coeficiente para
la proporcion de variabilidad del conjunto aleatorio “dependiente” que se
explica por la variabilidad del “independiente”, y que extiende el conoci-
do coeficiente de determinacion en la correlaciéon lineal entre dos variables
reales. Las propiedades del nuevo coeficiente corroboran su utilidad como
medida del grado de dependencia funcional (mas concretamente, “lineal”
en el sentido de la clase de relaciéon considerada) entre los dos elementos
aleatorios. En esta parte cabe destacar las discrepancias detectadas entre
los dos tipos de relaciones lineales, ya que el problema de regresion para el
primer tipo es una particularizacion del correspondiente al segundo, pero
no ocurre lo mismo con el problema de correlacion. El calculo del coefi-
ciente se presenta también de forma algoritmica, y la aplicacién se ilustra

completando el ejemplo visto anteriormente.

Los resultados obtenidos sobre ciertas relaciones funcionales entre ele-
mentos aleatorios imprecisos, pueden emplearse para la realizacion de predic-
ciones. Para contrastar si la consideracién de una relacion lineal entre los
dos elementos aleatorios implica una mejora en la prediccion de los valores
del elemento dependiente en funcién de los del independiente, se desarro-
llan diversos tests de hipdtesis: basados en condiciones de normalidad, en

la teoria para grandes muestras, o en técnicas bootstrap.

En el Capitulo 2 se desarrollan procedimientos de contraste de hipdtesis
a partir de los datos proporcionados por la observacion de una variable
aleatoria difusa. A diferencia de los tests de la tltima parte del Capitulo 1,
en el presente el contraste no se refiere a un parametro con valores reales,
sino difusos: el valor esperado (difuso) de la variable aleatoria difusa consi-
derada. Sobre la base de la métrica adoptada, la hipétesis nula del contraste
bilateral para una muestra puede expresarse como la de anulaciéon de cierta

funcién real del valor esperado difuso.
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Teniendo en cuenta esta equivalencia se van a desarrollar tests de hipotesis
para: el valor esperado de una variable aleatoria difusa, la igualdad de va-
lores esperados de dos variables aleatorias difusas, y la igualdad de valores

esperados de un nimero finito cualquiera de variables.

Para el contraste de todas esas hipodtesis se construyen métodos exactos
para variables aleatorias difusas normales (en el sentido de Puri y Ralescu).
La normalidad para estos elementos aleatorios constituye un modelo poco

realista y sélo adaptable a un reducido ntimero de situaciones practicas.

Por el contrario, la suposicién de que la(s) variable(s) aleatoria(s) di-
fusa(s) en estudio toma(n) un nimero finito de valores distintos es aplicable
a la mayoria de las situaciones practicas. Para este caso, se establecen
métodos aproximados basados en técnicas asintdticas (mas concretamente,
las que aprovechan las buenas propiedades de los estimadores consistentes

y asintéticamente normales), y métodos basados en técnicas bootstrap.

A través de la simulacion de varios tipos de variables aleatorias difusas,
y considerando distintas métricas particulares y diversos tamanos mues-
trales, se realiza una comparacion de la utilidad de los diferentes métodos

de contraste propuestos, obteniéndose conclusiones de interés.

La memoria se completa con el planteamiento de algunas nuevas lineas
de investigacion que han surgido a lo largo de la elaboracién de la misma,
asi como con el de problemas iniciados en cuyo tratamiento y andlisis podria

abundarse mas en el futuro.
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Preliminares

Este breve capitulo recoge los conceptos y resultados ya establecidos que

son fundamentales en el desarrollo de esta memoria.

En primer lugar, se recuerda la definicion de los espacios de valores de los
elementos aleatorios imprecisos con los que va a trabajarse, y la aritmética

para €esos valores.

En segundo término se presentan las formalizaciones para los elementos
aleatorios con valores de conjunto y con valores de conjunto difuso, y sus
correspondientes valores esperados. Se particularizara a los casos que van a
tratarse en la memoria, destacandose las propiedades de interés que tengan

relevancia en los estudios de los siguientes capitulos.

Por ultimo, se exponen las métricas generalizadas en las que se basan las
técnicas estadisticas propuestas y que representan la contribucién principal

de este trabajo.

0.1 Valores imprecisos;

definiciones y aritmética

En esta seccion se indican los valores que pueden tomar los elementos aleato-

rios de cuyo andlisis estadistico nos vamos a ocupar, asi como algunas de las
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operaciones entre ellos, y se muestran varias de las notaciones adoptadas a

lo largo de la memoria.

0.1.1 Valores de intervalo

Se denotara por K.(R) la clase de los intervalos reales compactos no vacios

(a los que haremos referencia habitualmente como valores de intervalo).

El espacio K.(R) puede dotarse de una estructura semilineal, inducida
por el producto por un escalary la suma de Minkowski , definidos de forma
que:

M={)la|a € A},
A+B={a+blac Abe B},

para A, B € K.(R), A € R. Como K.(R) no es un grupo respecto a la suma,
al no existir un elemento simétrico para cada intervalo compacto no vacio,

K.(R) no tiene estructura de espacio vectorial.

0.1.2 Valores difusos

Por F.(R) representaremos la clase de las funciones de R en [0,1] semi-
continuas superiormente, cuasi-convexas, normalizadas y con clausura del
soporte compacta (a los que haremos referencia habitualmente como wvalo-
res o numeros difusos). En otras palabras, F.(R) denota el espacio de los
subconjuntos difusos V:R — [0,1] cuyos a-niveles V,, son clementos de
K.(R), cualquiera que sea o € [0,1] (donde V, = {z € R|V(z) > a} si
a € (0,1], Vo = cl{z € R|V(z) > 0} ).

El espacio F.(R) puede dotarse de una estructura semilineal, inducida

por el producto de un conjunto difuso por un escalary la suma de conjuntos

difusos, extendidas siguiendo el principio de extension de Zadeh (1975).
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Ambas leyes de composicion (la externa y la interna) resultan compatibles
con las obtenidas aplicando la aritmética de conjuntos anterior para cada
a-nivel, de modo que para todo (7,‘7 € F.(R) y A € R se definen AU y
U &V de manera que:

(Ao = AU, = {Mu|u € Uy},

U V)a=Us+Vo={u+v|uecU,veV,}
para todo « € [0, 1].

0.2 Elementos aleatorios
con valores imprecisos;

formalizacion y valor esperado

En esta seccion se incluyen los elementos aleatorios con los que vamos a tra-
bajar: los elementos aleatorios con valores de conjunto clasico (més concre-
tamente, de intervalo compacto no vacio), y los elementos aleatorios cuyos

valores son numeros difusos.

0.2.1 Conjuntos aleatorios

En la clase IC(IRP) de los conjuntos compactos y no vacios de R?, se define

la métrica de Hausdorff como sigue:

dy(A, B) = méx {sup inf ||a — b||, sup in£ |la — b||} :
ac

acA bEB beB

donde || - || representa la norma euclidea correspondiente y A, B € IC(RP).

Sobre K(R) se reemplazard || - || por | - |.
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Si A, B € K.(R), la métrica de Hausdorff admite la expresién alternativa

siguiente:

dy(A, B) = méx{ |inf A —inf B|, |sup A — sup B| }.

Dado un espacio de probabilidad (2,4, P), se dice que una aplicacién
X : Q — K.(R) es un conjunto aleatorio con valores en K.(R) asociado con
el espacio medible (£2,.4) (en lo que sigue, simplemente, conjunto aleato-
rio), si X es (A, Bg,)-medible, donde B,,, es la o-algebra generada por
la topologia inducida por dy en K.(R). El concepto de conjunto aleato-
rio puede establecerse de forma ma&s general, admitiendo como espacio de

llegada la clase IC(RP), o incluso K(B) para un espacio de Banach B.

Si X : Q — K.(R) es un conjunto aleatorio asociado al espacio (€2, A, P),
y E[|X||P] < oo (propiedad a la que suele referirse como de integrabilidad
acotada de X), con | X|(w) = sup{|z| |z € X(w)} para todo w € Q, entonces
se define el valor esperado de X en el sentido de Aumann (1965) como el

conjunto
EAX|PI={E(¢|P)|€:Q—=R, € LY, A P), ¢ € Xcs. [P},

que en el caso en que X toma valores en IC.(R) corresponde al intervalo

compacto

EA[X|P] = [E(inf X|P), E(sup X |P)].

En la memoria consideraremos a veces dos tipos de conjuntos aleatorios

especiales: normales y simples.

Dado un espacio de probabilidad (€2,.4, P), y un conjunto aleatorio X
asociado, se dice que X es un conjunto aleatorio normal en el sentido de
Lyashenko (1980) si, para cada w € €2, el intervalo X (w) puede expresarse

como la suma de Minkowski

X(w) = €(w) + BAX|P),
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donde ¢ : 2 — R es una variable aleatoria real asociada al espacio (€2, .4, P)

con distribucién normal de media 0 y varianza 0% = Var(¢|P).

Diremos que X es un conjunto aleatorio simple si toma un nimero finito

de valores distintos sobre el espacio muestral €.

Los conjuntos aleatorios se han examinado y utilizado ampliamente en
muchos estudios (ver, por ejemplo, Kendall, 1974, Matheron, 1975, Dia-
mond, 1990, Cressie, 1993, Molchanov, 1993, Stoyan et al., 1995, Molchanov,
1998, Stoyan, 1998, Pick, 2000, Wang, 2001).

0.2.2 Variables aleatorias difusas

El concepto de variable aleatoria difusa que vamos a emplear, es una ge-
neralizacién de la nocién de conjunto aleatorio con valores en IC.(R), y se
debe a Puri and Ralescu (1986).

Dado un espacio de probabilidad (€2, .4, P), se dice que una aplicacién X :
Q0 — F.(R) es una variable aleatoria difusa con valores en F.(R) (también
llamada conjunto difuso aleatorio o variable difusa aleatoria) asociada con
el espacio medible (2, .A) si la aplicacion a-nivel, X, : Q@ — K.(R) tal que
Xy (w) = (X (w)), para todo w € 2, es un conjunto aleatorio cualquiera que
sea a € [0,1]. Puri y Ralescu definieron el concepto de variable aleatoria
difusa de modo mas general, admitiendo como espacio de llegada la clase
F(RP), o incluso F(B) para un espacio de Banach B, donde F(B) es la clase
de las funciones de B en [0, 1] semicontinuas superiormente, normalizadas y

con aplicacion O-nivel con valores compactos.

Si X es una variable aleatoria difusa con valores en F.(R) (en lo que
sigue, simplemente, variable aleatoria difusa), entonces para todo « € [0, 1],
las aplicaciones inf X, : 2 — R y sup X, : 2 — R son variables aleatorias

reales.
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La nocion de valor esperado que va a considerarse generaliza la esperanza
de un conjunto aleatorio en el sentido de Aumann, y se debe a Puri and
Ralescu (1986).

Se dice que una variable aleatoria difusa X es acotada integrablemente

si su magnitud |Xy| € LY(Q, A, P), donde |X,|(-) = sup |z]. Si X es una
IGXo(-)
variable aleatoria difusa acotada integrablemente, se define el valor esperado

de X como el tnico conjunto difuso E(X|P), tal que

(E(X|P)), = E*[X|P]
para todo « € [0, 1].

En esta memoria hay dos tipos especiales de variables aleatorias difusas

con los que trabajaremos a menudo: normales y simples.

Dado un espacio de probabilidad (€2, .4, P), y una variable aleatoria di-
fusa X asociada, se dice que X es una wvariable aleatoria difusa normal en
el sentido de Puri and Ralescu (1985) si, para cada a € [0,1] y w € Q, el
intervalo compacto &, (w) puede expresarse como la suma de Minkowski del
valor real £(w) y el a-nivel del valor esperado E(X|P), de forma que para
cada w € () se cumple que:

X(w) = £(w) @ E(X|P),

donde £ : € — R es una variable aleatoria real asociada al espacio (£2,.A, P)

con distribucién normal de media 0 y varianza o = Var(¢|P).

Se dice que X' es una variable aleatoria difusa simple si X (€2) tiene car-

dinal finito.

Las variables aleatorias difusas han cobrado bastante interés en la 1iltima
década, destacando los estudios de tipo probabilistico realizados (ver, por
ejemplo, Klement et al., 1986, Lopez-Diaz and Gil, 1997, 1998, Nather,
1997, Korner, 1997b, Colubi et al., 1999, 2001, 2002, Molchanov, 1999,

entre otros).
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0.3 Meétricas generalizadas

entre valores imprecisos

Sobre las clases KC.(R) y F.(R) pueden definirse varias métricas (ver, por
ejemplo, Diamond and Kloeden, 1994). La conveniencia de unas u otras
depende de su finalidad. En este sentido, la métrica de Hausdorff es la
base de la medibilidad de los conjuntos aleatorios, y para formalizar la
medibilidad de las variables aleatorias difusas se han considerado distancias
basadas en la de Hausdorff (ver Colubi et al., 2002).

El propésito comun de los estudios que se presentan en esta memoria es
el desarrollo de métodos estadisticos con datos experimentales que toman
valores de conjunto o valores de conjunto difuso. Estos métodos involucran
explicita o implicitamente medidas de error. Con el objeto de que estas me-
didas se adapten facilmente al cdlculo practico, y den lugar a procedimientos
operativos en un contexto estadistico, las métricas que van a emplearse no
se basan en la métrica de Hausdorff sino en distancias de tipo cuadratico.
Asimismo, se trata de métricas generalizadas con una interpretacién intui-

tiva sencilla.

0.3.1 Meétrica sobre K.(R)

Sobre el espacio K.(R) va a considerarse la W-distancia, que para A, B €
K.(R) viene dada por:

dw (A, B) = \/ /[0 . [fa(N) = fe(N)]? dW(N)

con

fa(A) =Asup A+ (1 —N)inf A
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para todo A € [0,1], y donde W es una medida de ponderaciéon normalizada
que se formaliza mediante una medida de probabilidad sobre el espacio
medible ([0, 1], Bjo,1) que corresponde a una distribucién no degenerada (que
en el Capitulo 1 supondremos ademds simétrica) en [0, 1] (denotdndose por
Bjo,1) la o-dlgebra de Borel en [0, 1]).

La W-distancia es una particularizacién de una métrica introducida re-
cientemente en un marco mas general por Kérner and Néther (2002). Sobre
la base del Teorema de Radstrém (ver, por ejemplo, Diamond and Kloe-
den, 1994), cualquier conjunto A € K.(R) puede encajarse isométricamente
mediante su funcién soporte s4 en un cono de un espacio de Hilbert de fun-
ciones. En consecuencia, un conjunto aleatorio puede contemplarse como
una funcién aleatoria que toma valores en un espacio de Hilbert, y cualquier
distancia Ly entre las funciones soporte de dos conjuntos A, B € K.(R) po-

dria expresarse en la forma:

Dk (sa,58) = Y (sa(w) = sp(u)(sa(v) = sp(v)) K (u,v)

(u,w)eS9x S0

para alguna funcién K : S x S — R (con S° la esfera unidad en R, i.e.,
SY = {—1,1}), donde K representa un ntcleo definido positivo y simétrico,
es decir, K(1,1) >0, K(1,-1) = K(-1,1)y K(1,1)K(-1,—-1) > K(1,-1)
K(-1,1).

El cuadrado de la distancia precedente puede expresarse alternativa-

mente como:
[Dg(s4,58))° = (K(1,1) — K(1,—1))[sup A — sup B]?

+(K(~1,-1) — K(1,-1))[inf A — inf B)?

+4 K(1,—1)[mid A — mid B]?,
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donde mid A = [sup A + inf A]/2 denota el punto medio del intervalo A. Si
se exige para el nucleo K que asigne “peso” no negativo al cuadrado de la

distancia euclidea entre los puntos medios (i.e., K(1,—1) > 0), entonces,
para A, B € K.(R) se tiene que Dg(sa, sp) = dw (A, B).

Observaciéon 0.3.1 Conviene senalar que la métrica utilizada por Dia-
mond (1990), en sus estudios de regresién con intervalos aleatorios, corres-
ponde a dy con W(0) = W (1) =.5, W(A) =0 en el resto. Es evidente que
dw es equivalente a la métrica generalizada dy introducida por Bertoluzza
et al. (1995), donde X = (W (0), W (.5), W(1)), pero la eleccién de la medida

W sobre [0, 1] es més facil e intuitiva en la préctica que la eleccion de X.

Observacién 0.3.2 Aunque la medida W no tiene realmente una inter-
pretacion estocastica, se ha formalizado en un contexto probabilistico para
poder asf trabajar con el espacio de probabilidad (£2x[0, 1], A®Bjg 1, P@W),
que resulta muy manejable y permite aplicar algunos resultados de interés

conocidos de ese contexto.

Observacién 0.3.3 La aplicacion fioq @ © x [0,1] — R puede tratarse
como una variable aleatoria real constante respecto a Py, si W se supone
asociada a una distribucién simétrica en [0, 1], 0]%[0 . Var| fjoy|P ® W] =
f[o,l} A2dW (X) — .25 > 0. Ademds, puede probarse que, si A, B € K.(R), la

simetria de W garantiza que
[dyw (A, B)]* = [mid A — mid B]* + 4 O'J%[O’l] [spr A — spr B)?

(donde “spr” representa la semiamplitud, es decir, spr A = [sup A—inf A]/2).
En consecuencia, cuanto mayor es 012”[0 , mayor es la influencia de la distancia
euclidea entre las semiamplitudes de A y B sobre dw (A, B), alcanzéndose

la influencia maxima para la métrica empleada por Diamond (1990).
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0.3.2 Meétrica sobre F.(R)

La métrica con la que va a trabajarse sobre F.(R) parte de la consideracién
de dos medidas ponderadoras normalizadas, W y ¢, que pueden formalizarse
matematicamente mendiante sendas medidas de probabilidad sobre el espa-
cio medible ([0,1], Bjo,1)), W asociada con una distribucién no degenerada
y ¢ asociada con una funcién de distribucién creciente (en sentido estricto)
sobre [0,1]. De nuevo, se puntualiza que W y ¢ no tienen un significado

estocastico, aunque el empleo del modelo probabilistico sea muy util.

La (W, ¢)-distancia entre U,V € F.(R) se define por:

lev(ﬁ’ ‘7) = \//[0 . [dW(ﬁm va))]Qdcp(a),

donde ahora dy : K.(R) x K.(R) — [0,400) se define por:

dW([?aaVa) = \//[0 . [fﬁ(aa)‘> - ff/(aa)‘ﬂQ dW()‘)

con fy(a,A) = Asup Vo + (1= \)inf V.

Observacién 0.3.4 Dy, puede verse como una particularizacién de la mé-
trica introducida por Kérner and Néather (2002) en F.(RP), de modo que
para U,V € F.(RP):

D4(0.7)] i

_ /(Sp1)2 ., (0:0) = sp(0.0))(55(0,0) = s (0. ) AR (w1, 0.),
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donde s denota la funcién soporte en F,(RP), SP~1 es la esfera unidad en
RP y K es un ntcleo definido positivo y simétrico. Dy corresponde a la
distancia genérica Ly en el espacio de Banach £(SP~!x [0, 1]). Como indican
Korner y Néther, si p = 1 la métrica DY, coincide con Dg para el niicleo
K tal que:

dK (u, o, v, B) = dapd(a) Ky (u,v)

con

K1(1,1):/[01] NdW (M), Kl(—l,—l):/[Ol](l—/\)QdW()\),

Ki(1,-1) = Ky(~1,1) = /[01] AL = N) dW(N).

Por tltimo, debe senalarse que la independencia y la identidad de distribu-
ciones se entenderdan en la memoria en el sentido usual (ver, por ejemplo,
Billingsley, 1995).






Capitulo 1

Estudios de regresion y
correlacién para conjuntos
aleatorios compactos y

convexos de R

En este capitulo se presentan en primer lugar los estudios descriptivos de-
sarrollados sobre dos modelos de regresion lineal entre dos conjuntos aleato-
rios con valores en K.(R). La diferencia entre ambos modelos radica en la
naturaleza de la ordenada en el origen de la relacién lineal, que para el
primero es de un elemento en R, mientras que para el segundo es de un

elemento en IC.(R).

Sobre la base de la W-distancia introducida en el Capitulo 0, se apli-
ca el principio de minimos cuadrados, obteniéndose las relaciones 6ptimas
para los dos modelos considerados. Se concluye que la relacién minimo-

cuadratica es practicamente tinica para el primer modelo, y que en dicho

13
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caso la pendiente no se anula salvo en situaciones muy especiales; para el
segundo modelo, la unicidad se cumple mayoritariamente, aunque existen
situaciones (caracterizadas en la memoria) en las que hay dos posibles rela-
ciones Optimas, y la anulacion de la pendiente se produce en situaciones
esperadas y bien justificadas. El calculo practico para ese segundo modelo

se presenta en forma algoritmica.

Las conclusiones derivadas de los estudios de regresion, conducen de
forma inmediata a los de correlacién lineal entre dos conjuntos aleatorios
con valores en IC.(R). Asi, a partir de la expresién de la variacion residual
para cada uno de los modelos, se define un “coeficiente de determinacién”
como medida adimensional del grado de dependencia lineal (o, mejor atin,
del grado de bondad de las relaciones éptimas segin la regresion lineal
considerada) entre los dos conjunto aleatorios. El coeficiente extendido
estd bien definido, aunque la expresién para el segundo modelo es bastante
compleja. Para evitar las dificultades que puede implicar su calculo practico

para ese segundo modelo, se presenta un algoritmo.

Los resultados de regresiéon y correlacion lineales se ilustran con un ejem-

plo real.

Obviamente, los estudios descriptivos sélo suelen aplicarse sobre pobla-
ciones pequenas o, mas asiduamente, sobre muestras extraidas de la pobla-
cién. Cuando se trabaja con poblaciones grandes y la informacién disponible
es la de los datos proporcionados por una muestra de esa poblacién, con el
fin de tener cierta garantia de la idoneidad de las predicciones pertinentes
se procedera habitualmente a contrastar la hipdtesis de anulacién del coe-
ficiente de determinacién extendido (o, alternativamente, la anulacién de
la pendiente de la relacién 6ptima por regresién). En la ultima parte del
Capitulo 1, se establecen varios procedimientos de contraste, dependiendo

de ciertas suposiciones previas sobre los conjuntos aleatorios involucrados
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en la relacién (simples, normales, caracterizados por ciertas componentes
reales normales, etc.) Estos procedimientos hacen uso de técnicas exactas,
técnicas para grandes muestras y técnicas bootstrap, entre otras. Se anaden

algunas conclusiones y problemas abiertos.

1.1 Estudios descriptivos de regresién lineal

entre dos conjuntos aleatorios con valo-
res en [C.(R)

En el analisis de regresion lineal simple entre dos variables aleatorias reales,
entendido en sentido descriptivo, el objetivo es buscar la relacion lineal
“mas adecuada” entre una wvariable dependiente o variable respuesta Y y
una variable independiente o variable de prediccion X sobre una muestra o
poblacién dada. En otras palabras, se trata de determinar la recta §y = a x+0b
que proporciona “mejor ajuste” o “estimacién” a los datos. La adecuacion,
ajuste o estimacién “mejor” se interpreta habitualmente en términos del
criterio de minimos cuadrados con la distancia euclidea en R, que permite
hallar facilmente y de forma general la solucion éptima, salvo que la variable
de prediccién sea degenerada (en cuyo caso habria una infinidad de posibles

soluciones 6ptimas y careceria de interés).

El proposito de la presente secciéon es extender el analisis de regresion
anterior cuando X e Y son dos conjuntos aleatorios con valores en KC.(R).
Diamond (1990) realizé algunos estudios sobre el problema que vamos a
abordar en esta seccion, si bien adopté una métrica particular (y no siem-
pre conveniente) y s6lo hallé las soluciones 6ptimas para situaciones muy
especiales, en las que la obtencion de conclusiones es inmediata. En conse-

cuencia, la discusion y los resultados que se recogen es esta seccion generali-
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zan el trabajo de Diamond en varios aspectos: la métrica considerada, dyy,
es mas general e idénea; las soluciones 6ptimas se determinan para todos
los casos en que existen; estas conclusiones sirven de soporte al desarrollo

de los estudios de la Seccion 1.2.

La extension del analisis va a llevarse a cabo de acuerdo con dos tipos de
relaciones: lineal con “ordenada en el origen” real; lineal con “ordenada en
el origen” con valor de intervalo. Nos ocuparemos de estas extensiones en
las dos subsecciones siguientes. Para formalizar la idea de relaciéon “menos
errénea”, el “error” va a cuantificarse en términos de la W-distancia intro-
ducida en la Subseccién 0.3.1, y supondremos que la medida W corresponde
a una distribucion de probabilidad simétrica con respecto al valor A = 0.5.
Esta suposicion no entrana pérdida de generalidad, ya que no existen ra-
zones realmente importantes para discriminar entre [fy (A) — foxis(A)]? ¥
[fy(1 = X) = faxis(1 — A)]? a través de la ponderacién asignada al valorar

el error asociado con la estimacién.

Antes de analizar la solucién de los problemas, van a describirse al-
gunas de las notaciones que se emplearan en dicho andlisis, indicandose
inicialmente su expresién en funcién de ciertos momentos de las variables
aleatorias reales fx, fy y fjo,1), definidas sobre el espacio de probabilidad
(2 x [0,1], A x By, P ® W). Esta expresion permitira aplicar resultados
del Anélisis de Regresion Lineal simple y multiple con variables aleatorias

reales.

Por otra parte, tanto en la busqueda de las soluciones de los proble-
mas, como en la discusién sobre la unicidad/duplicidad de esas soluciones,
o a la hora de realizar los céalculos practicos relativos a los resultados en
este capitulo (para los que se podra recurrir subsidiariamente a programas
estadisticos bien conocidos), jugard un papel crucial la expresion de las no-

taciones en términos de ciertos momentos de las variables aleatorias reales
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mid X, midY, spr X y sprY (ver Subseccién 0.3.1 para la definicén de
‘mid’ y ‘spr’) asociadas al espacio de probabilidad (£2,.4, P), que también

se incluye a continuacién.

De este modo, si se denota por f,(A) = fa(1 — \) cualquiera que sea
Ae0,1] y A € K.(R):

Ifor = E(fo]P® W) = 0.5,

o7, = Var(fx|P@W) = Var(fx|P@ W)

=40}, E((spr X)|P) + Var(mid X| P),
9%y COV(fX, fY‘P & W)
Prxfy = 5 = —

Cov(mid X, mid Y |P) + 401%[0 1]E(ser - sprY|P)

- bl
2 2
Tix O fy

Cov(mid X, mid Y|P) — 40}%[0 1]E'(ser - sprY|P)
Pixty = 5 o

< Pfx fys

Prx fo = _p?xf[o,l] =2 (72,

Conviene resenar que si X e Y son conjuntos aleatorios no degenerados,

entonces

2 2
Ofy > 0, 0%y > O, pfxf[o,l] 7é 17 prf[O,l] 7& L.
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1.1.1 Relacion lineal de Tipo 1: coeficiente b con va-

lores en R

Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad, y sean X : Q@ — K. (R)eY : Q —
K.(R) dos conjuntos aleatorios no degenerados asociados a ese espacio. Si
se observa el conjunto X (w) y se quiere “estimar” el valor correspondien-
te Y(w), puede tratar de aproximarse Y mediante una funcién lineal de
X (o, de forma més general, de g(X), donde ¢ : R — R es una funcién
medible bien definida). La Figura 1.1 muestra la representacién grafica de
la estimacién ?(w) =aX(w)+0b(cona,beR):

N

sup [aX (w) + b]

inf [aX (w) + b]

Fig. 1.1: Representacién grafica de ?(w) =aX(w)+b

La busqueda de la mejor relacion de Y como funcion lineal de X, se
va a llevar a cabo mediante la aplicacion del método de minimos-cuadrados
basada en la W-distancia introducida en la Subseccion 0.3.1. De este modo,
la suma (o, precisando mads, la media) de los cuadrados de los residuos

se extiende por medio de la suma (la media) de los cuadrados de las W-
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distancias entre los valores de Y observados y los estimados por la relacion

lineal.
Por lo tanto, el problema consiste en hallar el minimo de la funcion
objetivo ¢ : R x R — [0, +00) tal que
6(a,b) = E( [dw(Y,aX +b)” | P)

para a,b € R.

En condiciones muy generales, el problema planteado admite solucién

(tnica salvo en situaciones muy especiales). Mas concretamente:

Teorema 1.1.1 Si X e Y son dos conjuntos aleatorios con wvalores en
KiR) = K(R)\ {{z} |z € R} c.s. [Pl y E(|X| | P) < o0, E(JY]| | P) < oo,
entonces existe solucion para el problema, y la funcion objetivo ¢ alcanza

minimo absoluto en (af, b5) € (R\ {0}) x R, con:

(M o2 Pixfy » Hfy — \/ o2 pfxfy fo) si prfY > prfY
Ix fx
oy Gy .
3 PFofy s My — A =3 PFepy Hfx | €n caso contrario.
Tx Tfx

(La condicion p} s, > pz?xfy equivale a Cov(mid X, midY|P) > 0) La

(asa bS) =

solucion serd unica salvo en el caso en el que Cov(mid X, midY|P) = 0.

Demostracion. Una de las diferencias mas destacables con respecto al
problema de regresion lineal simple con variables reales, estriba en el hecho
de que el producto de un elemento de K.(R) por un nimero real adopta
expresiones distintas de acuerdo con el signo del escalar (es decir, segin que

a>06a<0). Precisando mas:
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E ([fy — (afx + b)]2

P®W> sia >0,
¢(a,b) =
E([fy—(aijtb)f’P@W) sia <0.

En particular, si consideramos una muestra aleatoria de n datos bidi-
mensionales, (X1,Y1),...,(X,,Y,), con X;,Y; € K(R) (i = 1,...,n), se
cumple que:

( n

o[ (o —en b awey sazo

n<—

¢(a’ b) =

%Zﬁ;/m (£ = afw (1= ) —b)QdW(A) sia<0.

\

En consecuencia, el problema que se desea resolver puede contemplarse
como una combinacién de dos problemas de regresion lineal simple clasicos,
el primero de los cuales involucra las variables aleatorias reales fx y fy (si

a>0), y el segundo referido a las variables fy y fy (si a <0).

Los estudios de regresion lineal simple entre variables aleatorias reales

nos permiten asegurar que la funcion

¢o(a,b) = E ([fy — (afx + D) )P ® W)

alcanza su minimo absoluto en R? para los valores, si existen, dados por:
d — Cov(fx, fy|[P@W) [0}, p
0 — - )
Var(fx|P @ W) o3 I

2
o
b= E(fy|P©W) — a0 E(fx|P @ W) = sy | - ppepy s
Ix
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y la funcién

éh(a,b) = E ([fv = (aFx +0)]°

PoW)
alcanza su minimo absoluto en R? para los valores, si existen, dados por:

! COV(?XafY|P®W) _ O-J%y
o = - 2 Prxfy
Var(fx|P @ W) of

X

2
by = E(fy|P @ W) —ay E(fx|P@W) = pyp, — \/%P}Xfy [hfx-
Ademas, se satisface que:
Cov(fx, f[y|P@W) — Cov(fyx, fy|PRW) = 8012[[0’1]E(ser - sprY|P),
que en el caso de que X e Y tomen valores en Kf(R) c.s. [P] (de hecho, en
condiciones mas generales) es positiva.

Por lo tanto, al ser Var(fx|P ® W) positiva salvo si X es un conjunto
aleatorio degenerado en un valor real (lo que no es posible en las condiciones
supuestas en el teorema), se concluye que ag > af, de modo que ¢(a,b)

alcanza el minimo absoluto en R? en

° (a,o,b()) si ag > CLIO >0,

o (ap,by) si0>ap> ap.

En caso contrario (i.e., si ag > 0y aj < 0) el minimo absoluto de ¢(a, b)

en R? corresponde al valor min{¢(ay, bo), ¢(af, b))}

Ademas, la igualdad ¢(ag,by) = ¢(ag,by) se cumplird si, y sélo si, se
anula el producto Cov(mid X, midY|P) E(spr X - sprY|P), lo que al no
reducirse X e Y a variables aleatorias reales casi seguro, equivale a que
Cov(mid X, mid Y|P) = 0. O
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Como un ejemplo de caso especial en el que la solucién del problema de

Tipo 1 no es tnica puede considerarse el siguiente:

Ejemplo 1.1.1 Sea (2, A, P) el espacio de probabilidad definido como
sigue:
Q= {wlaw%w?’}) A= P(Q)v
P(wl) = P(Cdg) = P(Cdg) = 1/3,
y sean X e Y dos conjuntos aleatorios asociados, dados por:
X(wl) = [_17 1]7 X(w2) = [_27 2]7 X(Wg) = [_37 3]7
Y(wl) - [_]-7 1]7Y(w2) = [—2,2],Y(W3) = [_373]

Cualquiera que sea la medida W, se cumple que a; = —ay = 1, by =
b, = 0, de modo que las relaciones Y =X y Y = —X son las o6ptimas en

esta situacion.

Observacién 1.1.1 El problema anterior podria presentarse alternativa-
mente considerando la funcién objetivo definida directamente en términos
de valores esperados de las variables mid X, mid Y, spr X y sprY asociadas
al espacio de probabilidad (2,4, P) (a excepcién de 012[[071] que sélamente

depende de W), como sigue:
((a,b)=F <(midY —amid X —b)* + 40?[07” (sprY — |a|spr X)? ’ P)

con a,b € R. La determinacion del minimo absoluto de ( en R x R puede
realizarse ajustando dos veces por el método de minimos-cuadrados dos
lineas paralelas: una vez para (mid X, midY) y (20, , spr X, 20y, sprY’)
(que sera valida cuando la pendiente a sea no negativa), y otra vez para
(mid X, midY) y (20, , [-spr X],20y,

la pendiente a sea negativa). En esta aproximacién del problema, se uti-

oy SPY) (que serd valida cuando

lizarian las técnicas caracteristicas del Algebra Lineal para hallar las solu-

ciones 6ptimas y calcular las sumas de cuadrados de los residuos.
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En contraste con la solucién éptima para el problema de regresiéon con
variables aleatorias reales, merece destacarse la existencia de un rasgo dis-
tintivo: en las condiciones supuestas en el Teorema 1.1.1, la “pendiente” de

la relacion lineal nunca puede anularse. De hecho, se tiene que:

Proposicién 1.1.2 Si X e Y son dos conjuntos aleatorios con valores en
K.(R), E(|X]| |P) < oo, E(|Y||P) < o0, y X no es degenerado en un
valor real, entonces,

a* = 0 = para casi todow : X(w) ER Y (w) € R.

La condicion necesaria que se acaba de establecer en la Proposicion 1.1.2

no es suficiente para que aj; = 0. De este modo:

Contraejemplo 1.1.1 Sea (92, A, P) el espacio de probabilidad definido de
forma que:

Q={w,w}, A=P(Q), Plw1) = P(wy) =0.5
y sean X e Y dos conjuntos aleatorios asociados a ese espacio y dados por:
X(w1) =[1,2], X(w2) = {3},
Y{w) = {1}, Y(w2) = [2,3].

Los conjuntos X e Y no toman simultdneamente valores en K’ (R) c.s. [P]
y, sin embargo, supuesto que W es la medida de Lebesgue en [0, 1], se cumple

que aj = ag = ay = 0.9310.
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Otro rasgo diferencial con el caso real es el relativo a las conexiones entre
la independencia estocéstica y la anulacién de la “pendiente” de la relaciéon
optima. Asi, la independencia estocdstica de dos conjuntos aleatorios X e
Y (es decir, P(X € A,Y € B) = P(X € A)- P(Y € B) cualesquiera que
sean A, B € Bg,) no implica necesariamente la anulacién de aj. Ello se

debe bésicamente al hecho de que E(fx|P) = fgx|p), por lo que
Cov(fx, Jy|P @ W) = E(Cov(fx, fy|P)|W) + Cov(fpcxipy, frvim|W)

(y también Var(fx|P @ W) = E(Var(fX|P)‘W> + Var(fgxp)|W)), por
lo que la independencia de X e Y implica que Cov(fx(A), fy(A)|P) =0
para todo A € [0, 1], pero puede subyacer una dependencia entre las varia-

bles aleatorias reales fr(x|p) ¥ fE(v|p) asociadas al espacio de probabilidad
([Oa 1]7 B[O,l]? W)

El siguiente resultado establece una condicién necesaria y suficiente para

que la independencia de X e Y obligue a que af = 0.

Proposicién 1.1.3 5i X e Y son dos conjuntos aleatorios con valores en
K:(R) y estocdsticamente independientes, E(|X| | P) < oo, E(|Y]|P) <

o0, y X no es degenerado en un valor real, entonces,

a* = 0 < para casi todow : X(w) ER Y (w) € R.

Demostracion. En efecto, si X e Y son estocasticamente independien-
tes, entonces, para cualquier A € [0, 1] se tiene que mid X y midY son
variables aleatorias reales asociadas con el mismo espacio de probabilidad
y estocdsticamente independientes, por lo cual Cov(mid X, midY|P) = 0.
En consecuencia, sobre la base de la Proposicién 1.1.2 puede afirmarse que
ag = aj, = 0 si, y s6lo si, F(spr X - sprY|P) = 0 para lo cual es condicién
necesaria y suficiente que o bien X o bien Y sea variable aleatoria real
c.s.[P]. O
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Al igual que en el caso real, la independencia estocastica de X e Y no
es condicion necesaria para asegurar que aj = 0, incluso si X e Y no se

reducen a variables reales, como se comprueba a continuacion:

Contraejemplo 1.1.2 Sea (£2,.A, P) el espacio de probabilidad definido
como sigue:

Q= {wi,wa, w3, wy}, A=P(),
P(wy) = P(ws) = P(ws) = P(wyg) = 0.25,

y sean X e Y dos conjuntos aleatorios asociados y dados por:
X(wr) ={=1}, X(w2) = X(ws) = [0,2], X(ws) = {3},
Vi(w) =Y (wa) = [2,4], Y(wz) = {1}, YV(w3) = {5}

En este caso, supuesto que W es la medida de Lebesgue en [0,1], se

satisface que afy = 0, pero X e Y no son independientes.

Observacién 1.1.2 Como en el modelo de relacién lineal que se ha con-
siderado entre X e Y los parametros a y b son reales, si Y es no degenerado
el valor paramétrico a = 0 es “inadmisible”, mientras que si se permite que
Y sea degenerado, entonces sélo podria llegarse a que a = 0 en el caso en
que Y fuera un conjunto aleatorio degenerado en el valor real b. Por ello,
no resulta sorprendente que la “pendiente” af no pueda nunca anularse si
Y no es degenerado, incluso en el caso en que X e Y sean independientes.
Se verificara en la subseccion siguiente que cuando la “ordenada en el ori-
gen” toma valores en K.(R) la independencia garantizard la anulacién de la

“pendiente” .

Para concluir esta subseccion, se senala un ultimo elemento diferencial

con respecto al caso en que X e Y son variables aleatorias reales: si X e Y
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son degeneradas y X no es variable aleatoria real c.s. [P], entonces, existe
una solucién unica (ag, b)) con aj = 0 si, y solo si, Y es degenerada en un

valor real.

1.1.2 Relacion lineal de Tipo 2: coeficiente B con va-
lores en C.(R)

Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad, y sean X : Q@ — K. (R)e Y : Q —

K.(R) dos conjuntos aleatorios no degenerados asociados a ese espacio.

Si se observa el conjunto X (w) y se quiere “estimar” el valor correspon-
diente Y (w), puede tratar de aproximarse Y mediante una funcién afin de

X (o, de forma mas general, de g(X), donde g : R — R es una funcién

medible bien definida).

La Figura 1.2 muestra la representacion grafica de la estimacion ?(w) =
aX(w)+ B (cona € R, B € K.(R)).

Al igual que en el problema anterior, la busqueda de la mejor relacion
de Y como funcién afin de X, se va a llevar a cabo mediante la aplicacion
del método de minimos-cuadrados basada en la W-distancia, de modo que
la cuestion que ahora se aborda es la determinacién del minimo absoluto de
la funcién objetivo ¢ : R x K.(R) — [0, 4+00) tal que

ola, B) = E([dw(Y,aX + B) | P)

para a € R, B € K.(R).

En virtud de la definicién del producto de elementos de KC.(R) por un
escalar, hallar el minimo absoluto de ¢ equivale a hallar el minimo absoluto
de una funcién objetivo alternativa expresada en términos de valores espe-
rados sobre el espacio de probabilidad (2 x [0, 1], A ® Bjj, P ® W).
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sup [aX (w) + B|
y=ax+supB

| = inf B
inflaX(w)+B] B y=ax +in

Fig. 1.2: Representacién grafica de Y (w) = aX (w) + B

La Figura 1.2 muestra la representacion grafica de la estimacion ?(w) =
aX(w)+ B (cona € R, B € K.(R)).

Al igual que en el problema anterior, la bisqueda de la mejor relacién
de Y como funcién afin de X, se va a llevar a cabo mediante la aplicacion
del método de minimos-cuadrados basada en la W-distancia, de modo que
la cuestion que ahora se aborda es la determinacién del minimo absoluto de
la funcién objetivo ¢ : R x K.(R) — [0, 4+00) tal que

6(a, B) = B( [dw(Y,aX + B) | P)
para a € R, B € K.(R).

En virtud de la definicién del producto de elementos de KC.(R) por un
escalar, hallar el minimo absoluto de ¢ equivale a hallar el minimo absoluto
de una funcién objetivo alternativa expresada en términos de valores espe-
rados sobre el espacio de probabilidad (2 x [0, 1], A ® Bjj, P ® W).
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Esta funcidn objetivo alternativa viene dada por ¢ : Rx[0, +00) xR —
[0, +00) tal que

E([fy_(an‘be[O,l]—FC)]z)P®W> sia>0
w(aa b7 C) -
E([fY—(a7x+bf[o,1]+C)]2’P®W> sia<0

conb=2sprB € [0,+00) y c=inf B €R.

En particular, si consideramos una muestra aleatoria de n datos bidi-
mensionales, (X1,Y7),...,(X,,Y,), con X;,Y; € K(R) (i = 1,...,n), se

cumple que:

( n

1 ) |
o ;:1: /[O . (fm(A) —afx,(A) — b\ — c> dW(\) sia>0
w(aa b7 C) -

n

lizl/[m](fm()\)—afxi(l—)\)—b)\—cydW()\) sia<O0.

n

\

En condiciones muy generales, el problema planteado admite solucién

(como se vera mas tarde, no siempre tnica). Mas concretamente:

Teorema 1.1.4 Si X e Y son dos conjuntos aleatorios con wvalores en
K:(R) y E(|X]| | P) < o0, E(]Y] | P) < o0, entonces, existe solucion para el
problema, y la funcion objetivo v alcanza minimo absoluto en (a*,b*, c*) €
R x [0, +00) x R, con:
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(

(a1,b1,¢1) enel CASO 1
(ag,ba,c3) en el CASO 2
(a*,0",¢") = ¢ (d},0,¢]) enel CASO 3
(ah,0,c5) enel CASO 4
(0,0",c")  en el CASO 5,

\

es decir, ¢ alcanza minimo absoluto en (a*, B*) € R x IC.(R) tal que

(

(a1, [c1,c1 + b1]) en el CASO 1
(ag, [ca,c2 + bs]) en el CASO 2
(a*,B*) = ¢ (d},{}) en el CASO 3
(a5
(

O,

as, {c3}) en el CASO 4
0, EA[Y|P)) en el CASO 5,

¢}

\

donde:

o} fy pfxfy Prx fio,Pry fo
JfX prf[o,1]
Cov mid X, mid Y| P) +4af Cov(ser, sprY|P)

I

fx prfo 1])

U
IUfY PTxty +prf[01IOfo[o1
UfX prf[o,l]

Cov mid X, mid Y| P) 40f Cov(ser, sprY|P)

Y

o7, (1- 'Ofxfou)

Ufy prfo 1] pfxf[o1 pfxfy
01] prf[01

afy IOfo[o1 +pfxf[01pfxfy

f[Ol prf[01
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C1L = fbfy — Qifbfy — D b1, Co = g, — aofiy, — .5 by,

g g
r fy r fy _
a) = 0_2 Prxfys Ao = 0_2 prfY7
fx fx

/ = My — al Hfxs 62 Ky — 0/2 My,

Ufy
* Py foa = E(sprY|P),
f[o1

= — 500" = E(infY|P),

y los CASOS 1-5 corresponden a:

e CASO 1 tiene lugar si, y solo si, ocurre una de las situaciones si-

guientes:

- a1>0,a220,b1>0,

- a% 2&%,@1 > 0,a9 < 0,07 > 0,by >0,

12 2 2 2
- al[l IOfoo 1]] > @y Oy prf[O»I]/O-fX’

ya1>0,a2<0,b1>0,62§0;

e CASO 2 tiene lugar si, y sélo si, ocurre una de las situaciones si-

gquientes:

- a1§0,a2<0,b2>0,

-a?<aia;>0,ay<0,bp >0,by >0,

72

2 2 2 2 2
B aQ[l B prf[O,l]] 2 a;” — 9ty prf[O,l]/UfX’
ya > 070’2 < Oabl S 0762 SO,
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o CASO 3 tiene lugar si, y solo si, ocurre una de las situaciones si-

guientes:
- a1 >0,a2 > 0,b; <0,
- a’12 > a’22,a1 > 0,a2 < 0,00 <0,b >0,

2 2 12 2 2 2
- ap[l - prf[O,l]] Sapt — Tty prf[O,l]/UfX’
ya > 070’2 < Oabl S 0762 SO,

e CASO 4 tiene lugar si, y sdlo si, ocurre una de las situaciones si-

quientes:

- a1§07a2<07b2§07

- )’ < ah’ ar > 0,05 < 0,0y < 0,0y >0,

2 2 12 2 2 2
B al[l B prf[O,l]] S ay” — 9ty prf[O,l]/UfX’

Yy a > 0,&2 < 0,b1 > O,bg < O;
e CASO 5 tiene lugar si, y solo si, a3 < 0 < as.

Demostracion. Si se emplea la funcién objetivo 1, el problema que se
desea resolver puede contemplarse como una combinacién de dos problemas
de regresién lineal multiple clasicos, el primero de los cuales involucra las
variables aleatorias reales fx, fio.1] ¥ fy (si a > 0), y el segundo referido a

las variables fy, Joq v fy (sia <0).

Los estudios de regresion lineal multiple entre tres variables aleatorias

reales nos permiten asegurar que la funcion

wi(a,b,c) = E ([fy — (afx +bfioy + ) ’ P® W)

alcanza su minimo absoluto en R® para (aj,by,c1), en R x {0} x R (i.e.,

supuesto b = 0) para (a},0,¢]), y en {0} x R x R (i.e., supuesto a = 0)
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para (0,b”,¢”). En consecuencia, denotando por (a}, b}, ¢}) la solucién que

proporciona el éptimo de v, se concluye que:

e a; v by no pueden ser ambos negativos, puesto que si fuera asi se

’ 2
tendria que Py foay < PixfonPixfy < Prx fio.4) PPy fro < Pfy froap lo que
conduce a una contradiccion;

e sia; >0y b >0, entonces (af,bi, ) = (a1, by, c1);

esia >0y b <0, entonces (aj,b;,c;) = (a},0,c)) ya que a; > 0

implica que prypy > Pry fon Pry fion = 05 de donde aj > 0;

e sia; <0yb >0, entonces (af,bi,c) = (0,b", ") ya que b” > 0.

Por otro lado, también puede asegurarse que la funcion

Ua(a,b,0) = B (Ify = (afx +bfoy + 0 | P& W)

alcanza su minimo absoluto en R? para (ag, by, c2), en R x {0} x R para
(ah,0,c5), y en {0} x R x R para (0,0”,¢"). En consecuencia, denotando

por (a3, b, ¢3) la solucién que proporciona el éptimo de g, se concluye que:

e no puede ocurrir que a; > 0y by < 0, puesto que si fuera asi se

, 2
tendria que pry oy < =PfxfonPTxfy < PhxsionPfvfion < Phviio 10
que conduce a una contradiccion;

o siay <0y by >0, entonces (al, bs, c5) = (as, ba, c2);

e siay <0y by <0, entonces (a3, bs,c5) = (a),0,c,) ya que ag < 0

implica que p; . < —prfio Pty fio < 0, de donde a;y < 0;

e siay >0y by >0, entonces (a3, b3, c5) = (0,0",").
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En resumen, el valor de ¢(a,b,c) en los “posibles valores” en los que

puede alcanzarse el 6ptimo seré:

e Sia; >0:

w(al’ by, Cl) - UJ%Y[l B p;Yf[o,l]] o a%O-J%X [1 B p?Xf[O,l]]’

2

2 2 9f
77/)((1,1,0,6,1) - Ufy [1 - a’ll JQX .
fy

e Sias <O0:

w(a2’ by, 02) - UJ%Y[l B p;Yf[o,l]] o a%gix [1 B p?Xf[O,l]]’

P

o
P(ah,0,cy) = UJ%Y 1 — a7 —J;X )
Tty

e Sia; <0yay>0:

w(o, b”, C”) - Uj%y[l - p;Yf[O,l]]'

Se satisface también que:

2
Uf[o,u

2 2
gf[O,l] (1 o prf[O,l])

a; — ag = 2 - Cov(spr X,sprY|P),
Prx fro.

by — by = —2 — !
Uf[o,l] (1 o pfxf[o,l])

- Cov(mid X, mid Y| P).

Obsérvese que si a; = as = 0, entonces by = by =" >0y c; =y =,

y que by = by = 0 implicaria que a; = a), ay = a), ¢y = y ¢ = .

En consecuencia, el valor minimo de ¢(a,b,c) o (variacion residual),

¥(a*, b7, ¢) = min {t(af, b, ¢f), (a3, b3, )}, viene dado por:
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® w(a*’ b, C*) - J.?Y[l B p%Yf[O,l]] o a%aj%x [1 o p?xf[o,u]

sia; > 0,a9 > 0,67 > 0;

i
P(a*, b, c*) = of, |1 —af =5+
siap > 0,a9 > 0,b; <0;

w(a*’ b, C*) - UJ%Y{l o p?ch[O,l]] o G%UJQ”X [1 B p?‘xf[o,u]
sia; <0,as <0,by > 0;
0.2
P(a*, b, ") = of, |1 — a5 %
Tty

sia; <0,ay <0,by <O0;

¢(a*a b*7 C*) = O-,?y[l - p?ch[O,l]]

si ap < 0,a9 > 0;

w(a*’ b*’ C*) - UJ%Y{l B p?ch[O,l]] — max {a%’ a%}a}%x [1 o p?ch[O,l]]
sia; >0 >a2,bl > O,b2 > O,

- o
P(a*, b, ") = oF, |1 —méx {af, a5} #
Iy

si aq >O>a2,bl §0,62 SO,

_ ) N
g o
A f 2 2% f
U(a®, b, ¢*) = 0%, |1 —méx {pfcyf[o’” + agﬁu — prf[Oyl]]’alz O'TX}
L Y

Iy
si a1>0>&2,b1>0,b2§0;

_ 9 9
g g
* Lk K < f 2 27 f 2
w(a 7b , C ) = Jj%y 1 — max {a’?o_?x’pfxff[o,l] + G’QO-]%X [1 B prf[Oyl]]}
- Y Y

sl ay >O>a2,b1 So,bg > 0.
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La comparacion dos a dos de estas variaciones residuales nos lleva a
la determinacién de la solucién (a*,b*,¢*) en la que ¢ alcanza el minimo

absoluto, y que se detalla en el enunciado del presente teorema. O

El estudio de las variaciones residuales en la demostracion del Teorema
1.1.4, nos permite obtener las conclusiones siguientes acerca de la unicidad
de la solucion 6ptima:

Teorema 1.1.5 Si X e Y son dos conjuntos aleatorios con wvalores en
K(R) y E(|X| | P) < 00, E(|Y] | P) < oo, entonces, existe solucion iunica
(a*,b*,c*) € R x [0,400) x R para el problema, siempre que no se cumpla

que a; > 0 > aq, y viene dada por:

(

(0/1,b1,C1) s1 ai Z 070’2 Z Oabl > 07
(a},0,c)) sia; >0,a9 >0,b; <0,
(a*,b",c") = ¢ (ag,by,c2) siay <0,ay <0,bp >0,

(QIQ,O,CIQ) st [45] S 0,&2 S Oa b2 S Oa

\ (0,0",")  sias > 0> ay.

Cuando a; > 0 > as, la soluciéon éptima no es necesariamente tnica, pero
para los casos en los que la solucion no es tnica se obtienen dos posibles
(una en el cono correspondiente a a > 0 y otra en el cono correspondiente

a a < 0). El siguiente resultado incluye una caracterizacién de tales casos.
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Teorema 1.1.6 S X e Y son dos conjuntos aleatorios con wvalores en
K.R) y E(|X]|P) < oo, E([Y] | P) < o0, entonces, es condicion nece-
saria y suficiente para que existan dos soluciones distintas para el problema

que ocurra una de las situaciones siquientes:

® ] +ay = O, by = bz, Co :cl+2a1,ufx st ayp > O,bl > 0 and ay <
O,bg > 0;

o a\ +ay, =0, ¢y =, +2d\pus, (en cuyo caso by =y, =0) si a1 >
Oabl <0 Y az <0762 SO;

2

2 9%y 2 ~
o a)” —a}[l — p?‘xf[o,u] = ﬁ Py fon 5101 > 0,01 >0 yay <0,by <O0;
X
2
2 95y 2 ~
o ) —a3[l — p?‘xf[o,l]] = ﬁ Py fo 101> 0,01 <0 yay <0,by >0.
X

Para ilustrar la existencia de situaciones en las que puede aparecer du-

plicidad de soluciones 6ptimas, se considera el siguiente:

Ejemplo 1.1.2 Sea (2, A, P) el espacio de probabilidad definido como
sigue:
Q= {u}l,WQ,W3,W4}, A = P(Q)7

P(wy) = P(ws) = P(ws) = P(wyg) = 0.25,
y sean X e Y dos conjuntos aleatorios asociados, dados por:
X(w1) =[0,2], X(w2) = X(w3) = [2,6], X(ws) = [6,8],
Y(wi) =Y (ws) = [4,6], Y(wg) = [—1,3], Y(ws) = [7,11].
Si W es la medida de Lebesgue en [0, 1], se cumple que a; = —ay = 1/46,

by = by = 135/46 y ¢; = 317/92, co = 333/92, lo que conduce a la primera

de las condiciones del Teorema 1.1.6.
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La Figura 1.3 muestra el diagrama de los datos bidimensionales (rectan-

gulares), junto con las correspondientes relaciones éptimas del Tipo 2:

~ 1 1 ~ 1
P Ly, [BTST) o L. [833 603]
46 92 " 92 46 92 " 92

12 +

WY WAL 1Y

077

1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 / 10

Fig. 1.3: Diagrama de “rectangulos” del Ejemplo 1.1.2 y
soluciones 6ptimas del tipo Y (w) = aX (w) + B

En la practica la falta de unicidad no es usualmente conveniente, por lo
que en la mayoria de las situaciones que se han caracterizado en el Teorema
1.1.6, se recurriria a cambiar el tipo de relacién funcional considerada (por

ejemplo, reemplazando X por g(X) para alguna funcién g adecuada.

Observacién 1.1.3 De acuerdo con las notaciones utilizadas en esta sec-
cion, el caso examinado por Diamond (1990) y para el que probé la exis-
tencia de solucion tunica y al que se refirié como caso en el que se involu-
cran datos con valor de intervalo coherentes corresponde a a; > as > 0y
ap < ap <0.
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Observacion 1.1.4 El problema planteado en esta subseccion podria pre-

?)

cona € R, b =sprB € [0,+00), y ¢ = mid B € R. La determinacién

sentarse también considerando la funcion objetivo:

((a,b,c) =F ((midY —amid X —¢)* + 40?[0‘1] (sprY — |a|spr X — b)?

del minimo absoluto de ¢ en R x [0,+0c0) x R puede realizarse ajustan-
do dos veces por el método de minimos-cuadrados dos lineas paralelas:
una vez para (mid X, midY') y (20, spr X, 20y, sprY), y otra vez para
(mid X, midY') y (20,

las técnicas caracteristicas del Algebra Lineal para hallar las soluciones

0,1]

o] [—spr X],20f[0’1] sprY’). Se recurriria después a

optimas y los valores de ¢ minimos.

A diferencia del modelo de relacion de la subseccién precedente, en las
condiciones supuestas en el Teorema 1.1.4, la “pendiente” de la relacion

lineal puede anularse. De hecho, se tiene que:

Proposicién 1.1.8 5i X e Y son dos conjuntos aleatorios con valores en
K.R) y E(|X]|P) < oo, E([Y] | P) < o0, entonces, es condicion nece-
saria y suficiente para que a* =0 (i.e., para que la prediccion éptima de Y

corresponda a un valor de intervalo constante) que a3 < 0 < ay (es decir,
4 a}%m] Cov(spr X, sprY|P)
< Cov(mid X, mid Y|P)
< — 40?{0,1] Cov(spr X,sprY|P).)

Otro rasgo diferencial con respecto al problema de la subseccién ante-
rior, aunque similar al caso real, es el de la relacion entre la independencia
estocastica y la anulacién de a* de la relacién 6ptima. Asi, como la inde-
pendencia de X e Y garantiza que mid X y midY son independientes, y

también que lo son spr X y sprY’, se deduce que:
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Proposicion 1.1.8 §i X e Y son dos conjuntos aleatorios con valores en
K.R) y E(|X]| | P) < oo, E([Y]||P) < o0, entonces, si X e Y son es-

tocdsticamente independientes se cumple que a* = 0.

Aunque la anulacién de a* es condicion necesaria para la independencia,
no se trata de una condicién suficiente aun cuando X e Y no sean casi

seguro reales. Asi:

Contraejemplo 1.1.3 Sea (£2,.A, P) el espacio de probabilidad definido
como sigue:

Q = {wy,ws, ws,wys}, A=P(Q),
P(w;) = P(ws) = P(w3) = P(wy) = 0.25,
y sean X e Y dos conjuntos aleatorios asociados y dados por:
X(w) = [=3, =], X(w2) = X(ws) = [-1,1], X(ws) = [1,3],
Y(w)) =Y (wy) =[-1,1], Y(wg) = [-3,—-1], Y(w3) = [1,3].

Se cumple entonces, supuesto que W es la medida de Lebesgue en [0, 1], que
a; = ay = 0y, por tanto, a* = 0. Sin embargo X e Y no son independientes,

ya que, por ejemplo:
P(X €[-3,-1,Y €[-3,-1])=P(() =0
#0.25-0.25 = P(X € [-3,—1]) - P(Y € [-3,—1]).

Observacién 1.1.5 En algunos casos particulares las relaciones 6ptimas

admiten expresiones muy sencillas, como sigue:

e Sia; =ay =006 ay >0 > ay, entonces la relacién éptima es:

Y = [E(inf Y|P), E(sup Y |P)] = EA[Y|P].
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e Sia; =a} =0, b <0, debe ocurrir que ps s, =0 = Px fon Pfy fo
Y Pty fon = 0, lo que (ya que se ha supuesto que JJ%Y # 0) equivale
a que Y sea real c.s[P] y las variables aleatorias fx y fy definidas
sobre (§2 x [0,1], A ® Bjpj, P ® W) sean incorreladas. En este caso,

la relacion 6ptima corresponde a:

Y =mid EA[Y|P] = E(midY).

e Siay =al, =0, by <0, debe ocurrir que PTety =0 = —DrxfonPlv fion
Y Pty foy = 0, lo que equivale a que Y sea real c.s [P] y las variables
aleatorias fy y fy sean incorreladas. La relacién éptima coincide con

la del caso precedente.

1.1.3 Algoritmo para la determinacién de la relacién

lineal 6ptima de Tipo 2

Como apoyo para el calculo practico de la solucion 6ptima de la relacién de

Tipo 2, méas compleja que la del tipo 1, puede considerarse el algoritmo:

Paso 1. Calcular los coeficientes ay, aq, a}, ab, by, by, c1, co, ¢, ch, b, ", JJ%X,

2 9 2 .
Tty Pixion ¥ Phy oy € 11 al Paso 2.

Paso 2. SI a; < 0 ENTONCES ir al Paso 3, EN CASO CONTRARIO

ir al Paso 5.

Paso 3. SI a; > 0 ENTONCES la solucién éptima corresponde a la del
CASO 5, EN CASO CONTRARIO ir al Paso 4.

Paso 4. SI by > 0 ENTONCES la soluciéon 6ptima corresponde a la del
CASO 2, EN CASO CONTRARIO la solucién 6ptima corres-
ponde a la del CASO 4.
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Paso 5.

Paso 6.

Paso 7.

Paso 8.

Paso 9.

Paso 10.

Paso 11.

SI a; > 0 ENTONCES ir al Paso 6, EN CASO CONTRARIO

ir al Paso 7.

SI b; > 0 ENTONCES la solucién éptima corresponde a la del
CASO 1, EN CASO CONTRARIO la solucién éptima corres-
ponde a la del CASO 3.

SI by > 0 ENTONCES ir al Paso 8, EN CASO CONTRARIO ir
al Paso 11.

SI by > 0 ENTONCES ir al Paso 9, EN CASO CONTRARIO ir
al Paso 10.

SI a? > a3 ENTONCES la solucién ¢ptima corresponde a la del
CASO 1, EN CASO CONTRARIO

SI a3 < a3 ENTONCES la solucién éptima corresponde a
la del CASO 2,

EN CASO CONTRARIO existen dos soluciones éptimas:
las que corresponden a los CASOS 1y 2.

2
o
f .,
ST a?[1 — p}Xf[o,l]] > ay® — 02Y p?‘yf[o,l] ENTONCES la solucién

f
optima corresponde a la del C)jASO 1, EN CASO CONTRARIO
2 UJ%
ST a?[1 — pffxf[o,l]] < ah” — O-Typ;Yf[O,l] ENTONCES la solu-

cién 6ptima corresponde a 1; del CASO 4,

EN CASO CONTRARIO existen dos soluciones éptimas:
la que corresponde al CASO 1 y la que corresponde al CA-
SO 4.

SI by > 0 ENTONCES ir al Paso 12, EN CASO CONTRARIO
ir al Paso 13.
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Paso 12. SI a}* > a,> ENTONCES la solucién éptima corresponde a la
del CASO 3, EN CASO CONTRARIO

ST a}* < af> ENTONCES la solucién éptima corresponde
a la del CASO 4,

EN CASO CONTRARIO existen dos soluciones éptimas:
la que corresponde al CASO 3 y la que corresponde al

CASO 4.
52
Paso 15. SI a3[1 — p?”xf[o,l]] > a)’ — %p;i/f[o,l] ENTONCES la solucién

6ptima corresponde a la del CXASO 2, EN CASO CONTRARIO
2

SI a2[1 — p2 2 iy 2 ENTONCES la sol
a2[ _'Ofxf[o,u] < ay _ngfo[o,l] a solu-

cién 6ptima corresponde a 1; del CASO 3,

EN CASO CONTRARIO existen dos soluciones éptimas:
la que corresponde al CASO 2y la que corresponde al CA-
SO 3.

1.1.4 Aplicacion sobre un ejemplo real

El siguiente ejemplo ilustra en una situacién real la aplicacion de las conclu-
siones en las Subsecciones 1.1.1 y 1.1.2, sobre datos proporcionados por el
Servicio de Nefrologia del Hospital Valle del Nalén de Langreo (Asturias).

Ejemplo 1.1.3 Los datos ligados que aparecen en la Tabla 1.1 correspon-
den al “rango de la tensiéon arterial sistélica a lo largo de un dia”, X, y
“rango de la tension arterial diastolica a lo largo del mismo dia”, Y, en una

poblacién € de 59 pacientes hospitalizados.
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Tabla 1.1: Datos sobre los rangos de la tensién arterial sistélica (X)
y diastélica (V)

X Y X Y X Y
11.8-17.3 | 6.3-10.2 11.9-21.2 | 4.7-9.3 9.8-16.0 | 4.7-10.8
10.4-16.1 | 7.1-10.8 12.2-17.8 | 7.3-10.5 9.7-154 | 6.0-10.7
13.1-18.6 | 5.8-11.3 12.7-18.9 | 7.4-12.5 8.7-15.0 | 4.7-8.6
10.5-15.7 | 6.2-11.8 11.3-21.3 | 5.2-11.2 14.1-25.6 | 7.7-15.8
12.0-17.9 | 5.9-9.4 14.1-20.5 | 6.9-13.3 10.8-14.7 | 6.2-10.7
10.1-19.4 | 4.8-11.6 9.9-16.9 | 5.3-10.9 11.5-19.6 | 6.5-11.7
10.9-17.4 | 6.0-11.9 12.6-19.7 | 6.0-9.8 9.9-17.2 4.2-8.6
12.8-21.0 | 7.6-12.5 9.9-20.1 | 5.5-12.1 11.3-17.6 | 5.7-9.5
9.4-145 | 4.7-104 8.8-22.1 | 3.7-94 11.4-18.6 | 4.6-10.3
14.8-20.1 | 8.8-13.0 11.3-18.3 | 5.5-8.5 14.5-21.0 | 10.0-13.6
11.1-19.2 | 5.2-9.6 9.4-17.6 | 5.6-12.1 12.0-18.0 | 5.9-9.0
11.6-20.1 | 7.4-13.3 10.2-15.6 | 5.0-9.4 10.0-16.1 | 5.4-10.4
10.2-16.7 | 3.9-8.4 10.3-15.9 | 5.2-9.5 15.9-21.4 | 9.9-12.7
10.4-16.1 | 5.5-9.8 10.2-18.5 | 6.3-11.8 13.8-22.1 | 7.0-11.8
10.6-16.7 | 4.5-9.5 11.1-19.9 | 5.7-11.3 8.7-15.2 5.0-9.5
11.2-16.2 | 6.2-11.6 13.0-18.0 | 6.4-12.1 12.0-18.8 | 5.3-10.5
13.6-20.1 | 6.7-12.2 10.3-16.1 | 5.5-9.7 9.5-16.6 | 5.4-10.0
9.0-17.7 | 5.2-104 12.5-19.2 | 5.9-10.1 9.2-17.3 | 4.5-10.7
11.6-16.8 | 5.8-10.9 9.7-18.2 | 5.4-10.4 8.3-14.0 | 4.5-9.1
9.8-15.7 | 5.0-11.1 12.7-22.6 | 5.7-10.1
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Cada valor de X e Y se obtiene a partir de los distintos registros (habi-
tualmente entre 60 y 70) de la tensién arterial realizados sobre cada paciente

en distintos instantes de un mismo dia.

La Figura 1.4 representa el diagrama de los “datos rectangulares” en el
Ejemplo 1.1.3.

200
180+

160+

140+

air

GO

40r

20r

Fig. 1.4: Diagrama de los datos rectangulares en el Ejemplo
1.1.3

La relacion lineal 6ptima del Tipo 1 de Y respecto de X, segun el
Teorema 1.1.1, cuando W es la medida de Lebesgue en [0,1], serd YV =
0.582 X — 0.2096. Si esta relacion se usara con fines de prediccion, a un pa-
ciente con rango de tension sistélica 11.5-16.1 le corresponderia una predic-

cién del rango de tension diastolica igual a 6.5-9.2.

Por otra parte, la relacién lineal éptima del Tipo 2 de Y respecto de
X, segin el Teorema 1.1.4, cuando W es la medida de Lebesgue en [0, 1],
sera Y = 0.4393 X + [0.9494,2.8272]. Si esta relacién se usara con fines de
prediccién, a un paciente con rango de tension sistolica 11.5-16.1 le corres-

ponderia una prediccién del rango de tension diastolica igual a 6.0-9.8.
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1.2 Estudios descriptivos de correlacion
lineal entre dos conjuntos aleatorios con

valores en K .(R)

Los estudios de correlacion entre dos conjuntos aleatorios, van a referirse a
la cuantificacién del grado de “relacion estadistica” existente entre ellos. Se
entiende que existe una “relacion positiva” cuando los individuos que mues-
tran “valores altos (bajos)” para uno de los conjuntos aleatorios tienden a
mostrar “valores altos (bajos)” para el otro. Se entiende que existe una
“relacién negativa” cuando los individuos que muestran “valores altos (ba-
jos)” para uno de los conjuntos aleatorios tienden a mostrar “valores bajos
(altos)” para el otro. Alternativamente, se puede interpretar el objetivo de
la correlacion como de la valoracién de la idoneidad con la que la funcién
(del conjunto aleatorio independiente) éptima del tipo considerado (lineal,

afin, etc.) explica la variacién del conjunto aleatorio dependiente.

La definiciéon de medidas del grado de idoneidad de una funcién lineal y
de una funcién afin entre dos conjuntos aleatorios X e Y en la poblacion o
muestra considerada, va a inspirarse en la del coeficiente de determinacion
entre dos variables aleatorias reales, es decir, en la proporcién de variacion

total que puede explicarse por la relacién funcional.

En este sentido, sobre la base de las conclusiones obtenidas en la Seccién
1.1, se determinara en primer lugar la variacion total para los Tipos 1 y
2, que corresponde al valor maximo que podria alcanzar la variacion no
explicada (variacién residual) en cada caso, y se calculard posteriormente la
proporcién de variacién total que puede explicarse para los datos (pobla-
cionales o muestrales) disponibles concretos, en cada uno de los dos tipos

de relaciones.
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1.2.1 Analisis de correlacion para relaciones lineales
de Tipo 1

Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad, y sean X : Q@ — K. (R)eY : Q —

K.(R) dos conjuntos aleatorios no degenerados asociados a ese espacio.

La variacion residual en la relacién de Tipo 1 es el minimo absoluto de la
funcién objetivo ¢ en R? que, por aplicacién del Teorema 1.1.1, viene dado
por:

2 2 . 2
(1 o prfY) fy SUDfxpy = 'Ofxfy’
¢(ag, by) =
2 2 :
(1— P, fy) 0%,  en caso contrario
_ (o 2 2 2
- [1 o max{prfY’prfy}] Oy

Obviamente, cuanto mayor es el valor del max {pfcx Iy pQ?X fy}, menor

es el valor de la variacién residual (y, por tanto, mayor el de la variacién

explicada) por la relacién lineal 6ptima de Tipo 1. De este modo, siguiendo

las ideas del caso real, puede definirse:

Definicién 1.2.1 57 X e Y son dos conjuntos aleatorios con valores en
K:(R), no degenerados y E(|X| | P) < oo, E(|Y] | P) < 0o, el coeficiente
de determinacion en el sentido de la relacion funcional de Tipo
1 de X eY wiene dado por el valor real:

2 [ 2 2
I'xy = max {PfoY> ijfy}

1 ) )
0.2 0.2 [0,1]
Ix" fy
+80%, |Cov(mid X, mid Y |P) E(spr X -sprY| p)’}.
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El rango de valores para el coeficiente adimensional r%, y la corrobo-

racién formal de que se trata de un indice para la proporcion de variacion

total que puede explicarse por la relacion éptima de Tipo 1, se recogen en

el resultado siguiente:

Teorema 1.2.1 Si X e Y son dos conjuntos aleatorios con wvalores en

Kc(R), no degenerados y E(|X| | P) < oo, E(]Y] | P) < oo, entonces:

) 9 variacion total deY — variacién residual de Tipo 1 para
1) Ixy =

variacion total

variacién explicada por relacién de Tipo 1

. .« b
variacion total

i) 0<r%, <1

Demostracion. En efecto:
variacién residual de Tipo 1 paraY = ¢(ag, by) = [1 — 1%y 07,
por lo que

0 < variacion residual de Tipo 1 paraY < 0']2cy = variacion total deY,

lo que prueba ).

Por otro lado, 0 < ¢(ag, by) = [1 — 15| 0, garantiza que 1 — 1%y > 0,

lo que demuestra 7).

Por lo que se refiere a los valores extremos del rango de r%y, en la

proposicion siguiente se exponen condiciones para alcanzarlos, si bien cabe

resenar que la variacion total solo seria alcanzable por la variacion residual

para conjuntos aleatorios y relaciones entre ellos muy especiales.
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Proposicién 1.2.2 57 X e Y son dos conjuntos aleatorios con valores en
Kc(R), no degenerados y E(|X| | P) < oo, E(|Y| | P) < oo, entonces:

i) 1%y = 1 si, y sdlo si, existe (a,b) € R? tal que para casi todo w €
se cumple que Y = aX + b. Mds concretamente, a > 0 si, y solo st,

sy =1y a<0si, ysilosi, j% =1,

i) 15y = 0 si, y sdlo si, las variables reales fx y fy son incorreladas.
Mds concretamente:

— st X e Y toman valores c.s. [P] en la clase K:(R), entonces
2 :
vy # 0,

— cualesquiera que sean X e Y, es condicion necesaria para que

1%y = 0 que X e Y no tomen simultdneamente valores en K} (R)

c.s. [P] (es decir, que para casi todo w: X(w) €ER Y (w) € R.
Demostracion.

i) Si para cierto (a,b) € R? se cumple que Y = aX + b casi seguro

[P], entonces, ¢(a,b) = 0, de modo que [I —r1%y]0o7, = 0,y al ser

07, > 0 en las condiciones supuestas, 1%y = 1. Reciprocamente,
%y = 1 implica que ¢(ag,b5) = [I — 1%y )07, = 0, es decir, que
dw(Y,a{ X + b)) = 0 c.s. [P], y por tanto Y = af X + by casi seguro
[P].

Ademas, si Y = aX + b c.s. [P], entonces, si a > 0 se cumple que:

Cov(mid X, amid X + b|P) —1—40]%[0 L Elspr X - aspr X|P)

Prxfy =
2 2 2
\V Oy @ Oy

a Var(mid X |P) + 4a 0]%[0 1]E((spr X)?|P)
_ , -1
ao} ’
X
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mientras que si a < 0 se cumple que:

Cov(mid X, amid X + b|P) — 40120[0 1]E(sper - (—aspr X)|P)

Pisty =
- \ OFy @ 0

a Var(mid X |P) + 4a 0?[0 1]E((Spr X)?|P)
= : =—1.
=T

ii) Como 1%y = 0 si, y sélo si, con las notaciones del Teorema 1.1.1
ap = ay = 0 (lo que equivale a af = 0), las conclusiones de este
apartado son triviales en virtud de la Proposicion 1.1.2. U

A partir de la Proposicion 1.2.3 puede concluirse que la independencia

estocdstica no garantiza, en general, la anulacién de r%, . Precisando més:

Proposicién 1.2.3 5i X e Y son dos conjuntos aleatorios con valores en
K:(R), no degenerados, estocdsticamente independientes y E(|X| | P) < oo,
E(]Y| | P) < oo, entonces,

13y =0 < para casi todo w: X(w) ER 6Y (w) € R

El coeficiente de determinacién en el sentido de la relacién funcional de

Tipo 1, satisface también las propiedades siguientes:

Proposicién 1.2.4 Si X e Y son dos conjuntos aleatorios con valores en
Kc(R), no degenerados y E(|X| | P) < oo, E(|Y| | P) < 00, entonces:

o2 9,
i) Ty =Ty,

.. 2 _ 2 .
i) Tla X4b)(cY+d) = Ty X cualesquiera que sean a,b,c,d € R.
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1.2.2 Analisis de correlacion para relaciones lineales
de Tipo 2

Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad, y sean X : Q@ — K. (R)e Y : Q —

K.(R) dos conjuntos aleatorios no degenerados asociados a ese espacio.

La variacion residual en la relacién de Tipo 2 es el minimo absoluto de la
funcién objetivo ¥ en R x [0, +00) x R que, de acuerdo con la demostracién

del Teorema 1.1.4, y agrupando segin los CASOS 1-5, viene dado por:

o2 1= ph g ) —adod (L= p2 ] enel CASO 1

o3 1= ph s ) —adoR (L= p2 ] enel CASO 2

wiat, b e") = of (1= phep] en ol CASO 3
of L =p% ] en el CASO 4

( 0 en el CASO 5.

La “pendiente” 6ptima en las relaciones de Tipo 2 sélo se anula en unas
pocas situaciones (ver Teorema 1.1.2), para las que la relacién éptima corres-
ponde a Y = EA[Y|P]. En estas situaciones, la variacién residual alcanza

;. . 2 2 , « . .,
su valor maximo, que es igual a afy[l — Phy f[w], y que sera la “variacion
total” de Y para este tipo de relaciones funcionales. Siguiendo las ideas del

caso real y de la subseccién precedente, puede definirse:

Definicién 1.2.2 57 X e Y son dos conjuntos aleatorios con valores en
K:(R), no degenerados y E(|X| | P) < oo, E(|Y] | P) < 00, el coeficiente
de determinacion en el sentido de la relacion funcional de Tipo

2 de X eY wene dado por el valor real:
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2 2 2
( CLlUfX [1 - prf[Ovl]] en e]_ CASO ]‘
3 2
;jfg[l - pfgf[o,l]]
azof, [1— pfxf[o,ll] en el CASO 2
3 2
il = P o)
Riy =4 Pixsv ~ Phvfoy en el CASO 3
1=y
) Y éo’l]
p?XfY - prf[O,l] en 81 CASO 4
2
1- pfyf[o,l]
O en 81 CASO 5-

El rango de valores para el coeficiente adimensional Ry y la corrobo-
racion formal de que se trata de un indice para la proporcion de variacion
total que puede explicarse por la relacion éptima de Tipo 2, se recogen en

el resultado siguiente:

Teorema 1.2.5 Si X e Y son dos conjuntos aleatorios con wvalores en
Kc(R), no degenerados y E(|X| | P) < oo, E(|Y] | P) < oo, entonces:

variacién total deY — variacién residual de Tipo 2 paray

U Rg{Y =

variacién total

variacién explicada por relacién de Tipo 2

9

variacion total

i) 0 < R%y < 1.
Demostracion. En efecto:
variacion residual de Tipo 2 paraY = ¥(a*, b", c")

2 2 2
= [1 - RXY] Ufy [1 - pfyf[o’l]:l7
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por lo que:

0 < variacion residual de Tipo 2 paraY
< O']%Y 11— pfcyf[o’”} = variacién total de,

lo que prueba ).

Por otro lado, 0 < t(a*,b*,¢*) = [1 — Riy]o% [1 — Py fo| gaTaNtiZA

que 1 — R%y > 0, lo que demuestra ii). U

Por lo que concierne a los valores extremos del rango de R%y, en la

proposicion siguiente se exponen condiciones para alcanzarlos.

Proposicién 1.2.6 5i X e Y son dos conjuntos aleatorios con valores en
K:(R), no degenerados y E(|X| | P) < oo, E(|Y] | P) < o0, entonces:

i) R4y =1 si, y sdlo si, existe (a, B) € R x K.(R) tal que para casi todo
w € Q) se cumple que Y = aX + B;

i) Ry =0 si, y sdlo si:
4 UJ%[OYI] Cov(spr X, sprY|P)
< Cov(mid X, mid Y|P)
<-4 012[[0 ; Cov(spr X,sprY|P).

Demostracion.

i) Si para cierto (a, B) € R x K.(R) se cumple que Y = aX + B casi

seguro [P], entonces, ¥(a,2spr B,inf B) = 0, lo que obliga a que

2
[1 = Riylof, [1 = pf,p,] = 0. yvalserof > 0ypf, <len

las condiciones supuestas, Ry = 1. Reciprocamente, Ry, = 1
implica que ¢(a*,b*,¢*) = [1 — R%y]oF [1 — p?“yf[o,u] = 0, es de-
cir, que dy (Y,a* X + [¢*,¢* + b*]) = 0 c.s. [P], y por tanto que

Y =a* X + [¢*, ¢* 4 b*] casi seguro [P].
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ii) Como Ry = 0 si, y sélo si, a* = 0, R%, = 0 se verificar4 si, y sélo si,
a; <0y ay>0. Como a; <0 si,ysélosi, prep < Pfx fony * Ply fo

lo que equivale a que

Cov(mid X, mid Y |P) + 402, ;E(spr X - sprY|P)

£0.1]
T Thy
4 a?[O’I}E(spr X|P) - E(sprY|P)
i 75 |

de donde se puede deducir que la primera condicion para que se veri-

fique Ry = 0 es equivalente a la condicién:

[C.1] Cov(mid X, mid Y'|P) + 40]20[071] Cov(spr X, sprY|P) < 0.

De forma analoga, se puede ver que la condicién as > 0 ocurre si, y

80lo si, =Pz 1 < Pfonfx * Phoafy 10 que equivale a que:

40]20[071]E(ser\P) - E(sprY|P)
Thx Oy
40/2[[071]E(ser -sprY|P) — Cov(mid X, mid Y| P)
‘ Th T |

de donde se deduce que ay < 0 es equivalente a la condicion:

[C.2] — Cov(mid X, mid Y| P) + 40?[071} Cov(spr X,sprY|P) < 0.

La combinacién de las condiciones [C.1] y [C.2] da lugar a:
4 012[[0’1} Cov(spr X,sprY|P)
< Cov(mid X, mid Y| P)
<-4 0;[071}Cov(spr X,sprY|P).
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A partir de la Proposicion 1.1.8 puede concluirse que la independencia

estocdstica conlleva la anulacién de Ry Asf:

Proposicion 1.2.7 i X e Y son dos conjuntos aleatorios con valores en
K:(R), no degenerados y E(|X| | P) < oo, E([Y| | P) < oo, entonces, si X

e Y son estocdsticamente independientes se cumple que R = 0.

El coeficiente de determinacién en el sentido de la relacién funcional de

Tipo 2, satisface también la propiedad de simetria siguiente:

Proposicién 1.2.8 5@ X e Y son dos conjuntos aleatorios con wvalores
en K.(R), no degenerados y E(|X||P) < oo, E(]Y||P) < oo, entonces

2 __ P2
R‘XY - RYX'

A diferencia de lo que ocurre en el caso de variables reales, y en la

regresion de Tipo 1 (ver Teorema 1.2.4), no es cierto que R%a XAB)eY+D) =

R%y, cualesquiera que sean a,c € R, B, D € K.(R). De este modo:

Contraejemplo 1.2.1 Sea (2,4, P) el espacio de probabilidad definido de

forma que:
Q=A{w,w}, A=P(Q), Plw) = P(wy) =0.5
y sean X e Y dos conjuntos aleatorios asociados a ese espacio y dados por:
X(wi) =[0,2], X(ws) = [1,3],
Y(w) =10,2], Y(ws) = [1,5].

El coeficiente de determinacién R es igual a 0.8901 (se calcula a través
del CASO 3).
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Si consideramos dos nuevos conjuntos aleatorios definidos por:
X' =-2X+10,2], Y'=-3Y,

el coeficiente de determinacién, R%y., también se calcula a través del CASO

3 y su valor es igual a 0.7500.

Observacién 1.2.1 Aunque la igualdad RY, x| p).y,p) = Riy 1o sea
valida, en general, puede garantizarse que es cierta en algunas condiciones.

Concretamente, puede verificarse que:

e cuando X e Y corresponden al CASO 5, la igualdad es siempre vélida;

e cuando X e Y corresponden al CASO 1, entonces si a.c > 0y X' e
Y’ corresponden al CASO 1 o bien a.c < 0y X’ e Y’ corresponden al
CASO 2, la igualdad es cierta;

e cuando X e Y corresponden al CASO 2, entonces si a.c > 0y X' e
Y corresponden al CASO 2 o bien a.c < 0y X’ e Y’/ corresponden al
CASO 1, la igualdad es cierta.

Observaciéon 1.2.2 Es importante senalar que, asi como el anélisis de la
regresion de Tipo 1 es una particularizacion del de la regresién de Tipo 2,
en el sentido de que las soluciones para el primero son las que obtendriamos
para el segundo cuando b* = 0 (es decir, cuando B € R), no ocurre lo mismo
con el andlisis de la correlacion. Ello obedece al hecho de que la variacion
total para el problema de Tipo 1 no coincide con la correspondiente al Tipo
2, sino que esta tultima es inferior (es igual a la primera multiplicada por
[1 = p7, s ], que es un valor en (0,1) en las condiciones consideradas en la

seccién).

En consecuencia, la variacién residual en la relacién de Tipo 2 siempre

serd a lo sumo igual a la de Tipo 1 (es decir, para una misma eleccién
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de W la relacién 6ptima del segundo tipo serda “més adecuada” que la del
primero), pero el coeficiente de determinacion para el primero no necesaria-
mente es inferior al del segundo. En otras palabras, para comparar tipos
de relaciones diferentes, la herramienta apropiada es la variacion residual y
no los coeficientes de determinacién (que si son un elemento idéneo para la

comparacién entre relaciones del mismo tipo).

Es también interesante observar que aunque un conjunto aleatorio X con
valores en IC.(R) esta caracterizado por las variables aleatorias reales mid X
y spr X, dados dos conjuntos aleatorios X e Y, el hecho de que mid X y
mid Y satisfagan una relacion lineal sobre toda la poblacién y lo mismo
ocurra con spr X y sprY no obliga a que exista una relacién del Tipo 2
sobre toda la poblacion. De hecho, puede llegar a ocurrir que X e Y tengan

una relacion nula, como puede verse en el ejemplo siguiente:

Ejemplo 1.2.1 Sea (2, A, P) el espacio de probabilidad definido por:
= {wl,wg}, A= P(Q), P(wl) = P(u)g) = 05,
y sean X e Y dos conjuntos aleatorios asociados, dados por:

X(wl) = [—]_, 1], X(WQ) = [—4, 6], Y(wl) = [—]_1, ]_5], Y(u)g) = [072]

En este caso, se satisfacen las relaciones:
mid Y (w;) = 2 — mid X (w;), sprY(w;) =16 — 3spr X (w;),
para todo i € {1,2}, de modo que los coeficientes de determinacién para
ambos pares de variables aleatorias reales son iguales a 1.

Sin embargo, si W es la medida de Lebesgue en [0, 1|, puede comprobarse
facilmente que:
ap=—17<0< 15 = ao,
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que es condicién necesaria y suficiente para la anulacién de R%, y para que

la relacion 6ptima de Y respecto a X venga dada por:
Y = EA[Y|P] = [-5.5,8.5],

el valor estimado de Y no dependa del de X.

Por otro lado, podria comprobarse que tampoco la relacion 6ptima de
Tipo 1 conduce a un coeficiente de determinaciéon maximo, puesto que 13 =
0.0062.

1.2.3 Algoritmo para el calculo del coeficiente de de-

terminacion en relaciones de Tipo 2

Como apoyo para el calculo practico del coeficiente R3y-, puede considerarse

el algoritmo siguiente:

Paso 1. Calcular los valores ai, as, by, b, U}%X, aj%y, p?cx Joup? pfcy Joup? pfcx Iy

2 .
Y PFeson € T al Paso 2.

Paso 2. SI a; < 0 ENTONCES ir al Paso 3, EN CASO CONTRARIO

ir al Paso 5.

Paso 3. SI as > 0 ENTONCES el coeficiente de determinacién viene

dado por:
R’%{Y — O’

EN CASO CONTRARIO ir al Paso 4.

Paso 4. SI by > 0 ENTONCES el coeficiente de determinaciéon viene

dado por:
2 2 2
a20fx[1 B prf[o,l]]

2 2
Tty [1- prf[o,u]

2 _
RXY_ )
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Paso 5.

Paso 6.

Paso 7.

Paso 8.

Capitulo 1

EN CASO CONTRARIO el coeficiente de determinacion viene
dado por:

2 9
RZ. — p?Xfy 'Ofo[o,1]

2
'Ofyf[o,1]

SI a; > 0 ENTONCES ir al Paso 6, EN CASO CONTRARIO

ir al Paso 7.

SI by > 0 ENTONCES el coeficiente de determinacién viene

dado por:

Q%U]%X[l - P?Xf[o,l]]
o5 (1= o)
EN CASO CONTRARIO el coeficiente de determinacién viene

dado por:

2 _
RXY— )

2 2
Pixty = Py fon

Rg{Y - 2
1= 'Ofo[o,1]

SI b; > 0 ENTONCES ir al Paso 8, EN CASO CONTRARIO ir
al Paso 9.

SI b, > 0 ENTONCES el coeficiente de determinacién viene
dado por:

max {CL%, a%}O']%X [1 - p?”xf[o,l]]

Rg(Y = 2 2
Tfy [1- prf[o,u]

?

EN CASO CONTRARIO el coeficiente de determinacion viene
dado por:

, 2 92 2 2 2 2
max {alafx[l — Pfo[O,l]]a Oty [p?XfY - prf[O,l]]}
2 2 ’
Oy [1 B prf[o,l]]

2 _
R‘XY_
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Paso 9. SI by > 0 ENTONCES el coeficiente de determinacion viene
dado por:

4 2 2 2 2 2 2
max {Ufy [pfxfy - prf[o,u]’ a20fx[1 B pfxf[o,u]}

Ry =
XY — 2 2
Pty [1 prf[o,u]

I

EN CASO CONTRARIO el coeficiente de determinacion viene
dado por:

< 2 2 2
max {pfxfy’ pfxfy} - prf[o,1]
1 .

2
Rxy = )
'Ofyf[o,1]

1.2.4 Aplicacion sobre un ejemplo real

La aplicacion de los estudios de esta seccion va a llevarse a cabo para los
datos del Ejemplo 1.1.3 proporcionados por el Servicio de Nefrologia del
Hospital Valle del Nal6n de Langreo (Asturias).

Ejemplo 1.2.2 Para los datos ligados que aparecen en la Tabla 1.1 (con
X = “rango de la tension arterial sistolica a lo largo de un dia”, e Y =
“rango de la tension arterial diastélica a lo largo del mismo dia”, en una
poblacion de 59 pacientes hospitalizados en el Hospital Valle del Nalon, el

valor del coeficiente de determinacién para la relacién de Tipo 1 es:
15y = 0.6999,

mientras que para la relacion de Tipo 2 es
R%y = 0.4193.

Este ejemplo confirma las puntualizaciones hechas en la Observacion
1.2.2.
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1.3 Estudios inferenciales en problemas de
relaciones lineales entre dos conjuntos

aleatorios con valores en K .(R)

En las dos secciones anteriores se han determinado las relaciones 6ptimas
de dos tipos entre dos conjuntos aleatorios con valores en IC.(R), y se ha
cuantificado el grado de dependencia entre esos conjuntos por la relacién

considerada.

A menudo los calculos que implican estos estudios sélo pueden realizarse
para una muestra de la poblacion con la que se trabaja, por lo que se desea

examinar hasta qué punto son extrapolables las conclusiones muestrales.

En los modelos lineales abordados en este capitulo hay muchos contrastes
importantes que podrian llevarse a cabo, si bien la hipdtesis cuyo contraste
parece mas relevante y viable es la de la anulacion del coeficiente de determi-
nacion (que indicarfa la no existencia de dependencia entre los conjuntos en
el sentido de la relacién funcional del tipo considerado o, desde otra perspec-
tiva, significaria la ausencia de base para la prediccién de Y a partir de X

a través de la relacién). Como la condicién 1%y = 0 ocurre sélamente para

conjuntos X e Y muy especiales, el contraste de la hipdtesis Hy : 1%y =

no reviste mayor interés.

Esta seccién va a centrarse mayoritariamente en la elaboracién y dis-

cusion de métodos de contraste de la hipotesis nula:
Hy: R%y =0

frente a la alternativa:
H,: R5%y >0,

supuesto que Riy es el coeficiente de determinacion poblacional en el sen-

tido de la relacién funcional de Tipo 2 entre X e Y.
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La metodologia de alguna de las técnicas es claramente aplicable al con-
traste de otras hipétesis, como Hj : a = 0, en el supuesto de que se trabaje

con un modelo lineal, del que también se ocupara esta seccion.

Los contrastes se suponen realizados a partir de una muestra de tamano
n extraida al azar de la poblacién, y sobre la que se observan los valores
de intervalo que toman los conjuntos aleatorios X e Y. Para los diferentes
métodos que se presentan en esta seccion, se suponen condiciones distintas;

mas concretamente, se distinguirdn los casos siguientes:

e Dados los conjuntos aleatorios X e Y con valores en K.(R), se supon-

dra que el vector aleatorio
Z = (mid X, mid Y, spr X, sprY’)
sigue distribucién normal 4-dimensional, N(u,3), donde

p = (E(mid X|P), E(midY|P), E(spr X|P), E(spr Y| P))

Yulx
> 11 12
Y91 | Moo
con 3J;; cierta matriz de varianzas-covarianzas 2 x 2 para todo i,j €
{1,2}.
e Los conjuntos aleatorios X e Y son normales.

e Los conjuntos aleatorios X e Y son simples.

e Los conjuntos aleatorios X e Y no deben cumplir ningiin requisito

especial.

Para el primer caso, conviene recordar (ver Muirhead, 1982) que si Z

es un vector aleatorio con distribucién 4-dimensional N(u, ), entonces,
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el vector Z! = (mid X, midY) tiene distribucién N(p;,3q;) y el Z% =
(spr X, sprY) tiene distribucion N(p,, 3a), con:

p, = (E(mid X|P), E(midY|P)), p,= (E(spr X|P), E(sprY|P))

. Var(mid X|P)  Cov(mid X, mid Y| P)
B\ Cov(mid X, midY|P)  Var(midY|P),

S Var(spr X |P) Cov(spr X, sprY|P)
2 Cov(spr X, spr Y|P) Var(spr Y |P).

En el estudio descriptivo de R%W de la seccién anterior, se ha comprobado

que la hipétesis nula Hy : R3y = 0 se verifica si, y sdlo si:
4 012[[0’1} Cov(spr X, sprY|P)

< Cov(mid X, mid Y| P)
< —4 0;[071}C0V(spr X,sprY|P),

de modo que R%W =0 si, y sélo si:
| Cov(mid X, midY|P) | +4 012[[071] Cov(spr X, sprY|P) < 0.
Para contrastar la hipotesis nula:
Hy : |Cov(mid X, midY|P)| + 40;[071] Cov(spr X,sprY|P) <0
frente a la alternativa
H, : |Cov(mid X, mid Y'|P)| + 40;[071] Cov(spr X,sprY|P) > 0,

vamos a proceder en los tres primeros métodos de la forma siguiente:
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e Se realiza en primer lugar el contraste entre las hipdtesis:

H((]l) : Cov(mid X, midY|P) =0

HY Cov(mid X, mid Y |P) # 0.
e Si se concluye que puede aceptarse la hipotesis Hél) en el contraste
anterior para un nivel de significacion prefijado o, se desarrollard un

segundo contraste, ahora entre las hipdtesis:

HO(Q) : Cov(spr X,sprY|P) <0
HP : Cov(spr X, sprY|P) > 0.

ee Si puede aceptarse la hipdtesis Héz) en este contraste para un
nivel de significacién prefijado as, entonces podra aceptarse la
hipétesis nula inicial Hy : Ry = 0 para un nivel de significacién
(por la desigualdad de Bonferroni) a lo sumo igual a ay + as;

)

ee Sidebe rechazarse la hipotesis H(()2 en este contraste para el nivel

prefijado aw, se rechazara Hy en el contraste inicial.

)

e Si se concluye que debe rechazarse la hipotesis H(()1 en el primer con-

traste, se presentan varias posibilidades:

ee Si tras realizar el segundo contraste debe rechazarse la hipotesis
Hé2), se optara por el rechazo de la hipdtesis nula del contraste
inicial Hy : Ry = 0.

ee Si tras realizar el segundo contraste puede aceptarse la hipote-

. 2 ,
S1s H((] ), podria plantearse un tercer contraste, esta vez entre las

hipotesis:

HO(B) : Cov(spr X,sprY|P) =0
HY + Cov(spr X, sprY|P) #0 (< 0).
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) en este tercer contraste

e ¢ o Si pudiera aceptarse la hipdtesis H0(3
para el nivel de significacién as, entonces deberia rechazarse
Hj para un nivel de significacién (por la desigualdad de Bon-
ferroni) a lo sumo igual a oy + as + as.

e o o Si debe rechazarse la hipdtesis Hég) en este tercer contraste,
la situacién no nos llevaria a una conclusién determinada y

habria que estudiar el problema recurriendo a otras técnicas.

Contraste sobre R%, cuando
(mid X, mid Y, spr X, sprY’) tiene

distribucion normal

Sean X e Y dos conjuntos aleatorios con valores en IC.(R), no degenerados y

asociados con el espacio de probabilidad (€2, A, P). Sea Z el vector aleatorio

Z = (mid X, mid Y, spr X, sprY).

Sea (X;,Y:),i=1,...,n (n > 2) una muestra aleatoria simple obtenida

a partir del vector bidimensional de conjuntos aleatorios (X, Y"). A partir de

esa muestra aleatoria simple se obtendrian de forma inmediata otras tres:

(Zy, ..., 2y),

con Z; = (mid X;, mid Y, spr X;,sprY;), i =1,...,n,

(Z1,...,Z}),

con Z} = (mid X;, midY;),i=1,...,n,y

(Z2,...,72),

con Z? = (spr X;,sprY;), i =1,...,n.

Como condiciones de trabajo, en este caso, se supone que Z sigue una

distribucién normal 4-dimensional N(u, 32), donde:
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p = (F(mid X|P), E(mid Y |P), E(spr X|P), E(spr Y|P))
y
X | X
¥ _ ml > |
o1 | B2
con
s _ Var(mid X |P) Cov(mid X, mid Y| P)
U\ Cov(mid X, midY|P)  Var(mid Y|P)
s _ Cov(mid X, spr X|P) Cov(mid X, sprY|P)
e Cov(mid Y,spr X|P) Cov(midY,sprY|P)
s _ Cov(mid X, spr X|P) Cov(midY,spr X|P)
e Cov(mid X, sprY|P) Cov(midY,sprY|P)
s Var(spr X |P) Cov(spr X, sprY|P)
2 Cov(spr X, spr Y|P) Var(spr Y|P)
1.3.1.1 Contraste de H ) frente a H."

Como se senalé anteriormente, en las condiciones supuestas los vectores
aleatorios bidimensionales Z! y Z? siguen distribucién normal (ver Muir-
head, 1982). Concretamente: Z! = (mid X, mid Y) tiene distribucién N(p,
311) con:

= (F(mid X|P),

" E(midY|P)).

Para contrastar la hipétesis H : Cov(mid X, mid Y'|P) = 0 frente a la

zZh.

correspondiente alternativa ay , se considera la muestra (77, ...,
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), que en las condiciones de normalidad supuestas

Bajo la hipdtesis HO(1
(que obligan a Var(mid X|P) > 0 y Var(midY|P) > 0) equivale a que en
el espacio (€2, A, P) el coeficiente de correlacién poblacional entre las dos
variables componentes de Z! se anule, es decir, pmid x midy = 0, se verifica

que el estadistico:

T — m Tmid X mid v

2
\/1 ~ Thid X mid Y

sigue una distribucion ¢,,_5 (ver Muirhead, 1982), donde 7iq x midy repre-

senta el coeficiente de correlacion lineal muestral de las dos componentes de

71, esto es:
Z (mid X; — mid X) (miin — mid Y)
Tmid X midy = ;:1 o
Z (mid X, — midX)2 Z (miin — mid Y)2
i=1 i=1
con

De hecho, el resultado que se esté aplicando proviene de uno mas general,
segun el cual el estadistico T" se distribuye (cualquiera que sea el valor de
Pmid x midy ) de acuerdo con una ¢ de Student no centrada, con n — 2 grados

de libertad y con pardmetro de desviacién igual a:

n

Z(mid X, — m)g ) Pmid X mid v
i=1 \/1 — Prnid X midy

(ver Johnson et al., 1994).

En consecuencia, el siguiente teorema ofrece un procedimiento para el

contraste de la hipotesis Hél):
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Teorema 1.3.1 Para contrastar al nivel de significacion oy la hipdtesis

nula:
H((]l) : Cov(mid X, midY|P) =0

frente a la alternativa:
HY : Cov(mid X, mid Y| P) # 0,
Ho(l) debe rechazarse siempre que

(n—2) rr2nidX mid Y

2
1 - rmideidY

> Fl,nf2,a17

donde Fy,,_2 o, denota el percentil de orden 100(1 — ) de la distribucion

F' de Snedecor con 1 yn — 2 grados de libertad.

Demostracion. Un camino alternativo para probar este resultado, y que se
corresponde con la forma equivalente de expresar la condicién de rechazo
en el enunciado del teorema, consiste en utilizar directamente la técnica de
la razén de verosimilitudes. Para ello, se considera la muestra (Z7,...,Z}),
y se determinan los estimadores maximo-verosimiles de p, y 311, que para

esa muestra vienen dados por:
o = (midX,midY) ,

independientemente de que Hél) sea 0 no cierta, y:

ST ( Smiax 0 )
0 Suiay
si Hél) es cierta, y

S = ( Shhid x S(mid X)(mid v) )
11 —
5

2
mid X)(midY) Smid Y

en el caso general, con:



68 Capitulo 1

1, ——
S2ix = - Zl(mldXi — mid X)?,
> (mid X; — mid X) (midY; — midY’) .

i=1

S|

S(mid X)(midY) =

Como es sabido, el test de la razén de verosimilitudes para contrastar

Ho(l) frente a HS", esté basado en el estadistico:
—2log A = 2n(M, — log M, — 1)

donde M, y M, son las medias aritmética y geométrica, respectivamente,

— ] -~
de los autovalores de la matriz ¥1;  S; (ver Mardia et al., 1997). Por lo

tanto:
52 id id
—2logA =2n | —log/1— W 7
mid X ¥ midY

52
A2/n —1— mid X midY
S2 52

mid X “midY

de donde:

Si la hipotesis HO( ) es cierta, S2.1 ... debe ser préxima a cero y, en

. 1 , . ~
consecuencia, Hé ) deberfa rechazarse si A%™ toma valores ‘pequenos’.
El estadistico matricial

2 . .
ns/'l\l _ ( nSmidX nSrdemldY )

2
nSmideidY nSmjdy

sigue distribucion de Wishart W(3,n — 1) (ver Mardia et al., 1997). Como
n > 2, se cumple que bajo la hipdtesis Hél)

S2. .
T, =n (Sﬁlidy _ %)

mid X
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sigue distribucién Var(mid Y|P) - x2_, = W(Var(mid Y|P),n — 2), y

S2. .
Ty =n mngX mid Y
mid X
sigue distribucién Var(mid Y| P) - x? = W(Var(mid Y| P), 1) y, ademds, am-

bos estadisticos son independientes (ver Mardia, 1997).
En consecuencia, resulta que:

A2/n Tl

T+ T

y el estadistico

(=AM (=2 (-2, .,
A2/n a T, n

sigue distribuciéon F' de Snedecor con 1 y n — 2 grados de libertad, lo que

demuestra el resultado. O

Observacién 1.3.1 La potencia del test anterior podria estudiarse sobre
la base de la distribucién ¢ de Student no centrada del estadistico T cuando

Pmid x midy tome valores no nulos (ver Johnson et al., 1994).

1.3.1.2 Contraste de HéQ) frente a H.”

En las condiciones supuestas el vector aleatorio Z? = (spr X,sprY) tiene

distribucion N(p,, 3ag) con:
po = (E(spr X|P), E(sprY|P)).
Para contrastar la hipdtesis unilateral HO(Q) : Cov(spr X,sprY) < 0

frente a la alternativa Héz) : Cov(spr X,sprY) > 0, se considera la muestra
(22,...,72).
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La hipotesis Héz) equivale, en las condiciones supuestas, a que en el espa-
cio (§2, A, P) el coeficiente de correlacién poblacional entre las dos variables
componentes de Z2 no sea positivo, es decir, Pspr xspry < 0. Para contrastar
esa hipdtesis equivalente se va a considerar el estadistico 7¢pr x spry que re-
presenta el coeficiente de correlacién lineal muestral de las dos componentes

de Z2, esto es:

(spr X,; —spr X) (spr Y; — spr Y)
=1

n

TsprXspry = nz
\/Z (seri — ser)2 Z (seri — ser)2

i=1 i=1

con

1 n
X == sprix,
Spr 0 o~ Spr

Para formalizar el contraste se determina la distribucién de rpr xspry-

Esta lleva asociada la funcién de densidad:
(n—2)0'(n—2)
I'(n—1/2)V2rm

sir e (—1,1), f(r) =0 en caso contrario, donde:

fr) = (1 =)D R (1/251/25n — 1/2;1/2)

o0

2 F1(1/2;1/2;n — 1/2;1/2) = 2{: 12?_,1}é2 (12?)
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La funcién o F} es conocida como funcién hipergeométrica (ver Muirhead,
1982). Existen tablas para la funcién de distribucién correspondiente a esta
distribucién (ver David, 1938).

En el caso concreto en que pspr x spry = 0, la funcion de densidad adopta

la expresién:

I'((n—-1)/2) (1 =)D gire(-1,1)

for) = L(1/2)T((n = 2)/2)

0 en caso contrario,

que es simétrica respecto al valor r = 0 (ver Johnson et al., 1994).

En consecuencia, el siguiente teorema ofrece un procedimiento para el

contraste de la hipdtesis HSQ):

Teorema 1.3.2 Para contrastar al nivel de significacion as la hipdtesis

nula:

Hé2) : Cov(spr X,sprY) <0
frente a la alternativa:
H® : Cov(spr X,sprY) > 0,
H((]2) debe rechazarse siempre que
Tspr Xspry > Koo

donde k., denota el percentil de orden 100(1 — ay) de la distribucion cuya

densidad es fy.
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1.3.1.3 Contraste de Hég) frente a H."

Para contrastar la hipétesis HO(B) : Cov(spr X, sprY|P) = 0 frente a la alter-

)

. 3 . , P
nativa HS , se considerarfa de nuevo la muestra (Z7,..., Z2), y se seguirfa

un proceso analogo al del contraste de Hél) frente a HC(LD, reemplazando

mid X por spr X y midY por sprY, es decir:

Teorema 1.3.3 Para contrastar al nivel de significacion «s la hipotesis

nula:
HO(B) : Cov(spr X,sprY|P) =0

frente a la alternativa:
H® : Cov(spr X,sprY|P) # 0,
Hé3) debe rechazarse siempre que

(n - 2) 7"52er spryY

2
1—- Fspr X spry

> Fl,n—Q, g

1.3.1.4 Algoritmo para el contraste de H, frente a H, cuando

(mid X, mid Y, spr X, sprY’) tiene distribucién normal

Para la resoluciéon préctica del contraste inicial planteado a través de las
diferentes etapas en que se ha desglosado el mismo, puede recurrise al algo-

ritmo siguiente, que resume lo examinado en la Subseccion 1.3.1.

Paso 1. Para la muestra considerada, y prefijado el nivel de significacion

a1, calcular el valor del estadistico

2 (=2 i X mid Y

2
1 Tmid X mid Y

y el valor critico F} ;2 «,, € ir al Paso 2.
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Paso 2.

Paso 3.

Paso 4.

Paso 5.

SI el valor de T2 en la muestra es inferior o igual a Fi -2 a1
ENTONCES ir al Paso 3, EN CASO CONTRARIO al Paso 4.

Para la muestra considerada, y prefijado el nivel de significacién

iz, calcular el valor del estadistico

'
T = Tspr X spry

y el valor critico k,, (al que se refiere el Teorema 1.3.2). SI el
valor de 7" en la muestra es inferior o igual a k,,, ENTONCES
puede aceptarse Hy a un nivel de significacion a lo sumo igual

a a; + as, EN CASO CONTRARIO debe rechazarse Hy a un

nivel de significacién a lo sumo igual a oy + as.

Para la muestra considerada, y prefijado el nivel de significacién
as, calcular el valor del estadistico 7" y el valor k,, del Paso 3.
SI el valor de 7" en la muestra es superior a k,,, ENTONCES
debe rechazarse Hy a un nivel de significacién a lo sumo igual a
a1 + ag, EN CASO CONTRARIO ir al Paso 5.

Para la muestra considerada, y prefijado el nivel de significacién

a3, calcular el valor del estadistico

(n - 2) 7"52er spryY

2
1— Tspr X spry

(T//)Q —

y el valor critico F1, 2 4s. SI el valor de (T”)? en la muestra
es inferior o igual a F} 92 oy, ENTONCES debe rechazarse H
a un nivel de significacién a lo sumo igual a a7 + as + ag, EN
CASO CONTRARIO recurrir a otra técnica de contraste para
Hyy H,.
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1.3.2 Contraste sobre R%y cuando X e YV

son conjuntos aleatorios normales

En este caso va a suponerse que los conjuntos aleatorios X e Y asociados al
espacio de probabilidad (£2, .4, P) son normales de acuerdo con la definicién
de Lyashenko (1980), recopilada en la Subseccién 0.2.1, lo que significa que

para cada w € {2 se cumple que:
X(w) = €(w) + BAX| P,

donde £ : €2 — R es una variable aleatoria real asociada al espacio (2,4, P)

con distribucién normal de media 0 y varianza o7 = Var({|P) e
Y(w) =n(w) + EA[Y|P],

donde 1 : 2 — R es otra variable aleatoria real asociada a (2, A, P) con

distribuciéon normal de media 0 y varianza o} = Var(n|P).

Por lo tanto:
mid X (w) = £(w) + mid E4[X|P]

para todo w € {2, de modo que mid X es una variable aleatoria real con
distribucién N(mid E4[X|P], o7).

Siguiendo un razonamiento andlogo, para todo w € () se cumple que:
mid Y (w) = n(w) + mid EA[Y|P],

de modo que midY" es una variable con distribucién N(mid EA[Y|P], 7).

Por otro lado, para todo w € €2 se cumple que:
spr X (w) = spr E4[X|P],

sprY(w) = spr EA[Y|P],
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por lo que spr X y sprY son variables aleatorias reales degeneradas y, como
consecuencia:
Cov(spr X,sprY|P) = 0.

De esta ultima afirmacién se deduce que en la situacion considerada,

la condicién |Cov(mid X, mid Y |P)| + 40?[071} Cov(spr X,sprY|P) < 0 se
reduciria a Cov(mid X, midY|P) = 0 y la de la hipdtesis alternativa se

reduciria a Cov(mid X, mid Y|P) # 0.

Pero, al ser X e Y normales, un contraste entre las dos ultimas hipétesis

equivale a un contraste entre:

Hy : Cov(¢,n|P)=0
H, : Cov(&,n|P) #0.

Por todo ello, en este caso no se precisaria contrastar H((]l), Hé2) y Hég);
y, como si la hipdtesis Hy es cierta, el vector aleatorio (£,7) asociado al
espacio de probabilidad (€2, A, P) tiene distribucién normal bidimensional
N(p, %), donde:

® = (0’0)

5 — Var(¢|P) 0 7
0 Var(n|P)

el contraste sobre la base de una muestra aleatoria simple de tamano n a

partir de (X,Y") se formalizaria como sigue:

Teorema 1.3.4 Para contrastar al nivel de significacion a la hipotesis nu-
la:

Hy: Ry =0

frente a la alternativa:
H,: R%y #0,
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Hy debe rechazarse siempre que

(n—2)72 4 ¥ midy
1

) > Fl,n—Q,ou
" nid X mid v

donde F ,,—s. o denota el percentil de orden 100(1 — «) de la distribucion F

de Snedecor con 1 yn — 2 grados de libertad.

Observacién 1.3.2 Al igual que en la subseccion precedente, la potencia
de este ultimo test se podria analizar a partir de la distribucion ¢ de Student

no centrada que se indicaba en la Observacion 1.3.1.

1.3.3 Contrastes asintéticos sobre R%, cuando

X e Y son conjuntos aleatorios simples

En este caso va a suponerse que los conjuntos aleatorios X e Y asociados

al espacio de probabilidad (€2,.4, P) son simples y no degenerados.

Sean Ay, ..., Ay € K.(R) los valores distintos de X en ), y sean By, ...,
By € K.(R) los valores distintos de Y en €.

Sea L el numero de pares distintos (A,,, Bn) € K.(R) x K.(R) que
aparecen en la poblacién con probabilidad positiva (max{M,M'} < L <
M .M.

En lo que sigue estos L pares distintos van a disponerse segiin una orde-
nacion elegida arbitrariamente, denotandose por (A, B); el [-ésimo par en

esa ordenacion.

Sean:

p=PlweQ|(Xw).Yw)=(AB))>0,1=1,...,L -1,

L1
pL=1- sz-
=1
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En esta situacion, la “distribucién conjunta” de X e Y estda carac-
terizada por el valor (vectorial) poblacional del parametro vectorial p =
(p1,---,pL-1), para el que se cumplen las condiciones de regularidad si-

guientes:

- El espacio paramétrico correspondiente es P = [0, 1]¥71, y el verdadero
valor de p pertenece al interior de P, es decir, a (0,1)£71. Ademaés,
como se cumple que p € (0,1)¥7!, para valores distintos de p las

medidas de probabilidad correspondientes deben diferir.

- El conjunto de “valores” (pares de conjuntos) distintos de (X,Y) en
la poblacién, {(A, B)1, ..., (A, B)r}, no depende de p.

- Para cada valor p € (0,1)E7!, se cumple que si = {w € Q |
(X(w),Y(w)) = (Aa B)l} y P(Ql|p) = P para cada [ € {17 - '7L}7
entonces log P(€;| p) es derivable parcialmente hasta el tercer orden
con respecto a las componentes p; de p y en un entorno de p se

satisface ademas que:
L

E b
=1

para cualesquiera 4,7,k € {1,..., L —1}.

3

0
——log P
3piapj3pk s (

QZ|P) < o0

- La matriz de informacién de Fisher asociada a la familia & (familia de
las medidas de probabilidad correspondientes a los distintos valores

de p € IP) para el valor p viene dada por:

—1 Opi Op;

15(p) = [15(p)] = [Zpl ospn .2 k’g“]

O;i 1
— [—J + —] con 0;; = delta de Kronecker
Di PL
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(i, € {1,...,L — 1}). I%(p) esté bien definida (ya que I[;(p) es
finito para cualquier par (i,7)) y es una matriz definida positiva (es
decir, la forma cuadrética asociada es definida positiva) para cada

p € (0, 1)L, ya que para cualquier i € {1,..., L — 1} se cumple que:

I (p) - I5(p)
. . . :p1+"'+pi+pL>O
PL-DiPL
I5(p) -+ Ii(p)

(lo que garantiza - ver, por ejemplo, Rao, 1973 - que la matriz de

informacién de Fisher es definida positiva).

Sea (X;,Y;), i = 1,...,n una muestra aleatoria simple obtenida a partir
del vector bidimensional de conjuntos aleatorios (X,Y’). Se denotara por
fmr el estadistico correspondiente a la frecuencia relativa de (A, B), en la
muestra aleatoria, y £, = (fu1, ..., faz—1))-

)

Para definir estadisticos que resuelvan los contrastes de Hél frente a
H(gl), Héz) frente a Hf), y HO(B) frente a HéB), aprovechando los resultados
conocidos de la Teoria de Grandes Muestras para p, va a tenerse en cuenta
que la sucesion {f,, }, es solucién del sistema de ecuaciones de verosimilitud,
puesto que son los estimadores maximo-verosimiles de p. En consecuen-
cia, la sucesién de estimadores {f,}, es fuertemente consistente y se dis-
tribuye asintéticamente segin una distribucién normal (L — 1)-dimensional

N (p, [Ii(p)}_l /n) cuando n — oo, con:
[15@)] ™ = 05— )],

-1
ya que HIZ(p)H = <HlL:1pl> y, para i,j € {1,...,L — 1}, el adjunto de

If;-(p) €s aIf}(P) = pi(0ij — pj) (Hf:1p1>_1.
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Ademés, n(f, — p)I%(p)(f, — p)’ converge en distribucién a una chi-
cuadrado x% , cuando n — oo (ver, por ejemplo, Rao, 1973, Serfling, 1980,
Lehmann, 1983).

1.3.3.1 Contraste asintético de Ho(l) frente a H."

A partir de las condiciones anteriores se establece un resultado de apoyo

para resolver el primer contraste.

Proposiciéon 1.3.5 Para cada n € N, se consideran n vectores bidimen-

sionales de conjuntos aleatorios (X1,Y1), ..., (X,,Y,), independientes e

idénticamente distribuidos que (X,Y") (es decir, una muestra aleatoria sim-

ple de tamano n a partir de (X,Y)), definidos sobre el espacio de probabili-

dad (Q, A, P) de forma que P ({w € Q| (X(w),Y(w)) = (A, B)i}) =p con
L

me(0,1),1=1,...,L, Zpl = 1. Se cumple entonces que:
=1

i) Sif, = (fars- s fa—1)) € [0,1)57Y, con f, = frecuencia relati-

va de (A, B); en la correspondiente realizacion de la muestra aleato-
L-1

ria simple de tamano n (I = 1,...,L — 1, f., = 1— anl), Y

=1
Cov(mid X, mid Y |£,) representa la covarianza muestral entre mid X
y midY correspondiente, entonces, {Cov(mid X, midY |f,)}, es una

sucesion de estimadores de Cov(mid X, midY | p) que es fuertemente

consistente, es decir, cuando n — oo se tiene que:
Cov(mid X, mid Y | f,) == Cov(mid X, mid Y | p),

cualquiera que sea p = (p1,...,pr—1) (con p1,...,pr—1 € (0,1) y

L—1
Zpl < 1).
=1
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ii) La sucesion de variables aleatorias reales:

iii)

{v/n[Cov(mid X, mid Y | f,) — Cov(mid X, mid Y | p)]}
converge en ley hacia una normal unidimensional N(0, 0?(p)), con:
o*(p) = Var ([mid X — E(mid X|p)] [mid Y — E(mid Y|p)] | p),

siempre que o*(p) > 0.

Si o(p) = 0 y para algin par (i,5) € {1,..., L —1} x {1,...,L — 1}

se cumple que:

9? Cov(mid X, midY | p)
hij = 90-0n-
PiOp;

= [m1d1 (A, B)z — Hlldl (A, B)L] [mldg(A, B)] — mldg(A, B)L]

+ [mid; (4, B); —mid; (A, B)] [midy(A, B); — midy(A, B)r] > 0

(con midy (A, B); = punto medio del primer componente de (A, B),
y mids(A, B); = punto medio del seqgundo componente de (A, B);),

entonces:
{2n [Cov(mid X, midY | f,) — Cov(mid X, mid Y | p)]},,

es una sucesion de variables aleatorias reales que converge en ley hacia
una combinacion lineal de, a lo sumo, L — 1 variables chi-cuadrado

con 1 grado de libertad e independientes.
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Demostracion.

1)

En las condiciones que se acaban de sefialar se garantiza que f, —
p, por lo que de acuerdo con los resultados de la Teoria Asintética
en Inferencia Paramétrica (ver, por ejemplo, Serfling, 1980), al ser

Cov(mid X, mid Y | p) continua en un entorno de p, se concluye que:
Cov(mid X, mid Y | f,) <% Cov(mid X, mid Y | p)

cuando n — oo, es decir, {Cov(mid X, midY |f,)}, es una sucesién

estimadora de Cov(mid X, midY | p) fuertemente consistente.

Por las condiciones supuestas, para n suficientemente grande es posible
desarrollar Cov(mid X, mid Y | f,) en un entorno de p. De este modo,

el desarrollo de Taylor de primer orden de Cov(mid X, mid Y | f,) sera:
Cov(mid X, mid Y | f,) = Cov(mid X, midY | p)
+V Cov(mid X, mid Y | p)(f, — p)’

1
—|—§(fn —p) H (Cov(mid X, mid Y | p?)) (f, — p)",

con V el correspondiente vector gradiente, H = [h;;] la matriz hessiana
(L =1)x (L =1),y p;, € P tal que [|pj, — p|| < [|f, —pl|

Por lo tanto:
vn [Cov(mid X, mid Y | f,) — Cov(mid X, mid Y | p)]
= V Cov(mid X, mid Y | p) (v/n(f, — p))t

+5(£—p) H (Cov(mid X, mid Y | p3) (V(£, — p))".
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El vector gradiente vendra dado por la matriz fila:

V Cov(mid X, mid Y | p)

= (iCOV(mid X,midY |p) --- Cov(mid X, mid Y | p))

1 Opr—1
donde, para i € {1,..., L — 1}, se cumple que:

aii Cov(mid X, mid Y | p)

= [m1d1 (A, B)z mldg (A, B)z — m1d1 (A, B)L Hlld2 (A, B)L]
— [mid; (A4, B); — mid; (A, B)] E(midY|P)
Como +/n(f, — p) se distribuye asintéticamente como una normal
(L — 1)-dimensional N(O, [Ii(p)rl), segun las propiedades de la

convergencia en ley (ver, por ejemplo, Serfling 1980), se tiene que

cuando n — oo la sucesién
{V Cov(mid X, mid Y | p) (v(f, - p))t}n
converge en ley a una variable con distribucion:
N (0, V Cov(mid X, mid Y | p) [15(p)] ™" (V Cov(mid X, mid Y| p))t> ,
siempre que sea positiva la varianza:

o*(p) = V Cov(mid X, mid Y | p) [15(p)] ™ (V Cov(mid X, mid Y | p))’

L—1L-1 P
pi(0. (a—piCOV(mid X, midY | p))

i=1 j=1

(aiCov(mldX mid Y| p)> =W"S W,
Pj

<.
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donde W* es la matriz linea (W5 ... W{), con:

W} = [mid;(A, B); — E(mid X |p)] [midy(A, B); — E(mid Y|p)],

pl(l—pl) —p1PL

—pp1 -+ pr(l—pr)

es decir:

o?(p) = Var (jmid X — E(mid X|p)] [midY — E(midY|p)] |p).

En virtud de las propiedades relativas a las convergencias en ley y
en probabilidad (ver, por ejemplo, Serfling, 1980), al ser ||p: — p||

< |If, — p|| se tiene que cuando n — oo:

)

(82 Cov(mid X, mid Y | p)> p 0*Cov(mid X, midY | p)
6pz~8pj p=p7, apzap]

para cualesquiera i,j € {1,...,L — 1}. Por otro lado, f, “% p y, por

lo tanto, f, 2 p, cuando n — oo, de donde:

1
§(fn —p)H (Cov(mid X, mid Y |p?)) % 0
y, como /n(f, — p) AN <0, [1%(p)] _1>, se tiene que:

* (£, — p) H (Cov(mid X, mid Y | p})) (vai(E, — )" % 0

Yy, en consecuencia:

L6, — ) (Cor(mid X, midY | ) (v, — )’ 2 0.
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Los resultados anteriores garantizan que la sucesion:

{V/n[Cov(mid X, mid Y | £,) — Cov(mid X, midY | p)] }n
converge en ley hacia una variable con distribucién
N (o, V Cov(mid X, mid Y | p) [15(p)] " (V Cov(mid X, mid Y| p))t>
cuando n — ooy, por lo tanto, se verifica 4) siempre que o?(p) > 0.

#i) La matriz 1% (p) es definida positiva, por lo que la forma cuadrética
asociada a I%(p) y a [I5(p)] ! es definida positiva. En consecuencia,
si 0(p) = 0 se debe cumplir que V Cov(mid X, midY | p) = 0.
El desarrollo de Taylor de segundo orden de Cov(mid X, midY |f,),

permite asegurar que para n suficientemente grande:

Cov(mid X, mid Y | f,) = Cov(mid X, midY | p)

1
+§(fn —p)H (Cov(mid X, mid Y |p)) (f, — p)’
—I—l < § § (63 Cov(mid X, mid Y | p))
6 j=1 k=1 OpiOp;Ops, p=p;*

(fri _pz')(fnj _pj)(fnk _pk)7
con p;* € P tal que [p;" — pl| < [If. — pll.

Por lo tanto:

2n [Cov(mid X, mid Y | f,) — Cov(mid X, mid Y | p)]

t

= (Vir(£, — p)) H (Cov(mid X, mid Y | p)) (v(£, — p))

L—1L-1L-1 (83 Cov<m1d X’ mldY | p))
Op;Op;Opy, p=p}"

’ (fm _pi) (\/ﬁ( nj _pj)) (\/ﬁ(fnk; _pk)) :
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Razonando como en el apartado i), puede concluirse que:
(fni — ps) (\/ﬁ(fnj _pj>) (\/ﬁ(fnk _pk>) = 0.

Ademés (ver, por ejemplo, Serfling, 1980), se tiene que la sucesion:

{(\/ﬁ(fn —p)) H(Cov(mid X, mid Y |p)) (vVn(f, — p))t}

n

converge en ley hacia:
Y H (Cov(mid X, mid Y | p)) Y7,

donde Y es un vector aleatorio con distribucién normal (L —1)-dimen-
sional N(O, [1%(p)] - )

Como se supone que alguna de las derivadas segundas
hij = 0* Cov(mid X, mid Y | p)/9p;Op;

es positiva y, por lo tanto, que H (Cov(mid X, midY | p)) no se re-
duce a la matriz nula de orden (L — 1) x (L — 1), y ya que el rango
de [Ii(p)]f1 es L — 1, debe cumplirse que el vector Y puede ex-
presarse como Y = Z B con Z vector aleatorio (L — 1)-dimensional
cuyas componentes son L — 1 variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas, con distribuciéon N(0,1), y B es una ma-
triz (L — 1) x (L — 1) tal que BB = [Ii(p)rl . Ademas, existe una
transformacién Z = U C en la que C es una matriz ortogonal, de

forma que:

Y H (Cov(mid X, mid Y | p)) Y*
= ZBH (Cov(mid X, midY | p)) B Z*
= U CBH (Cov(mid X, mid Y |p)) B* C' U*
= MU? + -+ \UZ,



86 Capitulo 1

con A, ..., A, (¢ < L —1) los autovalores no nulos de la matriz
(L—1) x (L—1) dada por BH (Cov(mid X, midY | p)) B, y donde
Ui, ..., U, son variables aleatorias independientes e idénticamente

distribuidas con distribucién N(0, 1).

En consecuencia, el estudio de la forma cuadratica
Y H (Cov(mid X, midY |p)) Y*

se reduce en primer lugar al de una forma cuadratica de un vector nor-
mal (L — 1)-dimensional con componentes independientes y N(0, 1), y
este tltimo se reduce a su vez al de una combinacién lineal de variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, con distribu-
cién chi-cuadrado 3, es decir, una combinacién lineal de cuadrados de
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, con
distribucién N(0,1) (ver, por ejemplo, Rao, 1973, y Serfling, 1980,
para una revision de los resultados bésicos de las afirmaciones prece-
dentes). O

Sobre la base de los resultados en la proposicién anterior, y de las
propiedades de la convergencia en ley y en probabilidad, se obtiene de forma

practicamente inmediata el siguiente resultado:

Teorema 1.3.6 Para cada n € N, se consideran n vectores bidimension-

ales de conjuntos aleatorios (X1,Y1), ..., (X, Ys), independientes e idén-

ticamente distribuidos que (X,Y) (es decir, una muestra aleatoria simple

de tamano n a partir de (X,Y')), definidos sobre el espacio de probabilidad

(Q, A, P) de forma que P ({w € Q| (X (w),Y (w)) = (A, B);}) =p conp, €
L

(071)7 I = 17"'7L7 Zpl =15 fn = (fn17~~'7fn(L—1)) S [07 1]L_17 con
=1

fa = frecuencia relativa de (A, B), en la correspondiente realizacion de la
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L1
muestra aleatoria simple de tamanon (I=1,...,L—1, f,,=1— Z fa),
=1

y Cov(mid X, mid Y |f,) representa la covarianza muestral entre mid X Yy

mid Y correspondiente, entonces, se cumple que la sucesion:

v/n [Cov(mid X, mid Y | f,,) — Cov(mid X, mid Y | p)]
o?(f,) .
converge en ley hacia una distribucion normal N(0,1) cuando n — oo,

siempre que o*(p) > 0 y su estimador analdgico o*(£,) > 0.

)

Bajo la hipdtesis Hél se cumple que o?(p) = 0 si, y sélo si,

mid X — E(mid X|p)] (midY — E(mid Y |p)]

es una variable aleatoria real degenerada en 0 (caso verdaderamente espe-
cial, carente de interés practico y en el que, trivialmente, se cumple que
Cov(mid X, midY | p) = 0). Ademas:

Observacién 1.3.3 Aunque el enunciado del apartado iii) en la Proposi-
cién 1.3.5 es formalmente vélido, hay que observar que o*(p) = 0 implica
en condiciones generales que [mid X — E(mid X |p)] [midY — E(mid Y |p)]
serda una variable aleatoria real degenerada y, por lo tanto, se produce la
igualdad Cov(mid X, midY |f,) = Cov(mid X, midY | p), de modo que el
estadistico en el apartado iii) de la Proposicién 1.3.5 tiene distribucién

(exacta) degenerada en el 0.

Como consecuencia del teorema y observacion anteriores, se obtiene el

siguiente procedimiento de contraste:
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Teorema 1.3.7 Para contrastar al nivel de significacion nominal oy la
hipotesis nula:
H((]l) : Cov(mid X, midY|P) =0

frente a la alternativa:
HWM : Cov(mid X, mid Y'|P) # 0,
en el supuesto de que X eY son conjuntos aleatorios tales que
mid X — E(mid X|p)] (midY — E(mid Y |p)]
no sea casi sequro [P] igual a 0, Hél) debe rechazarse siempre que

n [Cov(mid X, mid Y | £,)]? o2
0'2(fn) Xl, ap)

donde x3 ,, es el percentil de orden 100(1 — ay) de la distribucion chi-

cuadrado con 1 grado de libertad.

Ademas, la probabilidad de rechazar Ho(l) bajo la hipotesis alternativa

converge a 1 cuando n — oo.

1.3.3.2 Contraste asintético de HO(Q) frente a H.”

Recurriendo a argumentos analogos a los empleados en la Proposicién 1.3.5,
pero reemplazando los ‘mid’” por los correspondientes ‘spr’, se puede llegar

al resultado siguiente:

Teorema 1.3.8 Para cadan € N, se consideran n vectores bidimensionales
de conjuntos aleatorios (X1,Y1), ..., (Xy, Y,), independientes e idénticamente
distribuidos que (X,Y) (es decir, una muestra aleatoria simple de tamario
n a partir de (X,Y)), definidos sobre el espacio de probabilidad (2, A, P) de
forma que P({w € Q| (X(w),Y(w)) = (A, B);}) =p conp, € (0,1), | =
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L
1,...,L, Zpl =1 8if, = (fur,-- -, fa—r)) € [0,1]571, con fo = fre-
=1
cuencia relativa de (A, B); en la correspondiente realizacion de la muestra
L-1
aleatoria simple de tamanon (I = 1,....,L — 1, for = 1— anl), Y
=1

Cov(spr X,sprY | f,) representa la covarianza muestral entre spr X y sprY

correspondientee, entonces, se cumple que la sucesion:

v/n [Cov(spr X,sprY | f,) — Cov(spr X,sprY |p)]
o3 (f,) "

converge en ley hacia una distribucion normal N(0,1) cuando n — oo,

sitempre que la varianza:
oZ(p) = Var ([spr X — E(spr X|p)] [sprY — E(sprY|p)] | p)

sea positiva y su estimador analdgico o2(f,) > 0.

Cuando la hipétesis HO(Q) : Cov(spr X,sprY) < 0 es cierta, se cumple que

2
*

o(p) = 0 si, y sélo si, [spr X — E(spr X|p)] [sprY — E(sprY|p)] es una
variable aleatoria real degenerada en un valor no positivo (situacién poco
general, pero mucho menos restrictiva que la de la anulacién de o%(p) bajo
Hél)) (véase, por ejemplo, el caso de valores de intervalo con la amplitud

comun para uno cualquiera de los conjuntos aleatorios).

Por otra parte, en condiciones generales la anulacién de o?(p) = 0 im-
plica que [spr X — E(spr X|p)] [sprY — E(sprY|p)] debe ser una variable
aleatoria real degenerada y, por lo tanto, Cov(spr X, sprY | f,) = Cov(spr X,
sprY | p), de modo que careceria de sentido el estudio de la distribucién del
estadistico 2n [Cov(spr X, sprY |f,) — Cov(spr X, sprY | p)| segun el apar-

tado i77) de la Proposicion 1.3.5. Por ello, se considera el contraste siguiente:
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Teorema 1.3.9 Para contrastar al nivel de significacion nominal os la
hipotesis nula:
Hé2) : Cov(spr X,sprY) <0

frente a la alternativa:

H® : Cov(spr X,sprY) >0,

2
*

entonces, si o2(p) > 0 y o%(f,) > 0, la hipdtesis Héz) debe rechazarse

stempre que:
v/nCov(spr X,sprY | f,)

oi(fn)

donde v, representa el percentil de orden 100(1 — «ag) de la distribucion

a2

normal tipica.

Ademas, la probabilidad de rechazar HSQ) bajo la hipotesis alternativa

converge a 1 cuando n — oo.

1.3.3.3 Contraste asintético de HO(B) frente a H.’

Para contrastar la hipdtesis Hé3) : Cov(spr X, sprY|P) = 0 frente a la alter-

), se considerarfa de nuevo la muestra (Z%,...,7Z2), y se seguirfa

)

nativa Hf’
un proceso analogo al del contraste de Hél) frente a H.' , reemplazando

mid X por spr X y midY por sprY, es decir:

Teorema 1.3.10 Para contrastar al nivel de significacion nominal oz la
hipotesis nula:
Hé3) : Cov(spr X,sprY|P) =0

frente a la alternativa:

H® : Cov(spr X,sprY|P) # 0,
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entonces, si o2(p) > 0 y o%(f,) > 0, la hipdtesis Hég) debe rechazarse

stempre que:
n [Cov(spr X,sprY | £,)]° o2
o2 (E,) o

Ademas, la probabilidad de rechazar HO(B) bajo la hipotesis alternativa

converge a 1 cuando n — 0.

1.3.3.4 Algoritmo para el contraste asintético de H, frente a H,

cuando X e Y son conjuntos aleatorios simples

Para la resolucion practica del contraste (asintético) a través de las diferen-
tes etapas en que se ha desglosado el mismo, puede recurrise al algoritmo

siguiente, que resume lo examinado en la Subseccién 1.3.3.

Paso 1. Para la muestra considerada, y prefijado el nivel de significacion

nominal oy, calcular el valor del estadistico

G — n [SmideidY]2
o*(t,)

y el valor critico x3 ,,, e ir al Paso 2.

Paso 2. SI el valor de G en la muestra es inferior o igual a X%, s EN-

TONCES ir al Paso 3, EN CASO CONTRARIO ir al Paso 4.

Paso 3. Para la muestra considerada, y prefijado el nivel de significacién

nominal as, calcular el valor del estadistico

_ VS spry
oi(fn)

y el valor critico 754,. SI el valor de G’ en la muestra es inferior

G/

o igual a 734,, ENTONCES puede aceptarse Hy a un nivel de



92

Paso 4.

Paso 5.

Capitulo 1

significacién a lo sumo igual a a; + oy, EN CASO CONTRARIO
debe rechazarse Hy a un nivel de significacién a lo sumo igual a

a1 + Qo.

Para la muestra considerada, y prefijado el nivel de significacion
nominal «ay, calcular el valor del estadistico G’ y el valor y9,,
del Paso 3. SI el valor de G’ en la muestra es superior a y2q,,
ENTONCES debe rechazarse H, a un nivel de significacién a lo
sumo igual a a; + ay, EN CASO CONTRARIO ir al Paso 5.

Para la muestra considerada, y prefijado el nivel de significacién

nominal a3, calcular el valor del estadistico

o — " [Sprxspry]”
o2(f,)

y el valor critico x7 ,. SIel valor de G” en la muestra es inferior

o igual a Xi ass ENTONCES debe rechazarse Hy a un nivel de
significacién a lo sumo igual a a; + as + a3z, EN CASO CON-
TRARIO recurrir a otra técnica de contraste para Hy y H,.

1.3.3.5 Contraste asintético alternativo sobre R,

cuando X e Y son conjuntos aleatorios simples

En el caso en que X e Y sean conjuntos aleatorios simples, el contraste

asintético podria desarrollarse alternativamente siguiendo unas etapas di-

ferentes a las de las subsecciones anteriores. El contraste resultaria global-

mente algo mas complejo, si bien siempre permitiria llegar a alguna con-

clusién (es decir, no se presentarian situaciones como la que aparece al final

del Paso 5 en el ultimo algoritmo). No obstante, algunos de los pasos de

este procedimiento no podrian haberse realizado en general para conjuntos

aleatorios con las caracteristicas de las dos subsecciones precedentes.
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En las condiciones y con las notaciones de esta subseccién, para con-

trastar la hipotesis nula:

Hy : |Cov(mid X, mid Y |P)| + 40]20[071] Cov(spr X,sprY|P) <0
frente a la alternativa

H, : |Cov(mid X, mid Y|P)| + 40;[071] Cov(spr X, sprY|P) > 0,

se puede proceder también de la forma siguiente:

e Se realiza en primer lugar el contraste entre las hipdtesis:

Ho(l*) : Cov(spr X,sprY|P) <0 = Hé2)
H : Cov(spr X, sprY|P) > 0= H?.

. o 1*
e Si se concluye que debe rechazarse la hipotesis Hé ) en el contraste
anterior para un nivel de significacion prefijado nominal a4, entonces

H, debe rechazarse a ese nivel.

)

. Y 1* .
e Si se concluye que puede aceptarse la hipotesis HO( en ese primer
contraste para un nivel de significacion prefijado nominal o, entonces

se desarrollara un segundo contraste, ahora entre las hipdtesis:

[Cov(spr X, sprY|P)> <0
[Cov(spr X, sprY|P)]* > 0.

f[Ovl}

HE) [Cov(mid X, mid Y'|P))* — 16 o4

{ HO(Q*) . [Cov(mid X, mid Y| P)]* — 16 o4
f[Ovl}

)

ee Si puede aceptarse la hipdtesis H((]T en este contraste para un
nivel de significaciéon nominal prefijado as, entonces podra acep-
tarse la hipétesis nula inicial Hy : R%y = 0 para un nivel de sig-
nificacién nominal (por la desigualdad de Bonferroni) a lo sumo

igual a oy + ago;
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ee Sidebe rechazarse la hipdtesis HO(Q*)

en este contraste para el nivel
nominal prefijado «s, entonces se rechazara Hj en el contraste
inicial para un nivel de significacién nominal (por la desigualdad

de Bonferroni) a lo sumo igual a a; + ao.

El primero de estos dos contrastes esta recogido en el apartado 1.3.3.2

de esta subseccién (concretamente, en el Teorema 1.3.9).

Por lo que se refiere al segundo contraste, y con argumentos analogos a
los de los Teoremas 1.3.8 y 1.3.9, se concluye que:

Teorema 1.3.11 Para cada n € N, se consideran n vectores bidimen-

sionales de conjuntos aleatorios (X1,Y1), ..., (Xn,Ys), independientes e

idénticamente distribuidos que (X,Y") (es decir, una muestra aleatoria sim-

ple de tamano n a partir de (X,Y")), definidos sobre el espacio de probabili-

dad (2, A, P) de forma que P ({w € Q | (X(w),Y(w)) = (A, B);}) = p con
L

JURS (071>7 [ = 17"'7L7 Zpl = 1.5 fn = (fnla-“afn(L—l)) € [O, 1]L_17
=1

con f, = frecuencia relativa de (A, B); en la correspondiente realizacion
de la muestra aleatoria simple de tamano n (I = 1,...,L — 1, fo, =
L-1

1— Z frr), vy Cov(mid X, mid Y | £,), Cov(spr X,sprY |f,) representan las
1=1
covarianzas muestrales entre mid X y midY, spr X y sprY correspondien-

tes, respectivamente, entonces, se cumple que la sucesion:

{ 027&) [([cov(midx, mid Y[£,)]2 ~ 16 0, ;) [Cov(spr X, ser‘fn)]Q)

— ([Cov(mid X, mid Y[p)]* = 1605, [Cov(spr X.spr Vip)) | |

converge en ley hacia una distribucion normal N(0,1) cuando n — oo,

siempre que la varianza:
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o2.(p)

= Var (Cov(mid X, midY|p) [mid X — E(mid X|p)] midY — E(mid Y|p)]

—16 U%O,l] Cov(spr X, sprY|p) [spr X — E(spr X|p)| [sprY — E(sprY|p)] ’ p)

sea positiva y su estimador analégico o2, (f,) > 0.

Si 02, (p) = 0y 0%(f,) = 0, lo cual sélo ocurrird ocasionalmente, el
resultado anterior podria ampliarse recurriendo al desarrollo de Taylor de
segundo orden y razonando como en el i) de la Proposicién 1.3.5. En
condiciones de positividad de o2, (p) y 02,(f,) se tiene, como consecuencia,

que:
Teorema 1.3.12 Para contrastar al nivel de significacion nominal as la
hipotesis nula:

HE) : [Cov(mid X, mid Y|P))* — 16 00,1 [Cov(spr X, sprY|P)J* <0
frente a la alternativa:

H) . [Cov(mid X, mid Y|P)]* — 16 0}1[0’1} [Cov(spr X, sprY|P)]* > 0,

entonces, si o2, (p) > 0 y o2.(f,) > 0, la hipdtesis HSQ*) debe rechazarse

siempre que:
n

[(Cov(mid X, mid Yf,))?

—16 0310[0,1} (Cov(spr X, sprY|£,))?| > Yas-
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1.3.4 Contrastes sobre el coeficiente a

en modelos lineales

En cualquier estudio cientifico cuyo objetivo sea determinar si un elemento
aleatorio proporciona informacién lineal til acerca de otra caracteristica
aleatoria medida sobre la misma poblacién parece natural suponer que, en
principio, la relacion entre ambas variables se puede expresar a partir de
una recta mas un error aleatorio y discernir si la pendiente de esa recta es

cero (es decir, la variable dependiente no aporta informacién lineal).

Asi, si (€, A, P) es un espacio de probabilidad y (X,Y’) es un conjunto
aleatorio bidimensional asociado a él, la admision del modelo lineal implica
la de la existencia de a € Ry B € K.(R), desconocidos pero fijos, tales
que Y| X = aX 4 ex donde ex es un conjunto aleatorio cuyo valor esperado

E4lex|P] = B. En estas condiciones se puede probar el siguiente resultado:

Proposicién 1.3.13 Si (X,Y) es un conjunto aleatorio bidimensional con
valores en K.(R) x IC.(R) para el que existen a € R, B € K.(R) y un

conjunto aleatorio ex con E4ex|P] = B, que verifican que:
(Y|X) =aX +ex
y X no es degenerado, las condiciones siguientes son equivalentes:
i) a=0;
i) Cov(mid X, midY'|P) =0 y Cov(spr X, spr Y|P) = 0.
Demostracion. Notese, en primer lugar, que (Y| X) = aX + ex implica
que EA[Y| X] = aX + B, denotando abreviadamente por EA[Y| X] el valor

esperado de Y condicionado por cada valor de conjunto de X. Se cumple,

por tanto, que:

mid EA[Y| X] = amid X + mid B, spr EA[Y| X] = |a| spr X + spr B.
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En consecuencia:

EmidY|X)=amid X + mid B, E(sprY|X) = |a|spr X + spr B.

Por otro lado, al ser ‘mid’ una funcién medible, o(mid X) C o(X), y las

propiedades de la esperanza condicionada aseguran que:
E(midY |mid X) = E(E(mid Y| X)| mid X)

= E(amid X 4+ mid B| mid X') = amid X + mid B,

es decir, se verifica el modelo de regresién lineal real entre las variables
aleatorias mid X y midY determinado por a mid X + mid B, y, por tanto,

se tiene que:

_ Cov(mid X, mid Y| P)

a= 5 .
mid x
De la misma manera se comprueba que FE(sprY|sprX) = |a|spr X +
spr B, y entonces:
o Cov(spr X,sprY| P)
al = :

Sgpr X

Asi, sia = 0 se tiene que Cov(mid X, mid Y| P) = 0y Cov(spr X, spr Y| P)
= 0. Reciprocamente, dado que X es no degenerado, o bien la variable
mid X es no degenerada (en cuyo caso Cov(mid X, midY|P) = 0 impli-
ca que a = 0), o bien la variable spr X es no degenerada (en cuyo caso
Cov(spr X, sprY| P) = 0 implica que a = 0). O

Si se dispone uUnicamente de informacién muestral para determinar si
la relacién supuesta tiene o no “pendiente” nula (es decir, que no existe
relacién lineal de Y en funcién de X), la Proposicién 1.3.13 asegura que

contrastar Hy : a = 0 frente a H; : a # 0 es equivalente a contrastar:

HS : Cov(mid X,midY|P)=0 y Cov(spr X,sprY|P)=0
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0, equivalentemente, [Cov(mid X, mid Y'|P)]* + [Cov(spr X, spr Y| P)]* = 0,

frente a la alternativa:

H; : Cov(mid X,midY|P)#0 o Cov(spr X,sprY|P) # 0.

Asi, si se dispone de una una muestra aleatoria (Xy,Y7),...,(X,,Y,),
se tiene que Y; = aX; + €x, con ey, conjuntos aleatorios independientes.
La equivalencia anterior hace que el problema se reduzca a realizar un test
multivariante acerca de una afirmacién sobre la matriz ¥ de varianzas-
covarianzas del vector aleatorio Z = (mid X, mid Y, spr X, sprY’) a partir de

una muestra aleatoria Z; = (mid X;, mid Y;, spr X;,sprY;) coni =1... n.

Para ello se puede recurrir a técnicas similares a las desarrolladas en las
subsecciones precedentes, e incluso la suposicion adicional de independencia
entre los vectores aleatorios Z! = (mid X, midY) y Z2 = (sprd X,sprY) en

condiciones de normalidad darfa lugar a nuevos procedimientos.

Por otro lado, resulta especialmente interesante el empleo del método
bootstrap desarrollado en Beran and Srivastava (1985) ya que, como alli
se senala, los test multivariantes clasicos suelen requerir la hipotesis de
normalidad y, en cambio, al aplicar las técnicas bootstrap se consigue un test
asintético valido cualquiera que sea la distribucién de partida (sin necesidad
de exigir que el nimero de valores distintos de cada conjunto aleatorio sea

finito). De esa manera, contrastar:

HS : Cov(mid X,midY|P)=0 y Cov(spr X,sprY|P)=0
frente a

Hg : Cov(mid X,midY|P) #0 o Cov(sprX,sprY|P) # 0,

es equivalente a comprobar si los elementos de posiciones (1,2) y (3,4) (y

sus simétricos) de la matriz ¥ son o no cero.
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Los resultados de Beran and Srivastava (1985) se pueden particularizar

a este caso y el método bootstrap se expresaria como sigue:

e En primer lugar se calcula la poblacién bootstrap
V= (W(g)m) g(-1/2) Zf)T

para todo ¢ = 1,...n, donde para una matriz 4 x 4, 9%, 7(IM) es
la matriz que deja invariantes todos los elementos de Mt salvo mys,
mgyy, Mo v My a los que les asocia el valor 0 y S denota la matriz de

varianzas-covarianzas muestral, esto es:

_ Sl S5,
g — 11 512 .
521 52

e Se remuestrea de la poblacién (Vi,...,V,) para conseguir una nueva
muestra (V*,...,V*). El estadistico del contraste bootstrap es T)F =
n h(g’;) donde h(9M) = mi, +m3, y S* denota la matriz de varianzas-
covarianzas asociada a la muestra (V/*,...,V*). La distribucién de

este estadistico se puede aproximar por el método de Monte Carlo.

A partir de estas etapas, se concluye que:

Teorema 1.3.14 Para contrastar al nivel de significacion nominal « la

hipotesis nula:

HS:a=0
frente a
HS a#0,
bajo condiciones de linealidad (es decir, Y; = aX;+e€x,, i =1,...,n, conex,

conjuntos aleatorios independientes), entonces, Hf debe rechazarse siempre
que:

-~

T, =nh(S) > ca,
donde ¢, denota el 100(1 — «) percentil de la distribucion de T).
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Observaciéon 1.3.4 La condicién de linealidad entre X e Y que se ha
supuesto en esta subseccién, tiene un valor anadido: las hipotesis y con-
clusiones estadisticas no dependen de la métrica considerada sobre KC.(R)

(a diferencia de los contrastes sobre Ry en la subseccién precedente).

Observaciéon 1.3.5 El Teorema 1.3.14 es una particularizacion de los re-
sultados de Beran and Srivastava (1985), por lo que no es preciso insistir
en sus ventajas operacionales y en su idoneidad con muestras de cualquier
tamano frente a los demas procedimientos. Por ello, en este caso no van a

desarrollarse simulaciones que comparen las diferentes técnicas de contraste.

No obstante, para los procedimientos de contraste en el Capitulo 2, si se

llevaran a cabo simulaciones con fines comparativos.

1.3.5 Aplicacion sobre un ejemplo real

Si los datos proporcionados por el Servicio de Nefrologia del Hospital Valle
del Nalén de Langreo (Asturias) en el Ejemplo 1.1.3 son datos muestrales a

partir de una poblacion de 3000 individuos, resultaria que:

Ejemplo 1.3.1 Suponiendo que existe una relacién lineal del tipo Y|X =
aX + ex donde ex es un conjunto aleatorio cuyo valor esperado es B, al
aplicar el método bootstrap indicado en el Teorema 1.3.14 para contrastar
Hj§ :a =0 frente a H; : a # 0, se obtendria un p-valor igual a 0.0068. En
consecuencia, a los niveles de significacién usuales se rechazaria la hipotesis
nula y, por tanto, se podria concluir (a dichos niveles de significacién) que
la variable X aporta informacion acerca de la variable Y segiin el modelo

lineal propuesto.
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1.4 Valoracion final y problemas abiertos

Como valoracion final del Capitulo 1 cabe senalar las contribuciones reali-

zadas en cuanto a:

e la determinacion de las soluciones generales de los problemas de re-
gresion lineal entre dos conjuntos aleatorios compactos y convexos de
R (hasta el momento sélo se disponia de soluciones para casos parti-

culares en los que la discusion era bastante inmediata);

e la definicién de indices del grado de dependencia a través de las rela-
ciones 6ptimas obtenidas en el andlisis de la regresion lineal (cuestién

absolutamente novedosa para la que no existia metodologia previa);

e la construccion de técnicas estadisticas inferenciales relativas al nuevo
parametro real “grado de dependencia entre los dos conjuntos aleato-
rios” considerados (tema para el que tampoco existian antecedentes

en la literatura).

Aunque la suposicion de que W es simétrica no resulta restrictiva en
el contexto del tratamiento de minimos cuadrados para el problema de re-
gresion en este capitulo, el analisis del problema en el caso en el que se
prescindiera de esa suposicién podria llevarse a cabo siguiendo la ideas en

la Observacion 1.1.4 y considerando la funcién objetivo definida por:
¢(a,b,c) = E[((midy ~amid X — ¢)
2
+(2 154,y — 1)(sprY = [alspr X — b))

2
+4a]2¢[0’1] (sprY — |a|spr X —b)

7]
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cona € R, b =sprB € [0,+0) y ¢ = mid B € R. La solucién puede
obtenerse empleando técnicas tradicionales para los problemas de regre-

sién /correlacion.

Por otro lado, cuando el conjunto aleatorio Y toma valores de intervalo
y el X es casi seguro real, Diamond (1990) ha sefialado que una relacién
del tipo Y = AX 4+ B con A, B € K.(R) resulta mucho méas natural que
las que se examinan en este capitulo, y ha desarrollado una discusién sobre
la solucién del problema. Ademads, Kérner and Nather (1998) (ver también
Nather y Koérner, 2002, como referencia més reciente y amplia) han estudia-
do la regresion para esta relacion y sus soluciones para el caso més general

en el que Y toma valores en el espacio F.(R).

En relaciéon con la investigacion de este capitulo, se plantean varios pro-

blemas de interés para un futuro proximo. Entre ellos cabe citar:

e Los estudios y discusiones en este capitulo pueden extenderse a situa-

ciones mas complejas, como la de la regresion multiple del tipo:
Y:a1X1+...+aka+B,

con ay,...,ar € Ry B € K.(R), donde X, ..., X} e Y son conjuntos
aleatorios con valores en IC.(R). En este caso, la determinacién de
las soluciones éptimas y de indices sobre la idoneidad de la relacién
lineal implicardn la consideracién de 2¥ conos, lo que habitualmente
derivara en una complejidad enorme que tal vez habrad que abordar

desde otra metodologia.

e Es también interesante extender los analisis del capitulo reemplazando
los conjuntos aleatorios por variables aleatorias difusas, si bien debera
comenzarse tal extension limitando la forma de los valores de dichas
variables de modo que dependiendo de esa forma los valores puedan

caracterizarse por dos o mas parametros.
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e Otra cuestion asociada que seria 1til examinar es la de la busqueda de
relaciones funcionales no lineales que tengan interpretacion interesante
y se adapten adecuadamente al método de minimos cuadrados basado

en la métrica Dyy.






Capitulo 2

Contraste de hipotesis sobre
el valor esperado difuso de

variables aleatorias difusas

En el capitulo anterior se han presentado algunos contrastes de hipotesis
sobre una caracteristica relativa a conjuntos aleatorios y que toma valor real.
En este capitulo, el objetivo general es el desarrollo de algunas técnicas de
contraste de hipotesis sobre una caracteristica relativa a variables aleatorias
difusas y que a su vez toma valor difuso: el valor esperado en el sentido de
Puri and Ralescu (1986).

En primer lugar, se llevaran a cabo estudios sobre el contraste de la
igualdad del valor esperado de una variable aleatoria difusa con un elemento
prefijado de F.(R), en segundo lugar sobre el contraste de la igualdad de los
valores esperados de dos variables aleatorias difusas, y en tercer lugar sobre
el contraste tipo ANOVA (es decir, sobre la igualdad de valores esperados

de una variable aleatoria difusa en varias poblaciones).

105
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En estos estudios, sobre la base de diferentes metodologias se construiran
procedimientos de contraste para dos casos: el de las variables aleatorias
difusas normales (operativo, pero dificilmente un modelo ajustable a los
problemas reales), y el de las variables aleatorias difusas simples (menos
operativo, pero ajustable a practicamente todos los problemas reales). Estos
procedimientos tienen un fundamento comin, que es el empleo de la métrica

D;fv introducida en la Subseccién 0.3.2.

Para las variables normales, se define un estadistico que se reduce al
del contraste clasico de la media de un poblacién normal (tanto si la va-
rianza es conocida, como si es desconocida), de forma que las conclusiones

inferenciales serdan inmediatas.

Para las variables simples se examinaran dos tipos de técnicas: asintoticas
y bootstrap. Las primeras estdan inspiradas en la misma idea de los desarro-
llos en la Subseccion 1.3.3, es decir, en aprovechar las propiedades de ciertos
estimadores consistentes y asintéticamente normales. No obstante, a dife-
rencia de lo que ocurria para los contrastes asintéticos del coeficiente de
determinacion en el capitulo anterior, los del presente utilizan la aproxi-
macién de la combinacion lineal de chi-cuadrado en vez de la normal. Las
técnicas bootstrap permitiran aproximar la distribucion de un estadistico
basado en el remuestreo a partir de una muestra de referencia. Estos dos
tipos de técnicas se compararan a través de estudios de simulacién de va-

riables aleatorias difusas.
Los resultados obtenidos se ilustraran con algunos ejemplos.

Finalmente, se incluiran conclusiones y problemas abiertos relacionados.
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2.1 Contrastes sobre la media poblacional de

una variable aleatoria difusa con valores

en F.(R)

Las inferencias tradicionales para contrastar si el valor de la media pobla-
cional de una variable aleatoria real puede admitirse que es igual a (o bien
mayor o igual que, o menor o igual que) un nimero real dado, se basan habi-
tualmente en la diferencia o en la distancia euclidea entre la correspondiente
media muestral y la poblacional. La distribucién exacta del estadistico que
involucra dicha diferencia o distancia suele determinarse bajo condiciones

de normalidad de la variable.

En la presente seccién va a analizarse en primer término el contraste
bilateral para el valor esperado (difuso) de una variable aleatoria difusa,
en el caso en el que esta variable tiene distribucion normal en el sentido
definido por Puri and Ralescu (1986). Se comprobara que el procedimiento
en el que la distancia euclidea en R se reemplaza por la métrica Dy, en
Fe(R), se reduce a un contraste de hipotesis con variables aleatorias reales

normales, lo que redunda en la simplicidad y operatividad del método.

Sin embargo, como ya se ha senalado, la suposicién de normalidad para
una variable aleatoria difusa representa una exigencia que no se ajusta a la
mayoria de los problemas reales, especialmente al obligar a que todos los
valores de la variable adopten la misma forma aunque con diferente locali-

zacion.

Para evitar los inconvenientes practicos que plantea este hecho, se de-
sarrollan en esta seccion otras dos aproximaciones del problema de contraste:
la basada en la Teoria de Grandes Muestras y la basada en las técnicas

bootstrap.
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Se ilustrara la aplicaciéon de los procedimientos construidos con algunos
ejemplos reales, y finalmente se compararan los mismos mediante estudios

de simulacién basados en las ideas de Colubi et al. (2002).

2.1.1 Test bilateral para el valor esperado de una

variable aleatoria difusa normal

Sean (2, A, P) un espacio de probabilidad, X : 2 — F.(R) una variable
aleatoria difusa normal asociada a ese espacio con varianza o2 y E (X|P) su

media poblacional.

El primer problema que se aborda es el de contrastar la hipdétesis nula

~ ~ ~ ~ 12
Hy: E(X|P) =V € Fu(R) (es decir, [D%(E(X\P), V)} — 0) frente a la

- ~ - 12
alternativa H, : E(X|P) # V (es decir, [DfV(E(/'HP), V)} > (), cuando se
supone que o2 es desconocida. Para ello, se considera una muestra aleatoria
simple, X}, ..., X, a partir de X, vy se denota por X la media muestral, es

decir:

X==(®..0X).

S|+

Para este propésito va a emplearse el estadistico:

L lv@E ] - [Szzmmzﬂm] |
donde S* = %i [D‘fv(éb,?)f. ol

i=1

Por las propiedades de la funcién f (-,-) y de la métrica Dy, en la Sub-
seccion 0.3.2 (ver Lubiano Gémez, 1999), si se expresa X; = & @& E(X|P)
(y, por tanto, X = £ ® E(X|P)), puede concluirse que cuando Hy es cierta:
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2 2

D5, @ V)| - [Dh(E@xP), 7] =F

i=1
por lo que Z coincide con el estadistico clasico para poblaciones normales

no difusas con media 0, es decir:

n(n — 1)52
>~ g’

y, en consecuencia, bajo Hy (que implica E(&|P) = 0) el estadistico Z tiene
distribucién F' de Snedecor con 1 y n — 1 grados de libertad. Por todo ello,

puede afirmarse que:

Teorema 2.1.1 Para contrastar al nivel de significacion a la hipotesis nu-

la:
Hy: E(X|P)=V
frente a la alternativa:
H,: E(X|P)#V,
Hy debe rechazarse siempre que:
2
n(n—1) [ng(x, V)}

n

i=1

> Fl,n—l,om

donde F ,,—1,o denota el percentil de orden 100(1 — «) de la distribucion F
de Snedecor con 1 yn — 1 grados de libertad.
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El segundo problema que va a tratarse es el de contrastar la hipdte-
sis nula Hy frente a la alternativa H, del problema anterior, cuando se

2 es conocida y se dispone de una muestra aleatoria

supone que la varianza o
simple, &7, ..., X, a partir de X. Razonando en forma analoga al problema

precedente, puede concluirse que:

Teorema 2.1.2 Para contrastar al nivel de significacion o la hipotesis nu-

la:

Hy: E(X|P)=V

frente a la alternativa:
H,:E(X|P)#V,

Hy debe rechazarse siempre que:

o~ 72
n|[DREV]
2 > Xl, a?

o
donde X%, ., €s el percentil de orden 100(1—«) de la distribucién chi-cuadrado

con 1 grado de libertad.

En resumen, e independientemente de las medidas de ponderaciéon W
y ¢ que se hayan elegido, si H, es cierta pueden utilizarse los tests para
las variables aleatorias reales normales correspondientes a las diferencias de
Hukuhara & = X; —, E(X|P), que en la situacién supuesta son sencillas de
determinar. Por esta razon, la distribucion de los estadisticos de contraste
cuando E(X|P) corresponde a una traslacion real a partir de V (suposicién
adecuada en el contexto de las variables aleatorias difusas normales) coincide
con la de los contrastes gaussianos cldsicos (téngase en cuenta que ng(i? +
¢, ‘7) = |c| para cualquier ¢ € R), de modo que podria determinarse la
potencia de los tests anteriores en forma andloga a la de los correspondientes

con variables aleatorias reales normales.

Los resultados que acaban de establecerse se ilustran a continuacion:
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Ejemplo 2.1.1 En una empresa se ha desarrollado un estudio sobre el tiem-
po que dedican sus trabajadores a la comida del mediodia, con el objeto de
ajustar en lo posible el horario comtn. Para este fin, y ya que la empresa
es de gran tamano, se selecciona al azar una muestra de 20 empleados. Un
supervisor se responsabiliza de medir el tiempo X que destina a esa comida
cada uno de los trabajadores de la muestra en un dia concreto. Aunque las
medidas suelen expresarse en términos de valores exactos, los expertos en
este tipo de problemas indican que la observacion ‘m minutos’ estaria descri-
ta de forma mas apropiada mediante el nimero difuso triangular simétrico

m = Tri(m — 1, m, m + 1) que se representa en la Figura 2.1.

1,,

0 m—1 m m—+1

Fig. 2.1: Descripcién, segin los expertos, de la observacion

‘m minutos’ en el Ejemplo 2.1.1

Por otro lado, experiencias anteriores apuntan a que la distribucion de

m es normal.

La empresa se plantea ajustar el horario admitiendo que el tiempo medio
dedicado a la comida del mediodia es de ‘20 minutos’ (mds concretamente,
20 = Tri(19, 20, 21)).
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Si la realizacién muestral disponible es (§, 12,14, 15,16, 16, 17, 20, 21, 22,
ﬁ,ﬁ,@,@,ﬁ,?ﬁ,ﬁ,@,?@,éﬁ), y para contrastar Hy : E(X\P) = 20 se
emplea el resultado del Teorema 2.1.1, se obtendra que el p-valor es 0.069.
Como consecuencia, al nivel de significacion o = 0.05 no se rechazaria la
posibilidad de ajustar el tiempo medio dedicado a la comida del mediodia

en ‘20 minutos’.

2.1.2 Test bilateral asintético para el valor esperado

de una variable aleatoria difusa simple

Cuando no parece admisible la normalidad de la variable aleatoria real,
los procedimientos tradicionales de contraste sobre la media, aplicables en
condiciones bastante generales, estan basados a menudo en la Teoria de

Grandes Muestras.

En el caso de variables aleatorias difusas simples (condicién que no es
totalmente general desde un punto de vista tedrico, pero si lo es en la
préactica), puede seguirse un proceso analogo al de la Subseccién 1.3.3, para
lo cual se considera un estadistico en el que figura el valor esperado (difu-
so) muestral y se aprovechan sus propiedades como estimador consistente y

asintoticamente normal.

De este modo, cuando sobre una poblacién cualquiera se observa una
variable aleatoria difusa simple, puede definirse un pardametro vectorial para
el que su estimador analdgico es consistente y asintoticamente normal, y el
valor esperado difuso poblacional es una funcién de dicho parametro cuyo es-
timador analégico va a heredar las propiedades fundamentales para grandes

muestras.

Sean (2, A, P) un espacio de probabilidad y X : Q — F.(R) una variable

aleatoria difusa simple asociada a ese espacio. Sean Zi,...,7; € F.(R)
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los distintos valores de X en la poblacion, y py,...,pr las probabilidades
respectivas (P({w € QX (w) =3}) =p >0,1=1,...,L, S p=1).

Si se denota la media poblacional de X por E'(X|p), conp = (p1,...,pr-1)
€ (0, 1)L se tiene que:

E(X|p) =1 B...BpLTL.

Al igual que en la Subseccién 1.3.3, el parametro vectorial p cumple las

condiciones de regularidad alli indicadas.

Sea AXi,..., X, una muestra aleatoria simple obtenida a partir de la
variable aleatoria difusa X. Se denotara por f,; el estadistico correspon-
diente a la frecuencia relativa de z; en la muestra aleatoria, y por f, =

(fa1,-- -, fae—1)). Obviamente,

Como se recordé en el capitulo anterior, la sucesién de estimadores {f,},
es fuertemente consistente y se distribuye asintéticamente segiin una dis-
tribucién normal (L — 1)-dimensional N (p, 1%(p)] - /n) cuando n — oo,
y n(f, —p)I 5 (p)(f, —p)’ converge en distribucién a una chi-cuadrado x2_,

cuando n — oo. En consecuencia:

Proposicion 2.1.3 Para cada n € N, se consideran n variables aleatorias
difusas independientes e igualmente distribuidas que X, definidas sobre el

espacio de probabilidad (2, A, P) de forma que P ({w € Q | X(w) =7,}) =
L

me0,1),1=1,...,L, Zpl = 1. Se cumple entonces que:
1=1

i) Sif, = (fats- s fa@—1) € [0,1]57, con f = frecuencia relativa de

2, en la correspondiente realizacion de la muestra aleatoria simple de
L1

tamanon (I=1,...,.L—1, f,,=1— Z fu), y E(X|E,) representa
=1
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la media muestral de X, entonces, cualquiera que sea Ve Fe(R), se

- 12
satisface que { [D%(E(X\fn), V)} } es una sucesion de estimadores

de [D‘fV(E(X|p), 17)] que es fuertemente consistente, es decir, cuan-

do n — oo se tiene que:
o ~ 12 c.s. = ~.12
DR (B(XIE), V)] <= | D (B(xIp), V)]
cualquiera que sea p = (py,...,pr_1) € (0,1)¥7L.

La sucesion de variables aleatorias reales:

{\/ﬁ {[D%(E(X\fn), V)]Q ~ | Df (E(xp), ‘7>ﬂ }

n

converge en ley hacia una normal unidimensional N(0,0?(p)), con:
o*(p) = Var (E (£ [fom — o] [ W@ %) ’ p> ,
siempre que o*(p) > 0.

Si o%(p) = 0 y para algin par (i,5) € {1,...,L—1} x {1,...,L — 1}
se cumple que:

0 [ D (Bxlp), V)]

IpiOp;

=2FE ([fz, — [ lfz, — fa ] IW @) >0,

h:

ij

entonces:
{Qn HDmE(m),%]Q - |Dh B 'P)’mﬂ }

es una sucesion de variables aleatorias reales que converge en ley hacia
una combinacion lineal de, a lo sumo, L — 1 variables chi-cuadrado

con 1 grado de libertad e independientes.
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Demostracion.

i

En las condiciones de la proposicién puede asegurarse que f, —>

p, por lo que de acuerdo con los resultados de la Teoria Asintética
- 72

en Inferencia Paramétrica, al ser [D%(E (X|p), V)} continua en un

entorno de p, se concluye que:
o ~ .12 c.s. o NE
DR (E(XIE). V)| < [ Df (E(xp), V)]

- 72
cuando n — o0, es decir, {[D%(E(Xﬁn),‘/)] } es una sucesion

n

- ~ 72
estimadora de [D‘fV(E(X Ip), V)] fuertemente consistente.

Por las condiciones supuestas, para n suficientemente grande es posible

- 2
desarrollar [D%(E(X\fn), V)} en un entorno de p. De este modo, el

- 72
desarrollo de Taylor de primer orden de [D;fV(E (X|f,), V)] sera:
- ~ 72 o= 72
DR (B8, V)] = [ DG (E(x]p), V)]
- 72 .
+V [ DR (E(XIp), V)] (£, ~ p)

50— H ([0 E@p).T)]) (5 )

con V el correspondiente vector gradiente, H = [h;;] la matriz hessiana
(L =1) x (L =1),yp, € P tal que |[p; —p|| < [[f. = pl|

Por lo tanto:

Ja HD%(E(M),%]Q - [D%(E(Mp),?)] 2}
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=V [Di(EIp), 7] (Valt, - p)'

t

1 ~ NENE
56 - o) H ([D5EIR. T)] ) (Vilh, - p)
El vector gradiente vendra dado por la matriz fila:
o 72
v [P (E(xlp), V)]

_ (%[D%(E(le)ﬁ)rs"'%%[D%(Emp}’m]j

donde, para i € {1,..., L — 1}, se cumple que:

0
Ip;

(D5 (B(xlp), V)]

=L <2 [fil - fiL] [fﬁ(/\qp) - f&} ’ W& ‘P) .
Como +/n(f, — p) se distribuye asintéticamente como una normal

(L — 1)-dimensional N(O, [Ig(p)}_1>, segtin las propiedades de la

convergencia en ley se tiene que cuando n — oo la sucesion

{v [D%(E(X\p), V)r (Vn(f, — p))t}

n

converge en ley a una variable con distribucion:
o ~ 12 1 o= ~ 12\ !
N (0.9 [paE@. ) 1) (v i E@R. D)) ).

siempre que sea positiva la varianza:
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o2(p) = V [D%(E(x\p),f/)r 15m)] (V [D%(E(X\p),f/)r)t

1

_ : 11 (65— py) (a% | Dy (E(X|p), V)T)
(o [prEp. 7).

es decir:
02(p) = Var (E <fX [fE(X|p) - ff/] ’ W® 80) ’p> .

En virtud de las propiedades relativas a las convergencias en ley y en

probabilidad, al ser ||p: — p|| < ||f, — p|| se tiene que cuando n — oc:

~ ~ 12 ~ ~ 72
o | Di(E(xIp). V)] , D). 7]
IpiOp; IpiOp;

P=P;,

)

para cualesquiera i,j € {1,..., L — 1}. Por otro lado, f, <% p, y por
lo tanto f, = p, cuando n — oo, de donde:

3w H ([Dh B, 7] ) 20
y, como /n(f, — p) LN <0, [Ii(p)rl), se tiene que:
56 ) H ([0 B, 7)) (vt - ) S0
y, en consecuencia:

56— )8 ([DR(B1p). 7] ) (vt ) 2.
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Los resultados anteriores garantizan que la sucesion:
- ~ 12 - ~ 72
{va |[paE@i). 0] - oy Eem). 7]}

converge en ley hacia una variable con distribucién

o ~ 12 1 o= ~ 12\!

N (0. D (E@p), V)| [15e)] (VDR (EXIp). V)]

cuando n — o0, por lo tanto se verifica %) siempre que o?(p) > 0.

#i) La matriz 1% (p) es definida positiva, por lo que la forma cuadrética

asociada a I%(p) y a [I5(p)] ! es definida positiva. En consecuencia,

- 92
si 0?(p) = 0 se debe cumplir que V [DfV(E(/Hp), V)} = 0.

Si se considera ahora el desarrollo de Taylor de segundo orden de

- 72
Dy (E(X|f,), V)} , puede asegurarse que para n suficientemente grande:
o 72 o= 72
Di(E(xIE). V)| = | Df (E(x1p), V)]
1 o = ~ 12 .
+5 (= p) H [ D (B Ip), V)| ) (£, p)

L-1L-1L-1 [ 93 [D%(E(le% ‘7)}2

Op;Op;Opy,

P=Pr"
'(fm' _pz')(fnj _pj)(fnk _pk)7
con p,,* € P tal que |[p;” — pll < [If. —pl.

Por lo tanto:
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o HDmem), V)| - [Di (Exip), Vﬂ

- (vatt, - o) H ([D5EXR). T] ) (vile, - p)

~ < 2
g (7 i 7)
3 i=1 j=1 k=1 Op;Op;Opy,

P=Pr"

) (fm —pi) (\/ﬁ(fnj - Pj)) (\/ﬁ(fnk - pk)) :

Razonando como en el apartado i), puede concluirse que:
(fm - pz’) (\/ﬁ(fnj _pj>) (\/ﬁ(fnk _pk>) = 0.

Ademas, se tiene que la sucesion:

{(vat, o) 1 ([p5 (B 7)) (v, - o)’}

n

converge en ley hacia:
- 2
vt [Df (Bxip). )] ) v

donde Y es un vector aleatorio con distribucién normal (L —1)-dimen-
sional N(O, [1%(p)] - )

Como se supone que alguna de las derivadas segundas

hy = [DR(B@IP), V)] /opidp,

~ 12
es positiva y, por lo tanto, que H ([D%(E(X\p), V)} > no se reduce a

la matriz nula de orden (L—1)x (L—1), y ya que el rango de [I % (p)] -
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es L — 1, debe cumplirse que el vector Y puede expresarse como Y =
Z B con Z vector aleatorio (L—1)-dimensional cuyas componentes son
L —1 variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas,
con distribucién N(0, 1), y B es una matriz (L — 1) x (L — 1) tal que
BB' = [Iﬁ;(p)]*l. Ademas, existe una transformacién Z = U C en

la que C es una matriz ortogonal, de forma que:
- ~ 72
v ([pg (B )] ) v
- ~ 72
— ZBH ([D%(E(?dp), V)] > B! 7!

—UCBH ([D@(Emp),x’?)r) B! C! Ut

=MNU7 + -+ \UZ,

con Ay, ..., A, (¢ < L — 1) los autovalores no nulos de la matriz
- ~ 12

(L —1) x (L — 1) dada por BH ([D%(E(X\p), V)] ) BY, y donde

Ui, ..., U, son variables aleatorias independientes e idénticamente

distribuidas con distribucién N(0, 1).

En consecuencia, el estudio de la forma cuadrética
- 12
v ([pgE@p. 7)) v

se reduce en primer lugar al de una forma cuadratica de un vector nor-
mal (L —1)-dimensional con componentes independientes y N(0, 1), y
este ultimo se reduce a su vez al de una combinacion lineal de variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, con distribu-
cién chi-cuadrado x?, es decir, una combinacién lineal de cuadrados de
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, con
distribucién N(0, 1). O
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- ~ - 72

Cuando se cumple que E(X|p) =V, que equivale a [D%(E(X\p), V)] =
0, entonces la varianza o%(p) se anula. Como implicacién, sobre la base de
la proposicion precedente y de las propiedades de las convergencias en ley

y en probabilidad (especialmente, del Teorema de Slutsky), se tiene que:

Teorema 2.1.4 Para cada n € N, se consideran n variables aleatorias di-
fusas, Xy ..., X,, independientes e idénticamente distribuidas que X (es de-
cir, una muestra aleatoria simple de tamano n a partir de X ), definidas so-
bre el espacio de probabilidad (2, A, P) de forma que P ({w € Q | X) =1,}) =

L
poconp €(0,1), l=1,...,L, Zplzl.
=1

Sio®(p) se anula, £, = (fa1, -, fa—1)) € [0, 1571, con fn = frecuencia

relativa de x; en la correspondiente realizacion de la muestra aleatoria simple
L—1

de tamanon (l=1,...,L—1, fop =1— anl), y X representa el valor

=1
esperado muestral de X en el espacto de probabilidad, entonces se cumple

que la sucesion de variables aleatorias reales:
.~ 72 - 72
{oa | [ 7" - D3 B, 7]}

converge en ley cuando n — oo hacia una combinacion lineal de variables

chi-cuadrado con 1 grado de libertad e independientes:

MXigt -+ Ay,

~

(conq < L—1), enla que Xl, ..., Ag son los autovalores muestrales no nulos
de la matriz (L — 1) x (L — 1) dada por:

(e, 1 ([05(¥.7)]") B

B(£,)B(£,) = [I5(6)] " = [fui(0i — fu))l,
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y la matriz hessiana muestral dada por:
72 12
H ([DI“;/(X, V)| > - {32 D (X, V)] /8fm8fnj]

=2E([fz, — fallfz, — fa] |W® o)

(que es independiente de la muestra).

Como consecuencia del teorema anterior, se obtiene el siguiente procedi-

miento de contraste:

Teorema 2.1.5 Para contrastar al nivel de significacion nominal o la hipo-
tesis nula:
Hy: E(X|P)=V
frente a la alternativa:
Ho: B(XIP) £V,
Hy debe rechazarse siempre que:
2n [DG(ET)] > 7o,

donde 1, es el percentil de orden 100(1 — «) de la distribucion de A\ Xi1+
A X%,q'

Ademds, la probabilidad de rechazar Hy bajo la hipotesis alternativa con-

verge a 1 cuando n — 0.

Observacién 2.1.1 La combinacién lineal de variables chi-cuadrado en
el Teorema 2.1.5 puede aproximarse siguiendo criterios que proporcionen
aproximaciones apropiadas (como el sugerido por Pardo and Zografos, 2000).
De hecho, en las simulaciones posteriores que involucran dicha distribucién

asintotica se ha seguido ese criterio.

La conclusiéon del Teorema 2.1.5 se aplica a continuacion sobre un ejemplo

real.
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Ejemplo 2.1.2 Para analizar el porcentaje de conocimiento de informatica
a nivel de usuario adquirido por los estudiantes del primer curso de Gestion
y Administracién Publica de la Universidad de Oviedo (poblacién 2), se
seleccioné una muestra aleatoria de 80 estudiantes y se les pregunté por su

percepciéon personal sobre este tema. Las respuestas estan recopiladas en la

Tabla 2.1.

Tabla 2.1: Nivel de conocimientos adquirido

Nulo Bajo Medio Medio-alto Alto

Respuestas
1 22 27 23 7

Frequencias

Nulo = Tra(0, 0,0, 10),

Bajo = Tra(0, 10, 30, 40),
Medio = Tra(30, 40, 60, 70),
Medio-alto = Tra(50, 60, 70, 80),
Alto = Tra(70, 80, 100, 100).

1 - ===
i \ /
! o
I Vo
/ W
i \\I
/ V
II I\ Alto - —
| \\ Medio-alto -
! " Medio -
| I \\ Bajo -
/ I Nulo .
I l \
0 T } T T \' T T ‘\ | |
20 40 60 80

Fig. 2.2: Conjuntos difusos correspondientes al nivel de

conocimiento en informéatica



124 Capitulo 2

Los profesores de esos alumnos han identificado las respuestas con los
numeros difusos trapezoidales de la Figura 2.2, denotando por V' el conjunto

difuso trapezoidal Tra(inf Vo, inf V4, sup i, sup 170)

Los profesores creen que el porcentaje de conocimiento adquirido por
sus estudiantes es, en media, “en torno a un 50% o quizds un poco mas” y

expresan esa percepcién mediante el nimero difuso Tra(45, 50, 60, 65).

Si para contrastar
Hy : E(X|P) = Tra(45, 50, 60, 65)

se utiliza el test asintético empirico del Teorema 2.1.5, se obtiene un p-
valor igual a 0.003, por lo que H, deberia ser rechazada a los niveles de
significaciéon nominales usuales (o = 0.05,0.01,0.005). Sin embargo, al
contrastar Hy : E(X|P) = Medio se obtendria un p-valor igual a 0.141 vy,

en este caso, no se rechazaria la hipdtesis a esos niveles.

2.1.3 Test bilateral bootstrap para el valor esperado

de una variable aleatoria difusa simple

Con el fin de justificar el uso practico, en referencia a la significacion, del
test asintotico empirico propuesto en la subseccion precedente, e investi-
gar a partir de qué tamanos muestrales pueden considerarse aceptables las
aproximaciones obtenidas, se han realizado estudios de simulacion siguiendo

las pautas sugeridas en Colubi et al. (2002).

De la misma manera, para evaluar la precision perdida por la estimacién
de los autovalores necesaria en la aplicacion del test del Teorema 2.1.5 y con
el objetivo anadido de disponer de un punto de referencia para posteriores
comparaciones, se ha simulado el comportamiento del test asintotico tedrico

(en el que se suponen conocidos los autovalores no nulos poblacionales).



Contrastes de medias en F.(R) 125

En la Tabla 2.2 se recoge un resumen de los resultados obtenidos en
10000 realizaciones de los tests para ciertas poblaciones finitas simuladas y
distintos tamanos muestrales. Para realizar tales simulaciones, se ha elegi-
do la medida de Lebesgue para formalizar tanto W como ¢, aunque mas

adelante se mostrara un estudio mas amplio en este sentido.

Tabla 2.2: Simulacién para los tests asintéticos (una muestra)

\n:5 n=10 n=30 n=100 n=300 n=500

Test asintotico 4.74 441 4.38 5.12 5.09 4.95
Test asintotico empirico | 16.09 12 6.78 6.01 5.24 5.01

La tabla presenta el porcentaje de rechazos a nivel a = 0.05 en esas
10000 realizaciones cuando la hipdtesis nula es cierta. Asi, el error muestral
asintético para un nivel de confianza del 95% que subyace en relacién con
el valor nominal 0.05 del test es de 0.004272.

A la vista de los resultados de la Tabla 2.2, puede concluirse que la es-
timacion de los autovalores hace perder mucha precisiéon respecto al valor
nominal de la significacion y, de hecho, se comprueba que los tamanos mues-
trales necesarios para obtener resultados razonables son ciertamente eleva-
dos. Por este motivo, y con el fin de establecer analogias con los métodos
usuales en el caso real, parece interesante recurrir a técnicas bootstrap en

este contexto.

Como punto de partida pueden consultarse los resultados clasicos re-
ferentes al bootstrap en el test ¢ de una muestra que aparecen en Efron
and Tibshirani (1993). Una de las particularidades del espacio F.(R), que
habra que tener en cuenta en cualquier situaciéon en la que se pretendan
utilizar estas técnicas, es la falta de linealidad. En el bootstrap clasico,

para conseguir que la distribucién de la que remuestrear esté bajo la hipé-
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tesis nula, se suelen calcular residuos por diferencia respecto a la media
muestral. En el presente caso, la falta de linealidad obliga a conseguir
colocar las muestras bajo la hipdtesis nula sin utilizar en ningiin momento
el operador diferencia. Como se senala en Shao and Tu (1995) existen

diversos métodos bootstrap validos para llevar a cabo un mismo test.

Para el problema que se considera en esta seccion, el proposito serd in-
troducir inicamente técnicas béasicas que podran ser mejoradas en el futuro
siguiendo las ideas que llevan a perfeccionar, bajo ciertas condiciones, las
técnicas clasicas (ver, por ejemplo, Sutton, 1993, para tests de una muestra,
o Hall and Martin, 1988, para tests de dos muestras). La primera técnica
que sugiere la forma del estadistico con el que se soluciona el test asintotico

se podria plantear como sigue:

Sea (€2, A, P) un espacio de probabilidad y X una variable aleatoria
difusa asociada a él que toma L valores diferentes 71, ..., T con probabi-
lidades respectivas pq,...,pr. Para cada n € N se considera una muestra
aleatoria de n observaciones de X independientes, denotandose por f, =

(fu1,s .- fur) €l vector aleatorio de las frecuencias muestrales.

Se considera ahora una nueva poblaciéon dada por una realizacion de la
muestra aleatoria anterior. Se remuestrea a partir de esta tltima poblacion,
obteniendo de nuevo una muestra de tamano n. Si se denota el vector
aleatorio asociado a esa nueva muestra por f;, = (f,,..., f¥,), el estadistico
del contraste sera:

2

T, = | Di(E(X|f,), B(XE,))

n

y su distribucién puede aproximarse por el método de Monte Carlo. Se

concluye que:
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Teorema 2.1.6 Para contrastar al nivel de significacion nominal o la hipo-

tesis nula:
Hy: E(X|P)=V

frente a la alternativa:
H,:E(X|P)#V,

Hy debe rechazarse (de acuerdo con una primera aproximacion bootstrap)
siempre que:
2
[D%(X,V)} > Za,
donde X = E(X|f5) y zq es el 100(1 — ) percentil de la distribucion de T,

Demostracion. Es equivalente considerar el estadistico y el valor critico

multiplicados por 2 n.

Siguiendo las indicaciones en Shao and Tu (1995), se probard que la

| {on [ppECxin). Bin)] )

es fuertemente consistente con la sucesion:

{on o, (x0)'}

n

bajo la hipdtesis Hy.

Sea f;, una distribucién de frecuencias obtenida en un remuestreo de
tamano m, y sea Ve F.(R) un nimero difuso cualquiera. Al igual que en
la Proposicién 2.1.3, se puede obtener el desarrollo de Taylor de segundo

orden de [D%fv <E(X|f:l), 17)> ]* en un entorno de f, como sigue:

05, (Bxie,). 1) = [ph (Bxie). 7)]

+v [Dg (Blie). )] (6, - £
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+§(f:n—fn)H<[D§§’V< (XIE,), (£, —£,)

s [g, (Exlp). 7

1 0
to ; ; Op:0p, Op

con Hp?*sz _an < ||f:n _an'

Siguiendo un razonamiento andlogo al aplicado en la Proposicién 2.1.3,
y teniendo en cuenta que la matriz hessiana no depende de V ni del valor
del paramétro vectorial f,, se puede evaluar la expresion en V = E(X|f,)
y probar entonces que los limites reiterados

tim tim 2m| D, (B(XIE,), B(XIE, ))}2

n—0o0 m—00

lim lim 2m[D$V< (X[E,), E(X|E, ))]2

m—00 N—00

coinciden en ley.

De esta manera, eligiendo m = n, se obtiene que:

{on [5Bir). Bein)] )

n

converge en ley cuando n — oo hacia la distribucién de una combinacion
lineal
2 2
MZT+ .+ N2

donde Ay, ..., A\, son los autovalores no nulos en 7iz) de la Proposicién 2.1.3,

de lo que se deduce la consistencia fuerte buscada.

Asi se asegura que el test es asintoticamente correcto en el sentido de
alcanzar, en el limite, la significacién nominal y, de la misma manera, bajo

la hipétesis alternativa la probabilidad de rechazo es 1 en el limite. O
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Como suele ocurrir en el caso real (ver, por ejemplo, Efron and Tibshi-
rani, 1993) se puede mejorar notablemente la precisién del test bootstrap
incorporando la variabilidad. En el siguiente teorema se prueba que in-
cluyendo esa variabilidad el bootstrap es consistente y, mas adelante, se

ilustrard la mejora que conlleva mediante simulaciones.

Teorema 2.1.7 Para contrastar al nivel de significacion nominal o la hipo-
tesis nula

Hy : E (Xlp) =
frente a la alternativa

H,: E(X|p) #V,
Hy debe rechazarse (segin una sequnda aproximacion bootstrap) siempre
que:

D7)

S(X|f.)

donde z, es el 100(1 — «) percentil de la distribucion de

ZOH

D4 (B(xIE), B(xIE)]
S2(X]f)

2 _
T2 = :

S AJE,) = S, = 12[0@ %, B(X|E, ))rfnl.

1=1

Demostracion. En el Teorema 2.1.6 se probo la convergencia en ley del
numerador de T hacia una variable aleatoria real que se denotard por 7.
Por otro lado, los resultados de Lubiano et al. (1999) permiten asegurar

que {§2(X|f;;)}n converge casi seguro a

S*(¥lp) = — 3[04 @ E(XIp))]

=1



130 Capitulo 2

cuando n — oo. En consecuencia, aplicando el Teorema de Slutsky se

concluye que la sucesién {772} converge en ley hacia la distribucién de

% T/Z[ (3. B(xlp)] »

en ley cuando n — oo. Esta distribucion limite se puede aproximar por

Monte Carlo, y resolver asi el test mediante bootstrap. O

Observacién 2.1.2 Siguiendo las ideas del teorema precedente, puede de-
sarrollarse una versién bootstrap de la Proposicién 2.1.3-i7) que seria ftil
para el estudio de la potencia del test del Teorema 2.1.7. Este estudio podria

llevarse a cabo en términos del pardmetro real 6y, = D%(E (X|P), V).

Los métodos que acaban de establecerse se aplican a continuacion para
los datos del Ejemplo 2.1.2.

Ejemplo 2.1.3 Se considera la situacién en el Ejemplo 2.1.2.

Si para contrastar Hy : E(X|P) = Tra(45, 50, 60, 65) se utiliza la segunda
técnica bootstrap (Teorema 2.1.7), se obtiene un p-valor igual a 0.001, de
forma que H, deberia ser rechazada a los niveles de significacion usuales
(a = 0.05,0.01,0.005). Sin embargo, al contrastar Hy : E(X|P) = Medio
se obtendria un p-valor igual a 0.135 y, en este caso, no se rechazaria la

hipdtesis a esos niveles.

2.1.4 Estudios de simulacion: comparacion de técnicas
de contraste sobre el valor esperado de una va-

riable aleatoria difusa

Ya se han mostrado algunas conclusiones parciales obtenidas en estudios

comparativos de simulacion.
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Los estudios que se presentan en esta subseccién se han llevado a cabo en
un marco mas amplio con el fin de analizar el comportamiento de los tests
en distintas situaciones. En concreto, se han simulado poblaciones con di-
ferente nimero de modalidades L = 5, L = 10 y L = 20 (en realidad se han
simulado también poblaciones con 50 y 100 modalidades pero las conclu-
siones que se obtenian no difieren sustancialmente de las que se expondran
en la memoria). Asimismo, se han elegido distintas distribuciones sobre esos
valores. En primer lugar, se han hecho simulaciones considerando tamanos
muestrales pequenos y medios. Las conclusiones que se extraen de estos
estudios nos permitiran simplificar los realizados para grandes muestras, ya

que éstos implican un alto coste computacional.

Para muestras pequenas y de tamano medio se han elegido diferentes
medidas ¢ para ponderar la informacion de los a-niveles del nimero difuso
y la medida W elegida ha sido la de Lebesgue. A continuacion ¢, denotara
la medida de Lebesgue, @9 representard una distribucién ((2,10) (i.e., a
menor nivel mayor ponderacion) y 3 sera una 3(10,2) (i.e., a mayor nivel
mayor ponderacién). Hemos observado que, como cabia esperar, no hay
una eleccion uniformemente buena de ¢, ya que depende de la forma de
los conjuntos difusos. Por esta razén, para grandes muestras hemos optado

Unicamente por ¢;.

En estos estudios se han considerado cuatro tests. 717 representara el
test asintético tedrico (para el que se suponen conocidos los autovalores
poblacionales), T, denotara el test asintético empirico (en el que se estiman
los autovalores poblacionales por sus andlogos muestrales), T3 representara

el primer test bootstrap y T} representara el segundo.

En la Tabla 2.3 se muestran las conclusiones obtenidas, en media, para
muestras pequenas y de tamano medio en la simulacion de tres tipos de

variables aleatorias difusas considerando para cada una dos distribuciones
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sobre sus valores poblacionales. Cada simulacién corresponde a 10000 ite-
raciones y el numero de réplicas bootstrap ha sido 1000. Se muestran los
porcentajes de rechazo al nivel de significaciéon 0.05 cuando la hipétesis nula

es clerta.

Tabla 2.3: Simulacién para muestras de tamano pequeno/medio

T Ty Ts Ty

P1 P2 Y3 1 P2 3 1 P2 3 1 ©2 ¥3
L=5 n=>5 4.74 4.14 3.77 16.09 16.99 23.72 15.78 16.93 26.6 2.29 2.44 2.34
n =10 4.41 4.68 4.38 12 12.29 12.42 12.43 13.07 12.82 5.77 5.31 5.32
n = 30 4.38 498 4.88 6.78 6.85 7.12 7.14 6.94 7.83 4.96 4.66 4.65
n =100 | 5.12 5.44 5.32 6.01 59 6.04 6.3 597 599 5.02 5.11 4.95
L=10 n=>5 5.09 4.49 4.5 15.6 18.45 18.99 16.85 17.63 19.28 5.13 4.44 8.47
n =10 4.53 4.52 4.4 10.42 11.34 10.79 11.52 11.58 21.01 3.85 4.73 16.21
n = 30 5.15 491 5 6.63 6.24 6.78 6.71 6.72 6.85 4.65 4.6 4.69
n =100 | 4.89 4.64 5.01 5.59 5.61 574 5.69 561 571 494 4.92 4.97
L =20 n=>5 4.56 4.6 4.61 23.21 20.96 20.29 21.13 19.2 19.59 6.29 5.56 6.62
n =10 4.31 4.19 3.97 12.78 11.78 14.7 12.95 12.92 14.94 7.71 6.69 9.34
n = 30 5.18 5.05 5.12 6.59 6.61 7.7 T7.17 6.72 7.92 461 4.6 4.94
n =100 | 4.89 4.85 491 5,51 573 588 57 578 594 481 5 4.9

El test T se ha simulado tnicamente como referencia, puesto que no es
aplicable en la préactica (pues no se conocen los autovalores poblacionales).
En la Tabla 2.3 se aprecia que, para estos tamanos muestrales tanto el test
T, como el T3 proporcionan resultados inaceptables. Parece que el test T5
funciona ligeramente mejor que el T3 pero peor que el Ty. Este tltimo test

proporciona mejores resultados a partir de n = 30.

Convendria remarcar que, debido al coste computacional de estos estu-
dios, se han realizado tnicamente 10000 repeticiones de cada test, lo que
implica un error muestral asintotico cercano a 5 centésimas, que explicaria

en parte las variaciones que se producen en torno al valor nominal.

En las simulaciones de grandes muestras hemos tenido en cuenta tnica-

mente la medida ¢, y los tests Ty y Ty. Esta simplificacién ha permitido
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elevar el nimero de repeticiones a 40000, con lo que se consigue reducir el

error muestral a 0.002136. Los resultados se presentan en la Tabla 2.4

Tabla 2.4: Simulacién para grandes muestras

n=2300| 488 4.83 5.3 5.06 | 5.16  5.09
n=2>500| 522 508 | 491 487 | 519 5.07

2.2 Contrastes sobre la igualdad de medias
poblacionales de dos variables aleatorias

difusas con valores en F.(R)

Para contrastar la igualdad de medias poblacionales de dos variables aleato-
rias reales se recurre usualmente a un estadistico que involucra la diferencia
o distancia euclidea entre las correspondientes medias muestrales. La dis-
tribucion exacta de ese estadistico suele determinarse bajo condiciones de

normalidad de las variables.

En esta seccién se examina en primer lugar el contraste bilateral para
la igualdad de valores esperados poblacionales de dos variables aleatorias
difusas, cuando estas variables tengan distribucion normal y se disponga
de dos muestras independientes. Se comprobard que, al igual que en el
caso de una muestra el procedimiento en el que la distancia euclidea en
R se reemplaza por la métrica D, en F.(R), se reduce a un contraste de

hipdtesis con variables aleatorias reales normales.
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Por otro lado, se estudiaran otras dos aproximaciones del problema de
contraste: la basada en la Teoria de Grandes Muestras y la basada en las
técnicas bootstrap. Finalmente, se compararan los diferentes procedimien-

tos mediante simulaciones y se ilustraran con algunos ejemplos.

2.2.1 Test bilateral para la igualdad
de valores esperados poblacionales

de dos variables aleatorias difusas normales

Sean (1, Ay, P1) y (2, A, P») dos espacios de probabilidad, X : €; —
Fe(R)y Xy : Q9 — F.(R) dos variables aleatorias difusas normales asociadas

cada una a su respectivo espacio, y con varianzas o7, o2, respectivamente,

y E(X1|Py), E(X,|Py) sus medias poblacionales.

El primer problema es contrastar la hipétesis nula Hy : E(X|P) =
- - - 2
E (2| Py) (es decir, [DfV(E(Xl\Pl), E(XQ\PQ))] = 0) frente a la alternativa

H, : E(X\|P) # E(X|P) (es decir, [DI“;,(E(XﬂPl), E(X2|P2))] TS0,
cuando se supone que 07 = 03 = 02 es desconocida. Para ello, se consideran
una primera muestra aleatoria simple, &1,..., &1, a partir de X; y otra
segunda muestra aleatoria simple independiente de la anterior, Xy, ..., X5,
a partir de X,. Se denota por X la media muestral de X; y por X5 la media

muestral de X5, es decir:

— 1 o 1
Xi=—(Xu®..0&X,,), Xp=—(Xud...04&y,).
ny N9

Para este propésito va a emplearse el estadistico:
9 ~ - 2
(D (1, %2))” = [ D (B(2|P), E(2| )

52 |:i+i:| ’

ni ng

7 =
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donde
SQ _ 7115% —|—n253
ny + Nog — 2
y
1 & — 42 .
i=1

Por las propiedades de la funcién f (-, -)
Xi =& @ E(Xj|Pj) y, por tanto, X; =
concluirse que cuando Hj es cierta:

y de la métrica Dy, si se expresa
£; © E(X|P;) (j = 1,2), puede

[D;ﬁ,(fl,fz)f =& - 52]2,

[Di (B ), Bl R)| = [B(@|R) - B(@lP)F,

1 & — 2
2 _
8) =2 G — ¢l
J =1
(j = 1,2), por lo que Z coincide con el estadistico clasico para la igualdad
de medias de dos poblaciones normales con varianzas desconocidas coinci-

dentes, es decir:

nlng(nl -+ Ng —2> E —E ]2
1 2

ny + no
Z &1 — 51]2 + Z [&2i — 52]2
=1 i=1

y, en consecuencia, bajo Hy (que implica E(&|P) = E(&|P,)) el estadistico
Z tiene distribucién F' de Snedecor con 1y ny + ny — 2 grados de libertad.

Por todo ello, puede afirmarse que:
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Teorema 2.2.1 Para contrastar al nivel de significacion a la hipdtesis nu-
la:
HQ . E(X1|P1) = E(X2|P2)

frente a la alternativa:
H,: E(X)|P) # E(X|P),

Hy debe rechazarse siempre que:

mreln £ 0 =) (e 2, )
ny + No w ’ r
ni > 1ni4+n2—2, o

> [Di (X, X)) Z (s, )]

i=1

donde Fi p,4n,—2 o denota el percentil de orden 100(1 —«) de la distribucion

F de Snedecor con 1 y ny + ny — 2 grados de libertad.

El segundo problema que va a tratarse es el de contrastar la hipdte-
sis nula Hy frente a la alternativa H, del problema anterior, cuando se
supone que las varianzas o? y o5 son conocidas y se dispone de sendas
muestras aleatorias simples independientes, Xy, ..., Xy, a partir de X} y
Aoy, ..., Aoy, a partir de &;. Razonando en forma analoga al problema

precedente, puede concluirse que:

Teorema 2.2.2 Para contrastar al nivel de significacion o la hipotesis nu-

la:

Hy : E(X|P) = E(X,|Py)

frente a la alternativa:

H,: E(X\|P) # E(X|P),
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Hy debe rechazarse siempre que:

5 =5 012
[D“VDV(Xl,Xg)] - X2
0’% O’_% 1,

ny N9

donde X%,a es el percentil de orden 100(1—«) de la distribucion chi-cuadrado

con 1 grado de libertad.

De este modo, con independencia de la eleccion de W y ¢, si Hy es
cierta pueden utilizarse los tests para las variables aleatorias reales nor-
males correspondientes a las diferencias de Hukuhara &j; = Xj; —, E(X;|P;)
(j = 1,2), que en ambos casos son sencillas de determinar. La potencia de
los tests precedentes podria estudiarse en forma analoga a la de los tests

tradicionales para variables aleatorias reales normales.

2.2.2 Test bilateral asintético para la igualdad
de valores esperados poblacionales

de dos variables aleatorias difusas simples

En el caso de variables aleatorias difusas simples, puede seguirse un pro-
ceso analogo al de la Subseccién 2.1.2, para lo cual se considera un es-
tadistico en el que figuran los valores esperados muestrales que son funcién
de sendos estimadores consistentes y asintoticamente normales de los esti-

madores analdgicos de dos parametros vectoriales poblacionales.

Sean (€1, A1, P1) vy (s, As, Py) dos espacios de probabilidad, &; : ; —
F.(R) y Xy : Qy — F.(R) dos variables aleatorias difusas simples asociadas

cada una a su respectivo espacio.



138 Capitulo 2

Sean Ty, ..., o1, € F.(R) los distintos valores de &) en la poblacién, y
P11, - - -, P11, las probabilidades respectivas (P ({w; € Q| X (w1) = 7, }) =
P, > O, ll = 1, .. .,Ll, Zilzlplll = 1)

Sean Tay, ..., Tar, € Fe(R) los distintos valores de X5 en la poblacién, y
Do, - - -, P2r, las probabilidades respectivas (Pa({ws € Qo] Xp(wa) = To, }) =
po, > 0,1 =1,..., Lo, Zi;p% =1).

Si se denota la media poblacional de X; por E(X;|p,), con

P = (P11, -, P, -1)) € (0, 1)L1717

se tiene que:
E(X1|p1) =pu1T1 D ... D piL, T1L,-
Anélogamente, si se denota la media poblacional de X5 por E (Xs|py), con

Py = (Pa1, - - -, Po(1,-1)) € (0,1)%71,

se tiene que:
E(X2|p2) = P21 T ®... 0 D2r, 52[,2.

Razonando de acuerdo con el comienzo de la Subseccién 1.3.3, los parametros

vectoriales p; y p, cumplen las condiciones de regularidad alli indicadas.

Sea Xji,...,X1,, una muestra aleatoria simple a partir de la variable
X1, y Ao, ..., &y, una muestra aleatoria simple a partir de A, indepen-
diente de la muestra anterior. Se denotara por f,,;, el estadistico corres-
pondiente a la frecuencia relativa de zy;, en la primera muestra aleatoria,
y por £,, = (fui1,-- -, fari—1)). De forma similar, se denotard por f,,
el estadistico correspondiente a la frecuencia relativa de Ty, en la segunda

muestra aleatoria, y por f,, = (fny1,- - fra(z2—1)). Obviamente:
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_ 1 ~ ~ ~

X = . (Xn@...0Xy,,)=EXf,)=,fn2u®...® far TiL,
1

_ 1 ~ _ _

XQ = n— (Xgl @ e @ X2n2) = E(X|fn2) = fn21 T21 @ e @ fnng ZL‘QLQ.
2

La sucesién de estimadores {f,,}, es fuertemente consistente y se dis-

tribuye asintéticamente segtin una distribuciéon normal (L; — 1)-dimensional

-1
N (Pj, [1 Q(Pj)] /”j) cuando n; — 00, y n;(£,; — p;)I % (p;) (£, — p;)’
converge en distribucion a una chi-cuadrado X%j—l cuando n; — 00, para

todo j € {1,2}. En consecuencia, razonando como en la Proposicién 2.1.3,

se llega al resultado siguiente:

Proposicién 2.2.3 Para cada par (ni;,n2) € N x N, se consideran n;
variables aleatorias difusas independientes e igualmente distribuidas que
X;, definidas sobre el espacio de probabilidad (£, A;, P;) de forma que
Py ({w; € | Xylwy) = T,}) =, € (0,1), 4 = Lo Ly, Y oy =
1, 5 = 1,2. Supongamos ambas muestras independientes. Se cumple en-

tonces que:

i) Si £, = (fu1s--os foy,—1y) € 0,115 con f,,., = frecuencia re-
lativa de xj; en la correspondiente realizacion de la j-ésima mues-
tra aleatoria simple de tamano n; (I; = 1,...,L; — 1, fur, =
1 - ZZLJ]:_ll fujt;)s Y E(Xj|fnj) representa la media muestral de Xj,

- - 2
entonces, se satisface que { [D%(E(Xﬂfm), E(X2|fn2))] } es una

ni,n2
- - 2
sucesion de estimadores de [D%(E(Xl\pl), E(Xg\pg))} que es fuerte-

mente consistente, es decir, cuando n; — o0 Y ny — 00 Se tiene que:
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(D5 (B, BGoIE,)| < [DR(B(lp), B(Xlp)]

cualesquiera que sean p1 = (pi1,...,piL,—1) € (0,1)F71 y py =
(P21, -5 Paro—1) € (0, 1)%271

La sucesion de variables aleatorias reales:

{ v | [D5 Bt Bt

[P By, Eutpa] |}

ni,n2
converge en ley hacia una normal unidimensional N(0,0%(p1, P2)),

con:

02(p1>p2) =4 [Var (E <fX1 |:fE(X1|P1) - fE(lem)] ’ We ('0) ’pl)

+ Var (E <fX2 [fE(X2|P2) - fE(Xl‘pl):| ’ We SO) ’ p2) } ’
siempre que o*(py, p2) > 0.
Si o%(p1,p2) = 0 y se cumple que :
- ~ 2
0 | DR (E(lE.,), E(2E,.))
Op1iy Op1k,

=2F ([fful - fﬁLl][fEucl - fful] ‘ W®90> >0,
para algin (i, k) € {1,..., L1 — 1} x {1,..., Ly — 1}, o bien:

hilk‘l -

. ~ 2
0 [Di(B(Al,), E(A]E,,))]
aplil aka‘Q

=-2FE <[f551i1 _filLl][fi%Q - fiQLQHW@(P) >0,
para algun (i1, ke) € {1,..., L1 — 1} x {1,..., Ly — 1}, o bien:

hilkg -
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02 [D%(E(Xlwfm,E(Xalfm»r

Nigkey =
o aingaplkl

= =25 ([faa, — e [, — frun, ) W 96) >0,

para algin (ig, k1) € {1,..., Ly — 1} x {1,..., L1 — 1}, o bien:

02 [D%(E(Xlwfm,E(Xalfm»r

Pigky =
o apm'g akaQ

=28 (s, ~ fru0, s, — Frney) W @ 0) > 0,

para algun (is, ke) € {1,..., Ly — 1} x {1,..., Ly — 1}, entonces:

{atm + ) | [DR (B Cule), BCxlE,)]

[P Eip). Bl ||

ni,n2

es una sucesion de variables aleatorias reales que cuando nqy — 00
Yy ng — 00 converge en ley hacia una combinacion lineal de, a lo
sumo, L1 + Lo — 2 wvariables chi-cuadrado con 1 grado de libertad e

independientes.

Cuando se cumple la igualdad E(Xi|p,) = E(X|p,), que equivale a
- - 2
que [D%(E(Xﬂpl),E(Xﬂpz))] = 0, entonces la varianza o?(py,p,) se

anula. Como implicacién, sobre la base de la proposicion precedente y de las
propiedades de las convergencias en ley y en probabilidad (y, especialmente,

del Teorema de Slutsky), se obtiene el siguiente procedimiento de contraste:
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Teorema 2.2.4 Para contrastar al nivel de significacion nominal o la hipo-
tesis nula:
Hy : E(Xi|p;) = E(X:|p,)

frente a la alternativa:
H,: E(Xi|p,) # E(Xa|py),
Hy debe rechazarse siempre que:
2(ny + no) [D‘fv(?h?ﬁf > Ta,

donde 1, es el percentil de orden 100(1 — «) de la distribucion de A\ X+
e +Xq Xiq en la que Xl, e ,Xq son los autovalores muestrales no nulos de
la matriz (Ly + Ly — 2) x (Ly + Ly — 2) dada por:

_ 2
B(fm’fm)H ([Difv(xla‘)(?)] ) B(fm?fm)t’
con.
B(fn,, £0,)B(Ens, £,)' = [T (Fur )]

niy+ ng
ni

-1

(15 (F,)] 0

n1 + no

No

0 -1

(15, (£.,)]

y la matriz hessiana muestral dada por:

H ([D%(E,?g)r)

(que es independiente de la muestra).

[hilkl]

[hi1k2]

[hile]

.

‘ [hi2k2]

)

Ademds, la probabilidad de rechazar Hy bajo H, converge a 1 cuando

n — o0.
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La conclusiéon del Teorema 2.2.4 se aplica a continuacion sobre un ejem-
plo real cuyos datos fueron proporcionados por miembros del Servicio de
Conservacién de la Naturaleza, Direccion Regional de Montes y Medio Am-
biente de la Consejeria de Agricultura, Medio Rural y Pesca del Principado

de Asturias.

Ejemplo 2.2.1 Se consideran las poblaciones €} y 25 de los dias de dos
determinados anos, en los cuales se ha observado la variables nubosidad que,
por seguir fielmente la notacién del Teorema 2.2.4 se denotara por (X),; en
la primera poblacién y por (X), en la segunda. Supongamos que se han

seleccionado al azar y de forma independiente 50 dias de €2y y 45 de €25.

Las variables (X), y (X), toman los valores comunes soleado (Z1), des-
pejado (T2), nubes y claros (T3), nuboso (T4) v totalmente cubierto (Ts).
Expertos en la medicion de estos valores los han descrito en términos de
los siguientes nimeros difusos (entendidos como porcentajes) con soporte

contenido en [0,100] y basados en S-curvas (ver Figura 2.3):
%1 = Ell = 521 = S(O, 20),
o { S(10,20)  en (—o0,20]

To = X = =
o 1 —.5(50,70) en otro caso,

(5(20,40) en [20, 40]

- ~ 1 en (40, 50]
Ty = Ti3 = Loz =
L 1 — S(50,70) en [50, 70]
0 en otro caso

\

(1 S(60,70)  en [60,70]
1 en [70,80]
1 - 5(80,90) en [80,90]

0 en otro caso,

Ty = T14 = T24 =

\
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%5 = %/15 = 53'/25 =1- S(SO, 100), donde:

0 ift<a
t—a\’ [ b
2(6—3) site a,a;r }

t—b\2 (a+b
1—2 i
(b_a) site | ,b}

1 en otro caso,

! _.._ = soleado
/ ---- = despejado
. = nubes y claros
/ - = nuboso

/ _ _ = totalmente cubierto

80 100

Fig. 2.3: Valores de la variable nubosidad

Para las muestras de dias consideradas, los datos difusos observados se
han recogido en la Tabla 2.5.

Tabla 2.5: Datos de nubosidad en ciertos dias de {2; y €2,

G\NX |81 & &5 T4 Ty
Q |5 21 12 9 3
Q |2 19 7 12 5
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Para contrastar la hipotesis nula Hy de igualdad de los dos valores es-
perados difusos de la nubosidad en los anos §2; y €2, cuando W y ¢ se iden-
tifican con la medida de Lebesgue en [0, 1], y aplicando las ideas de Pardo
and Zografos (2000) para la aproximacién de los autovalores muestrales, se
concluye que el p-valor vendra dado (aproximadamente) por p = 0.126, de
modo que podria aceptarse Hy para los niveles de significacion nominales

mas usuales.

2.2.3 Test bilateral bootstrap para la igualdad
de valores esperados poblacionales

de dos variables aleatorias difusas simples

Los mismos motivos que llevan a introducir técnicas bootstrap en el test de
una muestra hacen interesante realizar estudios andlogos para el contraste
con dos muestras. Al igual que anteriormente, se comenzarda probando la

consistencia del bootstrap elemental.

Sean (21, A1, P1) y (2, Az, P») dos espacios de probabilidad. Se consi-
deran X : Q) — F.(R) y Xy : Qy — F.(R) dos variables aleatorias difusas
simples asociadas cada una a su respectivo espacio, que toman L; y Lo

valores diferentes, respectivamente.

Los valores de &) se denotaran por Z11,...,21, y sus probabilidades por
P11, - - -, P1r,- lgualmente los valores de X se denotaran por Tos,...,Zar,
y sus probabilidades por poy,...,per,. Para cada n; € N se considera una
muestra aleatoria de n; observaciones independientes de X; denotandose por
£, = (fai1, -+ fuyr,) €l vector aleatorio de frecuencias muestrales y, de la
misma manera, para cada ny € N se considera una muestra aleatoria de nq
observaciones independientes de X y se denota por f,, = (fuy1, .-+ fraL,)

su vector aleatorio de frecuencias muestrales.
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Para especificar el estadistico del test bootstrap se consideran ahora
nuevas poblaciones que verifiquen la hipdtesis nula a partir de las realiza-
ciones de las muestras aleatorias obtenidas. Como ya se ha comentado, para
conseguir las nuevas poblaciones en estas condiciones en el caso real, es ha-
bitual calcular los residuos de los valores muestrales a la media comtn. En
las condiciones de esta subseccion, se conseguird que las nuevas poblaciones
tengan la misma media sumando a cada muestra la media de la otra, esto
es, A" tomara los valores x1; DXy, ..., 11 I @ X5 con vector de distribucién
de frecuencias relativas muestrales f,, = (fu,1,---, foiz,) v Xy tomara los
valores ZToy @ X1, ..., T L, D X, con vector de distribucién de frecuencias

relativas muestrales f,,, = (f,1,- - fuoL,)-

Asi, se remuestreara de esas poblaciones obteniendo de nuevo muestras

de tamanos n; y ng, respectivamente. Se denotan los vectores aleato-

rios asociados a las nuevas muestras por £, = (fr .....fn ) v £, =
(fo1s-- for,) - El estadistico del contraste sera
- - 2
Thu = | D BIE,), B IE,))]

y su distribucién puede aproximarse por el método de Monte Carlo. Se

concluye a partir de ello que:

Teorema 2.2.5 Para contrastar al nivel de significacion nominal o € [0, 1]

la hipotesis nula:
Ho: E(Xi|p;) = E(X2[p,)

frente a la alternativa
Ha : E(X1|py) # E(X2|p,),
Hy debe rechazarse (segun una primera aproximacion bootstrap) cuando
12
D5 (), )| >

donde z, es el 100(1 — «) percentil de la distribucién de T}

ni,nz’
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Demostracion. Se utilizarda la misma técnica que en el Teorema 2.1.6
aunque la notacion serd ligeramente diferente debido a la complicaciéon que
conlleva el manejo de dos muestras. En primer lugar, se debe notar que
es equivalente multiplicar por 2(n; + ny) el estadistico y el valor critico.
Sean f; y g dos muestras aleatorias de tamanos s y t extraidas respecti-
vamente de las poblaciones consideradas para X} y Xj. Sean fy g dos
distribuciones cualesquiera sobre esas poblaciones. El desarrollo de Taylor
de [D%fv ( (XF|£D), (./"(*|gt)>}2 en un entorno de (f,g) se puede expresar

como sigue:

D (Bie). B lg)| = [of (Bl Ecxsle) |
+v[Df, (Bxrin. Bxsle))] () ~ (.80

()~ (5,8 H ([st (10, B(X; |g>)}2) (F,8) - (£.8))

+R(fa ga fs> gt)a

donde el resto R(f, g, f;,g,) es andlogo al que aparece en el Teorema 2.1.3.

Evaluando la expresién anterior en el punto (f,g) = (f,,,f,,), los razo-
namientos seguidos en la Proposicion 2.2.3 y en el Teorema 2.1.6 implican

la consistencia.

Conviene notar que de nuevo la matriz hessiana no cambia aunque a las
modalidades de las poblaciones originales se les haya sumado una constante

y se calcule respecto a otra distribucion de probabilidad ya que se tiene que:

o (o5 (B, Beulr)) )

— 1 ([o5, (B + Tir, B+ i) )
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cualesquiera que sean ‘71, Vs € F.(R) y Py, Py, P|, P} distribuciones de pro-

babilidad en las respectivas poblaciones. 0

De nuevo, con el fin de mejorar la precisién, parece conveniente incluir

la variabilidad en el estadistico del test bootstrap.

Si se supone que las varianzas poblacionales son iguales, se puede con-
siderar el estadistico anédlogo al propuesto en Efron and Tibshirani (1993),

es decir: ,
. [ PRE@E). B 1s,)]

T =
ni,n2 - * *
& X*’ nif), 7 ny £,
ny+ng Ny +ng

donde el denominador representa la estimacién de la varianza de la poblacion

global X*, que viene dada por:

n1—1 77,2—1

S2(X7E2,) + 5% (X5|£5)

n1+n2—2 n1+n2—2'

De esta manera:

Teorema 2.2.6 Para contrastar al nivel de significacion nominal o € [0, 1]

la hipotesis nula:

Ho : E(X,|P) = E(X,|P)
frente a la alternativa
Ha . E(X1|P1) 7& E(X2|P2),

Hy debe rechazarse (segun una sequnda aproximacion bootstrap) siempre
que:
72
[Diﬁ/(‘xlv‘)(?)]

711—1

= — —
S* (Xilfn,) + 5% (Xoffn,) —

TL1+TL2—2 m

donde z, es el 100(1 — ) percentil de la distribucion de T2

ni,nz’
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Notese que es equivalente multiplicar tanto el estadistico como el valor
critico por myne/(ny + ng) y calcular su raiz cuadrada y conseguir asi la

forma exacta propuesta en Efron and Tibshirani (1993).

Siguiendo las pautas de Efron and Tibshirani (1993) se podria ampliar el
ambito de aplicacion del test eliminando la suposicion de varianzas iguales.
Sin embargo, se debe recordar que el test de dos muestras sin la hipotesis de
igualdad de varianzas se ha solucionado de manera aproximada de diversas
formas en la literatura y es un problema que estaba en estudio y lo sigue
estando en la actualidad (ver, por ejemplo, Scheffé, 1959 y Akahira, 2002).
En Babu and Singh (1993) se prueba la adecuabilidad de esta técnica en
el caso real, si bien se senala que los tamanos muestrales deben tender a
infinito a la misma velocidad lo que se traduce, en la practica, en que dichos
tamanos muestrales sean 'comparables’. Este comentario se debe tener en
cuenta a la hora de aplicar el test (tanto en el contexto real como en el

difuso). El estadistico que se consideraria en esta situacién seria:

~ ~ 2
DRB(IE,), E(XIE,))|
S, | P,

ny U

ni,ng

)

de modo que:

Teorema 2.2.7 Para contrastar al nivel de significacion nominal o € [0, 1]

la hipotesis nula:

Ho : E(X,|P) = E(X,|P)

frente a la alternativa

Ha: E(X|P) # E(X|P),



150 Capitulo 2
Hy debe rechazarse (segin la tercera aproximacion bootstrap) siempre que:

_ _ 2
[D%(Xlna X2m)

= = >
F(af) | P(0if,)

ni U

)

donde z, es el 100(1 — «) percentil de la distribucién de T2

ni,n2’

Observacién 2.2.1 Siguiendo las ideas del teorema anterior, puede de-
sarrollarse una versién bootstrap de la Proposicién 2.2.3-ii) que seria ttil
para el estudio de la potencia del test en el Teorema 2.2.7 (que podria
llevarse a cabo en términos del pardmetro 95, = DI“fV(E(XﬂPl), E(X|Py)).

2.2.4 Estudios de simulacion: comparacion de técnicas
de contraste sobre la igualdad de valores espe-

rados de dos variables aleatorias difusas

En la practica aplicaremos unicamente el tercer bootstrap por ser el mas
general y, previsiblemente y segtin los resultados obtenidos para una mues-
tra, el mas preciso. Para comparar el comportamiento de los tests propues-

tos se han desarrollado de nuevo algunas simulaciones.

En este caso se realizaron 40000 repeticiones, 1000 replicaciones boot-
strap en cada una y se simularon tunicamente algunas poblaciones elegidas
al azar considerando ciertos tamanos muestrales. Se incluyen como novedad
los resultados del test bootstrap para variables aleatorias reales recogido en
Efron and Tibshirani (1993) con el fin efectuar comparaciones en relacién a

los tamanos muestrales necesarios para obtener conclusiones aceptables.
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Tabla 2.6: Simulacién de los tests asintéticos. Dos muestras

n1 = 30, ng = 30 | ny =30, ny = 100 | ny = 100, ny = 100 | ny = 100, ne = 500
M,y 5.05 4.97 5.09 4.91
Moy 6.02 7.21 5.35 5.56
Ms ) 5.85 5.04 4.97
M,y 5.02 7.24 5.11 5.13

Se denotara por M; el test asintético, en el que se suponen conocidos los
autovalores poblacionales. M serd el test asintotico empirico, en el que se
estiman dichos autovalores. Mj sera el tercer test bootstrap y My serd el
test bootstrap real aplicado al A-promedio de las variables aleatorias difusas
consideradas en cada caso. Las probabilidades ¢ y W serdn la medida de

Lebesgue en [0, 1]. Los resultados se presentan en la Tabla 2.6

En la Tabla 2.6 se puede apreciar que, al estimar los autovalores se pierde
precisién y por ello, aunque el test M; presenta un buen comportamiento,
M necesita tamanos muestrales superiores. El test bootstrap en ambiente
difuso M3 mejora el comportamiento del test M, con tamanos muestrales
medios y tiene un comportamiento muy similar a su analogo real My, apre-

ciandose en ambos los problemas derivados de la estimacion de la varianza.

Ejemplo 2.2.2 Supongamos que se consideran las poblaciones €2; y €25 del

Ejemplo 2.2.1 y los datos muestrales de la Tabla 2.5.

Al aplicar la técnica bootstrap para el test M3 se obtiene un p-valor igual
a 0.130 y, en consecuencia, no se rechazaria la hipoétesis de igualdad de los

valores esperados en ambas poblaciones.
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2.3 Contrastes tipo ANOVA unifactorial para
una variable aleatoria difusa con valores

en F.(R)

La presente seccién se ocupa del estudio inferencial sobre las medias de
una variable aleatoria difusa en varias poblaciones independientes. Maés
concretamente, estd dedicada a los problemas de contraste de hipdtesis en
el modelo del Analisis de Varianza unifactorial con efectos fijos, cuando el

factor corresponde a una variable aleatoria difusa.

En general, se considerara un factor que puede actuar con J niveles dis-
tintos, y una variable respuesta con valores imprecisos y asimilable con una
variable aleatoria difusa, X', determinando .J poblaciones que se supondran

independientes. A partir de la j-ésima poblacién, que se denotara por &,

se generard una muestra aleatoria simple, Xjy, ..., Xj,,, de modo que:
Xji = 11 ® Eji,
con j=1,....,J,1=1,...,n4, lo que indica que el valor de la i-ésima

observacién (aleatoria) en la muestra de la j-ésima poblacién se obtiene de
acuerdo con un modelo lineal que viene dado por la suma de dos compo-
nentes: el valor esperado en el j-ésimo nivel, ji; (o valor esperado de X,
que suele interpretarse como la suma de la media global de X y el efecto
asociado al j-ésimo nivel del factor), y un término de error aleatorio difuso,

&ji, que matematicamente se identificara con una variable aleatoria difusa.

Por las propiedades del valor esperado de una variable aleatoria difusa
(ver, por ejemplo, Puri and Ralescu, 1986), si (€2}, A;, P;) es el espacio

probabilistico sobre el que esta definida X, se satisface que:

E(Xi|Py) = j1; ® E(E;| P)),
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para j=1,...,J,1=1,...,n;, de donde se concluye que:

E(&i|P;) = 10y

El propdsito comtn en esta seccién es contrastar la hipotesis nula

Hy:p=...=py;

a partir de las muestras aleatorias simples disponibles.

Para ello, va a realizarse en primer lugar el estudio cuando las variables
aleatorias difusas X; son normales, comprobandose que el procedimiento en
el que la distancia euclidea en R se reemplaza por la métrica Dy}, en F.(R),

se reduce al contraste ANOVA unifactorial tradicional.

Posteriormente, para el caso de variables aleatorias difusas simples, se

desarrollaran procedimientos asintéticos y bootstrap.

Se ilustrara la aplicacién de los procedimientos construidos con algunos
ejemplos reales, y finalmente se compararan mediante estudios de simu-

lacién.

2.3.1 Test ANOVA unifactorial para

variables aleatorias difusas normales

Sean (1, Ay, Py),..., (25, Ay, Py), J espacios de probabilidad, &} : Q; —
F.(R), ..., X;: Q; — F.(R) variables aleatorias difusas normales asociadas
cada una a su respectivo espacio, con varianza desconocida comuin o?, y

i = E(Xi|P), ..., fiy = E(X;|Py) sus medias poblacionales respectivas.

El problema es contrastar la hipdétesis nula

H() . E(X1|P1) = ...= E(XJ|PJ)
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(es decir,
- - 2
> n; | Di (B 1P, E(x|P))| =0,
j=1
con
n ~
E(X|P)= —~E(X|P)e...& - E(X,|F))).
Para ello, se consideran muestras aleatorias simples, X}y, ..., X}, a par-
tirde X; (j =1,...,J), y se supone que las J muestras son independientes.

Se denota por ?j la media muestral de &}, es decir:

=1
Xj=— (X & &),

J
y por X la media muestral global:
_ Ny — nr—
X=—Xo. 021X,
n n

donde n =n; + ...+ ny.

Para el fin planteado va a emplearse el estadistico:

Zn] [D§ (X X)]

S D T

j=111=1

Por las propiedades de la funcién f.(-,-) y de la métrica Dy, y para el
modelo lineal considerado, si &; es una variable aleatoria difusa normal, el
error aleatorio &j; se reduce a una variable aleatoria real con media nula y

varianza o2, y puede concluirse que cuando Hy es cierta:

(D (X5, X)] ZEN - _ZZ gﬂ !

Jj=11i=1
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J oy nj nj 2
— 9 1
35 D T - 5 - 23]
j=1i=1 j=1i=1 7 =1
para 7 = 1,...,J, por lo que Z coincide con el estadistico clasico para el

contraste ANOVA unifactorial con variables reales normales en condiciones
de homocedasticidad e independencia entre muestras y, en consecuencia,
bajo Hj el estadistico Z tiene distribucién F' de Snedecor con J —1yn—.J

grados de libertad. Por todo ello, puede afirmarse que:

Teorema 2.3.1 Para contrastar al nivel de significacion a la hipdtesis nu-

la:
Hy:p=...=py;

frente a la alternativa de que no todas esas medias difusas sean coincidentes,

Hy debe rechazarse siempre que:
4 = =512
> _ni [Di (X, )]
j=1

227 (D (X5, X))

j=1i=1

> Frin—Ja

)

donde Fj_1,,—j o denota el percentil de orden 100(1 — «) de la distribucion

F' de Snedecor con J —1 yn — J grados de libertad.

2.3.2 Test ANOVA unifactorial asintético para

variables aleatorias difusas simples

El resultado precedente es una extension del problema estudiado en la Sub-
secciéon 2.2.1. De modo andlogo, para el caso de variables aleatorias difusas
simples va a desarrollarse una extension de los resultados de la Subseccién
2.2.2.
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Sean (1, A1, P1),..., (2, Ay, P;), J espacios de probabilidad, &} :
— F.(R), ..., &y : Q; — F.(R) variables aleatorias difusas simples aso-

ciadas cada una a su respectivo espacio, con gy = E(X1|Py), ..., iy =

E(X;|Py) sus medias poblacionales respectivas.

Sean Tji,...,7;;, € F.(R) los distintos valores de & en la j-ésima
poblacién y pji, ..., p;r, las probabilidades respectivas (P;({w; € €;|&;(w;)
~ L .
=T,}) =piy; >0,l;=1,..., L sz]:1pjlj =1)paraj=1,...,J.

Si se denota la media poblacional de & por E'(Xj|pj), con

p; = (Dj1, - Dy, -n) € (0, 1)
se tiene que:
E(X)|p;) = pjnTpn © .. © pyu, Ty,
y los parametros vectoriales p; cumplen las condiciones de regularidad in-

dicadas en la Subseccion 1.3.3.

Sea Xji,...,Xj,, una muestra aleatoria simple a partir de la variable
Xj, g = 1,...,J. Se denotard por f, . el estadistico correspondiente a
la frecuencia relativa de 7, en la j-ésima muestra aleatoria, y por f,, =
(fu;15- -5 fay@;—1)). Obviamente:

_ 1 ~ ~ ~

Xj = n—J (le @ e @ Xjn]-) = E(X|fn]) = fnjl ZL‘jl @ e @ fnij ZL‘jLJ..

Es fundamental senalar que la descomposicion de la variacion total en el
ANOVA unifactorial con variables aleatorias reales, tiene su analogo en el
caso de variables aleatorias difusas, pudiendo verificarse a través del empleo
de la funcién auxiliar f (-, -) por las propiedades de esta funcién y las de la

métrica Dy}, que:

ZZJ [Df (X, X)]” = Z”]’ [D§ (%, )] + ZZJ [Df (X, %))

Jj=11i=1 Jj=11i=1
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En consecuencia:

representa una medida de la variacion dentro de las poblaciones, mientras

que
an (D5, (X, %))

es una medida de la variacion entre poblaciones.

Por otro lado, la sucesién de estimadores {f, }, es fuertemente consis-

tente y se distribuye asintéticamente segtin una distribucién normal (L;—1)-
—1

dimensional N (pj, [IF (pj)} /nj) cuando n; — 00, y n;(fy, — )IF (p;)

(f., — p;)" converge en distribucién a una chi-cuadrado X%j_l cuando n; —

oo para todo j € {1,...,J}. En consecuencia, razonando como en la

Proposicién 2.1.3 se llega al resultado siguiente:

Proposicién 2.3.2 Para cada J-upla (ny,...,ny;) € N7, se consideran n;

variables aleatorias difusas independientes e igualmente distribuidas que

, definidas sobre el espacio de probabilidad (Q;,A;, P;) de forma que

({WJ €y | Xj(wj) =Ty,}) = € (0,1), l; =1,..., L, Zzﬁj:l Pji; =

1, j=1,...,J. Supongamos las J muestras mdependzentes. Se cumple
entonces que:

i) Sifo, = (fai- ) foy,-1) €10, 1571 con fo,, = frecuencia re-
lativa de Zj,; en la correspondiente realizacién de la j-ésima mues-
tra alecthoqia simpli de tamano n; (I; = 1,...,L; — 1,  fur,
V=327 fay) s E(X|E,;) representa la media muestral de Xj, y
para p = (p1,-..,Ps) se denota la media ponderada global por:

E(X|p) = E(Xi[p) @ ... &~ E(X)|p),
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entonces, cuando n; — oo para todo j € {1,...,J} se satisface que:

(D5, (7, %)]° 2 [Di (B(&lpy). B(XIp)]
(DR (X, )" <2 [Df (X, B lp,))]

cualesquiera que sean p; = (pj1, - .., pjr,—1) € (0, 1)1 j=1,...,J.

ii) La sucesion de variables aleatorias reales:

( J
S n D5 (X))
ni+...+ny ?]1%

ZZ [D§ (Xi, X))

\
T )

S, [DREIpy). Bxlp))]

J=1

J n 2
S5 [P B ip)))]
j=1i=1 47 ny,.., ny

J}, hacia una

<

converge en ley, cuando n; — oo para todo j € {1,...,

normal unidimensional N(0,02(p1,...,py)), siempre que o*(py, ...,
ps) > 0, con:
A(p) -1 (o Alp)
2 . =V =< [I¥ . —
o (p1> apJ) \Y B(p) [ X(p1> apJ):| \ B p)
con:

an D5 (B Ip,). B(XIp))]

ZZ [Dw Jis X‘D]))ra

Jj=11i=1
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g AlP) _ ( 0 Alp) 0 Alp)
B(p) Opni B(P)’“.’a]h(Ll—n B(p)"”’
0 A(p) 0 A(p))
ops B(p) Opsw,-1) Bp))’
0
apklk/l(p)

J
=23 m [E ((fiklk - fa"'k%)@j’“ - %) (fﬁwjlpj) - fE(X\w) ’W = “0)] ’

j=1

B L

apklk B(p) = -2 Z Mk, E<(fikik_fE(Xk\pk)> (fikzk_ffmk) ‘ W®90>7

ip=1

([ £0,)]

-1

M N e g T 0

ny

TLl—I—...—I—TLJ [[ig(fnJ)]_

i) Si o?(p1,...,ps) =0y se cumple que :

A (1)
apjijapj/kj, B(p)

para algun (i;, ky) € {1,..., L;—=1}x{1,...,Ly—1}; 4,5 € {1,...,J},
con

hij 57 (p) >0,

82
Opji, 3293'%]./

=n; <5jj’ o %) E<(fi‘j’kj/ N fi’j’Ly) (fjﬁj - fi“ﬂ') | We SO)

A(p)
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9?2
3sz‘]- apj/k:j,
25 /nj <(fjj’kj/ - fij’L‘j/) (fi]'i]. - fiij) | W ® cp),

entonces:

B(p)

Zn] [Df,(X;, %)

ZZ (D (%, %))

\ L j=11=1

2(n + ...+ ny)

S, [P B Ip,). Exip)|

J=1

ZZ D5 (5 (1)

es una sucesion de variables aleatorias reales que converge en ley,

—)Tbl ..... ngj

cuando n; — oo para todo j € {1,...,J}, hacia una combinacion
lineal de, a lo sumo, L1+ ...+ Ly — J wvariables chi-cuadrado con 1

grado de libertad e independientes.

Cuando se cumple la igualdad E(X;|p,) = ... = E(X;|p,), que equivale
a que

" s [DR (B(lp,), E(XIp)]

i”] [DSO X]Z,E(Xj|pj))]2

‘:Z

=0,

entonces la varianza o?(py,...,p,) se anula. Como implicacién, sobre la
base de la proposicion precedente y de las propiedades de las convergencias

en ley y en probabilidad, se obtiene el siguiente procedimiento de contraste:
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Teorema 2.3.3 Para contrastar al nivel de significacion nominal o la hipo-

tesis nula:
H() . E(X1|P1) = ...= E(XJ|PJ)

frente a la alternativa de que algunos de esos valores esperados difieren, Hy

debe rechazarse siempre que:

J
> (D@ )
2(n1+—|—nJ) — - > Ta,

ZZ [Dg, (X, ;)]

donde 7, es el percentzl de orden 100(1 — «) de la distribucion de M\ Xi1+
.+ /\q % 4 enla que )\1, .. /\ son los autovalores muestrales no nulos de
Zamatrzz(L1+...+LJ—J) (Ly+ ...+ L;—J) dada por:

C(f,,,....f,,)H (%) Cfn,, .. f.,),

con:
-1

C(f,....£5.,)C(En, ... 5,) = [[5(E. .. 5],

y la matriz hessiana muestral dada por:

H (500 ) = s, (0

Ademds, la probabilidad de rechazar Hy bajo H, converge a 1 cuando

conf=(f,,....£,).

nj — oo para todo j € {1,...,J}.

Observacién 2.3.1 Se debe mencionar que el test asintético ANOVA (Teo-
rema 2.3.3) para J = 2 y el asintético de dos muestras (Teorema 2.2.4) pre-
sentados en esta memoria no son equivalentes, ya que mientras el primero

tiene en cuenta la variabilidad, el segundo no va a tomarla en consideracion.
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Ejemplo 2.3.1 Los alumnos de cierta diplomatura de la Universidad de
Oviedo han sido clasificados en tres poblaciones, €2, €25 y 3, atendiendo
a la frecuencia con la que practican deporte (nunca, esporddicamente y a

menudo respectivamente).

En dichas poblaciones se ha analizado el tiempo que dedican a ver la
televisién diariamente, 1 = aproximadamente 1 hora o menos, To = entre
1 y 2 horas aprorimadamente y T3 = aproximadamente 3 horas o mdas.
Dichos valores se han descrito mediante los siguientes nimeros difusos (con

escala de abscisas en minutos) (ver Figura 2.7):

1 en [0, 60]
T = 1—5(60,70) en [60,70]
0 en otro caso
S(50,60) en [50, 60|
_ 1 en [60, 120]
X g
? 1—5(120,130) en [120,130]
0 en otro caso
S(110,120) en [110,120]
T3=2¢ 1 en [120, 1440]

0 en otro caso

Para las muestras consideradas, los datos difusos observados se han

recogido en la Tabla 2.7.

Para contrastar la hipétesis nula Hy de igualdad de los valores esperados
difusos del tiempo dedicado a ver la televisiéon en las poblaciones €2y, €2y
y Q3, cuando W y ¢ se identifican con la medida de Lebesgue en [0,1], y

aplicando las ideas de Pardo and Zografos (2000) para la aproximacién de
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\
/ \
Aprox. 2 horas -

o0 mas

Entre 1y 2 horas — — —
Aproz.

0 menos

|
|
|
|
'.
|
|| Aproz. 1 hora —_—
|
|
|
|
|
|
\

Fig. 2.4: Valores de la variable tiempo de TV

Tabla 2.7: Datos muestrales del tiempo dedicado a la TV

G\X |3 & &
Q, |20 12 4
O, |16 24 20
Q; |14 12 2

los autovalores muestrales, se concluye que el p-valor vendra dado (aproxi-
madamente) por p = 0.008, de modo que Hj se rechazaria para los niveles
de significacion usuales, por lo que podria afirmarse que, en la poblaciéon
genérica considerada, hay diferencias en el tiempo medio dedicado a ver la

televisién segun la frecuencia con la que hacen deporte.
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2.3.3 Test ANOVA unifactorial bootstrap para

variables aleatorias difusas simples

Si se denota por X la media global (n; + ny)~H(ny X1 @ ny &X»), se puede
probar que
nino 2

ny -+ N9

. 2 2 .
| Df (%0, 75) | = m [ D (R, )]+ na| Dy (%2, )|
y en consecuencia el bootstrap propuesto para dos muestras es valido como

test bootstrap para el ANOVA de dos muestras.

De esta forma, el modelo bootstrap se puede generalizar al caso de J
poblaciones de la siguiente manera. Sean (£2;, A;, P;) espacios de proba-

bilidad y &; variables aleatorias difusas asociadas a ellos y que toman los

valores Ty, ..., Z;r, con probabilidades pji,...,pjz;, ( =1,...,J). Se con-
sidera una muestra aleatoria de cada una de esas poblaciones de tamano n;
y se denotan los vectores aleatorios de frecuencias por f,, = (fn,1,. .., fu,z;)
(j=1,...,J).

Para conseguir poblaciones bootstrap con media comun a partir de las
muestras obtenidas, se suma a cada muestra la media de las restantes, es-
to es, A tomard los valores 7, @ ?,j, N T ?,j con distribucion
t,, = (fu15-- s fuy;) (G=1,...,J) donde X _; representa la media global
de las J — 1 muestras que se obtuvieron al excluir la j-ésima. Asi, se re-
muestreara de esas poblaciones obteniendo de nuevo muestras de tamano
n; y se denotardn los vectores aleatorios asociados las nuevas muestras por
£, = far,) U=1,...,J). El estadistico del contraste serd

_ _ 2
S, B
(m1mp) S S2XIEL ) /g |

con E(X*|f) la media global de las J muestras bootstrap. La distribucién

n,) puede aproximarse por el método de Monte Carlo, y:

-----
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Teorema 2.3.4 Para contrastar al nivel de significacion nominal o € [0, 1]

la hipotesis nula:
Hy : E(X1|P1) == E(XJ|pJ)

frente a la alternativa de que no todas esas medias difusas sean coincidentes,

Hy debe rechazarse siempre que
~ - 2
s [DR B8, E(X1D)]
i1 S (XlEa,)
donde z, es el 100(1 — «) percentil de la distribucion de T(,, . o) Y E(X|f)

es la media global de las J muestras.

> Za

Observacién 2.3.2 Para una discusién detallada sobre la potencia del test

precedente se seguirian ideas analogas a las de la Observacion 2.1.2.

Ejemplo 2.3.2 Se consideran las poblaciones €2y, €2y y 3 del Ejemplo
2.3.1 y los datos muestrales de la Tabla 2.7. Al aplicar la técnica bootstrap
para el test del Teorema 2.3.4 se obtiene un p-valor igual a 0.026. En
consecuencia, a nivel 0.05 se rechazaria la igualdad de valores esperados en
esas tres poblaciones, pero podria aceptarse si se considerara un nivel de

significacién igual a 0.025 6 0.01.

2.3.4 Estudios de simulaciéon: comparacion de técnicas
de contraste ANOVA para variables aleatorias

difusas

En este caso se han realizado tinicamente simulaciones del test bootstrap,
ya que a la vista de los resultados previos no cabe esperar mejora con
el asintotico empirico y, de esta manera, se simplifican notablemente los

calculos a realizar.
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Tabla 2.8: Simulacién de los tests asintdoticos. ANOVA

(n1,m,3) | (30,30,30) | (30,30,100) | (30,100,100) | (100,100,100)
A ‘ 5.11 ‘ 4.74 ‘ 4.49 ‘ 1.97

A 5.09 4.69 4.48 5.01

Se han restringido las simulaciones al caso de 3 poblaciones con tamanos
muestrales 30 y 100 ya que tnicamente se pretende realizar un andlisis
introductorio. Se han realizado 40000 repeticiones en las mismas condiciones
que anteriormente. En la Tabla 2.8 se comparan los resultados obtenidos por
el test bootstrap para el ANOVA en el contexto difuso (A;) con el andlogo
en el contexto real (As) para el A-promedio de las variables aleatorias difusas

originales.

2.4 Valoracion final y problemas abiertos

Como valoracién final del Capitulo 2 cabe senalar las contribuciones reali-

zadas en cuanto a:

e ¢l desarrollo de una metodologia de estadistica inferencial para el
andlisis y tratamiento de parametros difusos a partir de datos ex-
perimentales con valores de conjunto difuso, basada en la nocién
de variable aleatoria difusa y en la métrica generalizada DY; esta
metodologia se ha centrado fundamentalmente en los contrastes sobre
valores esperados (difusos) para una, dos y varias muestras, constru-
yéndose diferentes técnicas exactas y asintéticas de aplicacion sencilla

en problemas reales;

e cl empleo de técnicas bootstrap es especialmente interesante y nove-

doso en el caso estudiado en este capitulo, por cuanto la falta de
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modelos que se ajusten bien a una parte importante de distribuciones
de variables aleatorias difusas en los problemas reales limita la apli-
cabilidad de los métodos exactos y suele mejorar la potencia de los

asintoticos;

e los métodos basados en el bootstrap se han comparado con los asinté-
ticos mediante procedimientos de simulacién recientes (Colubi et al.,

2002) especificos para variables aleatorias difusas.

En relacién con la investigacion del Capitulo 2, se plantean varios pro-

blemas de interés para un futuro préximo. Entre ellos cabe citar:

e Como en el capitulo anterior, los estudios asintéticos del presente
capitulo podrian desarrollarse siguiendo las ideas de Korner (2000)
para el contraste relativo al valor esperado de una variable aleatoria
difusa que, como ya se apuntd, no es muy realista puesto que obliga
a conocer ciertos parametros poblacionales. Sin embargo, el empleo
de técnicas bootstrap permitiria aproximar las ideas de Kérner dando

lugar a un procedimiento 1til y extensible a dos y mas muestras.

e El problema de construir métodos de contraste para hipotesis uni-
laterales relativas a valores esperados de variables aleatorias difusas
conlleva un inconveniente anadido: la ausencia de un criterio de or-
denacién de nimeros difusos que esté universalmente aceptado y con-
duzca a un orden/preorden completo. En Montenegro et al. (2002)
se recoge un estudio de introduccion a este problema, en el que se
establecen algunos procedimientos para tales contrastes en el caso de
una muestra. El principal punto débil de estos procedimientos reside
en la consideracién de un criterio especifico de ordenacién en F.(R), de
modo que las conclusiones inferenciales solo seran vélidas para dicho

criterio, lo que supone una especial contrariedad cuando se acepta la
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“igualdad” entre valores difusos (ya que la mayoria de los criterios de
ordenacién consideran 'indiferentes’ niimeros difusos no coincidentes).
Un problema abierto de interés en relacién con estos estudios es el de
discutir la influencia del criterio de ordenacién sobre las conclusiones

y la potencia de los tests.

Por 1ltimo, la metodologia iniciada en este capitulo puede continuarse
involucrando otros parametros difusos asociados a variables aleatorias
difusas y desarrollando para los mismos procedimientos de contraste
exactos, asintGticos y bootstrap. Aunque el empleo de la métrica DY,
serfa tedricamente valida para esos contrastes, cabe esperar que surja
una gran complejidad en su empleo cuando se trabaje con parametros
difusos distintos del valor esperado, por lo que muy posiblemente deba

recurrirse a otras estrategias.
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En la presente memoria se han desarrollado procedimientos para el analisis y
tratamiento estadistico de datos experimentales con valores de conjunto (de
intervalo o difuso). Los procedimientos se han basado en la consideracién de
los modelos probabilisticos formalizados por los conjuntos aleatorios com-
pactos y convexos y por la extension de éstos mediante las variables aleato-
rias difusas, asi como en ciertas métricas sobre los espacios de valores de

conjunto considerados.

Los problemas abiertos especificos de cada capitulo se han apuntado al
final del mismo, pero existen un buen niimero de problemas que afectan a

ambos y que se resumen en las tres lineas siguientes:

e La conveniencia de disponer de modelos, operativos y ajustables a un
buen numero de situaciones reales, para las distribuciones de conjun-
tos aleatorios y variables aleatorias difusas, en forma andloga a los
modelos tradicionales de Bernoulli, binomial, Poisson, gamma, etc.

para las variables aleatorias con valores reales.

Para ello, se determinaran situaciones habituales en la practica en las
que el uso de conjuntos con valores de intervalo o difusos sea conve-
niente para formalizar los datos experimentales. Se elegiran los expe-

rimentos empiricos representativos y se determinaran los parametros

169
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o caracteristicas que hacen que esos experimentos se puedan incluir

en clases generales.

Posteriormente, se estableceran modelos tedricos, examinando sus ca-
racteristicas principales (valor esperado, variabilidad etc.) y se inten-

tara caracterizar su distribucion de la manera més sencilla posible.

Se validara la utilidad practica de los modelos encontrados. Algunos

ejemplos metodologicos ayudaran a determinar su adaptacion.

La simulacion de tipo Montecarlo a partir de los modelos de distribu-
ciones establecidos para conjuntos aleatorios y variables aleatorias di-

fusas.

Estos procedimientos de simulacion seran ttiles en relacién con: la de-
terminaciéon de los tamanos muestrales que garanticen buenas aprox-
imaciones al aplicar las técnicas asintéticas; la aproximacion de la
potencia de aquellas técnicas para las que el calculo de su expresion
exacta no es viable; la comparacién de técnicas basadas en diferentes

aproximaciones para un mismo tipo de inferencia.

Para ello, se simularan los modelos establecidos con el fin de estudiar
la fiabilidad de las técnicas asintéticas y bootstrap de esta memo-
ria. Asi, se podran determinar (entre otros) los tamanos muestrales
idoneos para poder aplicar cada una de ellas fijados unos limites de
error. Cuando sea posible, se intentaran justificar tedricamente las

conclusiones obtenidas para casos particulares.

El andlisis de la robustez de los métodos construidos en funcion de la
caracterizacion elegida para los datos difusos, o de los estadisticos que

sirven de base para tales métodos.

Para ello, se llevard a cabo un estudio teérico/practico de la robustez

de las técnicas usuales sobre la base de los modelos paramétricos co-
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munes por perturbacion bien de los parametros que determinan las
clases, bien de las formas béasicas de los valores difusos que compo-
nen esas clases. En este sentido, tiene especial interés comprobar si
un suavizado de las funciones que identifican los valores difusos (que
convierta, por ejemplo, un numero difuso triangular en una 7-curva)

puede afectar o no a ciertas conclusiones estadisticas.

Por otro lado, se estudiara el efecto de la eleccién de las medidas de
ponderacion W y ¢ en la potencia de los procedimientos de contraste

basados en las métricas dependientes de ellas.
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