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Prodlogo

El analisis sensorial es un instrumento eficaz para el control de calidad y aceptabilidad
de un alimento, ya que cuando éste se quiere comercializar, debe cumplir los requisi-
tos minimos de higiene, inocuidad y calidad para que sea aceptado por el consumidor.
Ademids, cuando se le quiere otorgar a un determinado producto la calificacién de De-
nominacién de Origen, o decidir si tal calificaciéon se mantiene o no con el paso de los
anos, los requisitos que se exigen son ain mayores. En el andlisis sensorial intervienen
evaluaciones subjetivas de expertos cualificados que en muchas ocasiones se resumen en
un valor real. Sin embargo, dichas evaluaciones presentan una incertidumbre en su sig-
nificado que resulta dificil de captar con un unico valor. En esta memoria se propone
una flexibilizacién de las evaluaciones subjetivas que intervienen en el anélisis sensorial
v se desarrollan contrastes de hipotesis estadisticos sobre la variabilidad y la imprecisién
basados en estos datos “flexibles”. Los resultados obtenidos se aplicaran sobre los datos
captados en el andlisis sensorial realizado en Asturias sobre el queso Gamonedo, que es
un producto fabricado en Asturias (ver Gonzalez de Llano et al., 1992; Rodriguez et al.,
2000), con el fin de decidir si su calificacién de Denominacién de Origen se mantiene o

no.

Los resultados de esta memoria seran en realidad aplicables en un amplio marco
de problemas. En general, en muchos experimentos reales aparecen diferentes tipos de
incertidumbre, en el sentido general de falta de conocimiento preciso. Uno de ellos es

la aleatoriedad o incertidumbre estocdstica del resultado experimental que se formaliza a
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partir del Céalculo de Probabilidades y que aparece a la hora de seleccionar una muestra a
partir de una poblacién dada. Otro tipo es la imprecision o incertidumbre no estocdstica
que puede deberse a la falta de informacién, a una percepciéon no exacta de la realidad,
a un proceso de agregacién, etc. Por ejemplo, ésta se presenta cuando se considera la
fluctuacién de la tensién arterial de una persona a lo largo de un dia (que no viene dada
por un tunico valor, sino por un intervalo), o al evaluar subjetivamente la calidad de un

determinado producto.

A la hora de analizar datos estadisticos imprecisos se distinguen dos puntos de vista.
Un primer enfoque se basa en aquellos estudios cuyo interés se centra en una variable
aleatoria real subyacente que no se puede observar de manera precisa (ver, Kwakernaak,
1978; Kruse et al., 1987). Por ejemplo, cuando el objetivo es medir la temperatura de
un local o la longitud de una mesa, subyace una medida real exacta cuya cuantificacién
se va a realizar con un instrumento de medida que posee cierto grado de imprecisién.
Existe otro conjunto de estudios en los cuales no existe variable real subyacente o el
interés se centra simplemente en obtener conclusiones acerca de la variable aleatoria
propiamente imprecisa (ver, por ejemplo, Puri & Ralescu, 1986; Colubi et al., 2007;
Gonzalez-Rodriguez et al., 2010). Este es el caso de las percepciones sensoriales acerca
de caracteristicas senaladas de un producto concreto y, por tanto, es el enfoque que se

va a considerar en esta memoria.

Con el fin de manejar tal imprecisiéon, en muchas ocasiones ésta se resume en un
valor real y se aplican técnicas de la Estadistica clasica, aunque con este proceso mucha
informacién debida a la imprecision experimental se pierde. Para tratar de solucionar
esta pérdida de informacion, se va a trabajar con elementos aleatorios que toman valores

difusos y de intervalo.

Por un lado, el empleo de intervalos reales para formalizar cierto tipo de datos
experimentales es una opcién que ha resultado eficaz en diversas areas, como por ejemplo,
en Economia (ver Branzei & Alparsan Gok, 2008) o en Medicina (ver Pipper & Ritz,
2006). Los datos intervalares pueden generalizarse a una dimensién superior mediante

el empleo de conjuntos de RP (ver, por ejemplo, Matheron, 1975; Molchanov, 2005).



Prélogo VII

Ademas, los elementos anteriores pueden extenderse a un contexto mas general mediante

el empleo de los llamados conjuntos difusos.

El concepto de conjunto difuso fue introducido por Zadeh (1965), y ha sido estudia-
do ampliamente a lo largo de los tdltimos 30 anos (ver, por ejemplo Bellman & Zadeh,
1970; Dubois & Prade, 1980; Zimmermann, 1996; Zadeh, 2006). Formalmente, consti-
tuyen un caso especial de datos funcionales apropiados para modelar varias situaciones
de la vida real, a pesar de que las operaciones mas adecuadas para trabajar con ellos no
coincidan con las clasicas del Anélisis Funcional y merezcan una consideracién especial.
Inicialmente, el principal interés que presentaba la teoria de conjuntos difusos se centraba
en la representacion de la incertidumbre de los procesos cognitivos humanos (ver Zadeh,
1965). Posteriormente ha tenido aplicaciones en muchos campos tales como la Investi-
gaciéon Operativa (ver Zimmermann, 1983), la Meteorologia (ver McBratney & Moore,
1985), la Medicina (ver Vila & Delgado, 1983; Bates & Young, 2003) o la Economia (ver
Zopounidis et al., 2001).

Los elementos aleatorios cuyos valores respuesta son intervalos (de R) o conjuntos (de
RP, con p > 1) se denominan intervalos o conjuntos aleatorios y han sido muy estudiados
en diferentes trabajos (ver, por ejemplo, Kruse & Meyer, 1987; Lépez-Garcia et al., 2000;
Gil et al., 2002; D’Urso & Giordani, 2006; Gil et al., 2007; Gonzalez-Rodriguez et al.,
2007; Ledn et al., 2007). Una generalizacién de los anteriores viene dada por los conjuntos

difusos aleatorios, que son aquellos cuyos valores respuesta son conjuntos difusos.

Los conjuntos difusos aleatorios (CDAs) con los que se va a trabajar (vistos como
variables aleatorias propiamente imprecisas o difusas) fueron introducidos por Puri &
Ralescu (1986) como herramientas para modelar mecanismos aleatorios en los que se
observan valores difusos asociados a cada uno de los resultados experimentales. En las
ultimas décadas, se han realizado muchos estudios sobre ellos. Por ejemplo, se ha for-
malizado la medibilidad de un CDA (ver Diamond & Kloeden, 1994; Colubi et al., 2002;
Krétschmer, 2002), se han desarrollado leyes fuertes de los grandes nimeros (ver Kle-
ment et al., 1986; Colubi et al., 1999; Terdn, 2003), se han analizado procedimientos de

contrastes de hipdtesis para el valor esperado de CDAs (ver Korner, 2000; Montenegro
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et al., 2004; Gil et al., 2006; Gonzélez-Rodriguez et al., 2010) y para la varianza de los

mismos (ver Lubiano, 1999), etc.

Mientras que el valor esperado de un CDA viene dado por un valor también difuso,
la varianza que se va a considerar es de tipo Fréchet, viene dada por un valor real y
estd definida en términos de una distancia cuadratica entre valores de la variable y el valor
esperado. Concretamente, la distancia que se considera pertenece a la familia de métricas
introducida por Trutschnig et al. (2009). En otras palabras, la varianza corresponde a
un error cuadratico que resume la distribucién de la variable con respecto a la media
difusa. Cabe mencionar que existe otro tipo de varianza considerada como caracteristica
imprecisa en s{ misma, incluso cuando los valores con los que se trabaja son reales (ver,

por ejemplo, Baudrit et al., 2007).

Cuando se desea analizar si un postulado de una teoria cientifica puede considerarse
‘sostenible’ o aceptable sobre la base de la informacién dada por una muestra de datos
estadisticos se suele realizar un contraste de hipdtesis. Los contrastes permiten decidir
si el postulado debe ser rechazado o no con un determinado margen de error. En las
situaciones reales en las que se requiere la realizaciéon de un contraste de hipétesis suelen

intervenir datos modelados mediante variables aleatorias reales o vectoriales.

El problema de contrastar hipotesis acerca de un pardametro resumen de una o varias
poblaciones en un marco estadistico ha sido ampliamente estudiado a lo largo de la
literatura. La mayoria de los tests de hipétesis paramétricos que surgen en la préactica
estdn basados o bien en medidas de centralizacién (entre los cuales cabe destacar los
que abarcan el estudio del valor esperado poblacional) o bien en medidas de dispersién
(también denominadas de variacién, en los cuales la varianza de la poblacién juega un

papel esencial).

En lo relativo al test de una muestra para la varianza de un CDA, en Lubiano
(1999) se han desarrollado contrastes de hipdtesis para CDAs simples (es decir, aquellos
que toman un ntmero finito de valores diferentes) con valores difusos en R, mediante

el empleo de la Teoria de Grandes Muestras y una métrica introducida por Bertoluzza
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et al. (1995). El primer objetivo es extender estos resultados a una clase de CDAs con
nimero de valores distintos no necesariamente finito que toman valores en el espacio de
conjuntos difusos en RP. Un posible campo de aplicacién se centra en determinar si la
variabilidad de la calidad de un producto determinado es elevada o no en funcién de las
opiniones de un experto sobre ese producto a lo largo del tiempo. Para ello es necesario
llevar a cabo un contraste de hipdtesis sobre la varianza de tales opiniones. Existen otras
situaciones en las que resulta interesante analizar si la variabilidad de las opiniones de
un experto concreto puede considerarse igual que la correspondiente a otro experto. En

ese caso es necesario realizar un contraste de igualdad de varianzas.

El problema de analizar la igualdad de varianzas (u homocedasticidad) de k variables
aleatorias reales ha sido ampliamente estudiado a lo largo de la literatura (ver, por
ejemplo, Bartlett, 1937; Box, 1953; Levene 1960; Lim & Loh, 2006; Bhandary & Dai,
2009; Cahoy, 2010). Algunos de los tests anteriores se han formalizado para variables
aleatorias distribuidas normalmente y han resultado ser sensibles ante la suposiciéon de
poblaciones Gaussianas subyacentes (ver Box, 1953; Boos & Cavell, 2004). Con el fin
de evitar este inconveniente, una estrategia consiste en introducir el momento de orden
cuatro estimado (que estd relacionado con la kurtosis de la distribucién) en el estadistico
correspondiente al test de Bartlett, al igual que se ha procedido en Box & Andersen
(1955), Layard (1973), Conover et al. (1981) y Shoemaker (2003). Alternativamente, se
pueden aplicar técnicas ANOVA debido a su robustez bajo no normalidad (ver Levene,
1960; Games et al., 1972; Brown & Forsythe, 1974; Lim & Loh, 2006). Por ejemplo,
Levene (1960) propuso la aplicacién de un ANOVA utilizando o bien el valor absoluto o

bien el cuadrado de ciertos residuos basados en la media o en la mediana muestral.

A dfa de hoy, no existen distribuciones paramétricas realistas para CDAs y, por este
motivo, resulta necesaria la consideraciéon de métodos no paramétricos. La existencia de
tests bootstrap de tipo ANOVA eficientes favorece la consideracién de tests bootstrap de
tipo Levene como una primera alternativa. Especificamente, el test para la homocedasti-
cidad de k CDAs que se va a desarrollar en esta memoria esta inspirado en el estadistico

de Levene sobre los cuadrados de ciertos residuos basados en la media.
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En relacion con las esperanzas de CDAs, se han desarrollado contrastes de hipdtesis
de igualdad para la media o medias de uno o varios CDAs (ver, por ejemplo, Korner,
2000; Montenegro et al., 2004; Gil et al., 2006; Gonzédlez-Rodriguez et al., 2010). El
segundo objetivo de esta memoria se centra en flexibilizar las hipdtesis de “igualdad
estricta” para la media de CDAs contempladas hasta la actualidad. Por ejemplo, cuando
se desea analizar la calidad de un determinado producto a partir de las percepciones de un
experto, resulta interesante determinar si la esperanza de tales percepciones se encuentra
dentro de unos limites fijados de antemano o si se puede considerar similar a dichos
limites con un determinado grado de inclusion o grado de similaridad, respectivamente.
En otras ocasiones, el interés se puede centrar en analizar si existe o no interseccién
entre la esperanza de las opiniones y los limites previamente establecidos y, si existiera,

analizar si es mayor o menor que cierto grado de interseccion prefijado.

El problema de contrastar la inclusién de la media de una variable aleatoria real
en un intervalo fijado de antemano ha sido estudiado a lo largo de la literatura como
un contraste de hipotesis multiple de tipo unién-interseccién, obteniendo un test exacto
bajo la suposicién de normalidad de la variable (ver Roy, 1953). Por otro lado, en muchos
trabajos se han establecido definiciones sobre los conceptos de grado de inclusién, grado
de similaridad y grado de interseccién (ver, por ejemplo, Pedrycz, 1979; Séanchez, 1979;
Dubois & Prade, 1980, 1988; Wang, 1982; Bloch, 2005). En la mayoria de estos estudios,
tales conceptos se centran en conjuntos difusos con soporte finito utilizando el concepto
de cardinalidad o potencia de un conjunto difuso definido por De Luca & Termini (1972).
En este trabajo se extienden los conceptos anteriores al espacio de intervalos asi como al
espacio de conjuntos difusos en R con soporte compacto mediante una generalizacién del
concepto de potencia de un conjunto difuso con soporte no finito introducido en Zwick
et al. (1987). Asi, se analizardn diversos contrastes de hipétesis con el fin de determinar
la similitud en distintos sentidos del valor esperado de un intervalo aleatorio con un

intervalo fijado de antemano.
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La memoria se divide en tres capitulos méas un epilogo que se resumen a continuacion.
A lo largo de la misma, los conceptos definidos al igual que los resultados obtenidos van

a aplicarse sobre los datos extraidos de las catas realizadas del queso Gamonedo.

En el Capitulo 1 se introducen los espacios correspondientes a los valores imprecisos
con los que se va a trabajar, asi como la aritmética y la distancia necesarias para operar
con tales valores. Ademas, se definen los elementos imprecisos aleatorios que modelan
el tipo de experimentos que se van a tratar en este trabajo, incluyendo algunas de sus
medidas resumen como son la esperanza y la varianza. Para finalizar este capitulo, se
describe la generacién de nimeros difusos a partir de un CDA cuyos valores son trapecios.
Asimismo se presenta una breve descripcién acerca de un método utilizado para simular

valores de un CDA en R con una esperanza dada.

En el Capitulo 2 se desarrollan procedimientos de contraste de hipétesis para la
varianza de un CDA, o la igualdad de varianzas de k& CDAs, a partir de los datos pro-
porcionados por muestras de observaciones provenientes de los CDAs. A la hora de llevar
a cabo estos estudios se utilizardn técnicas de la teoria de UH-estadisticos y del analisis
de datos funcionales en espacios de Hilbert para el estudio de la convergencia de los
estadisticos propuestos. Ademads, fundamentéandose en los tests bootstrap desarrollados
para la media (ver, por ejemplo, Gil et al., 2006; Gonzdlez-Rodriguez, 2006), se emplearan
algunas técnicas bootstrap que resultaran adecuadas incluso para tamanos de muestra

pequenos y moderados.

Los resultados anteriores se van a utilizar para construir un test de homocedasti-
cidad para k CDAs inspirado en el estadistico cldsico de Levene (1960), considerando
los cuadrados de ciertos residuos basados en la media. Asimismo, como la distribucién
asintética del estadistico es dificil de manejar, se estudia la consistencia del mismo uti-

lizando técnicas bootstrap.

Para probar la idoneidad de los tests propuestos a lo largo del capitulo, se realizan
estudios de simulaciéon de varios tipos de CDAs considerando diferentes tamanos mues-

trales, asi como distintas métricas pertenecientes a la familia considerada. Por otro lado,
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se analiza la funcién potencia de los tests asintéticos planteados mediante el empleo de las
llamadas alternativas locales. Finalmente, se muestran ejemplos que ilustran la aplicacién

practica de los resultados obtenidos.

En el Capitulo 3 se introducen tests de hipGtesis con el fin de analizar si la esperanza
de un elemento impreciso aleatorio puede ‘compararse’ en cierto modo con un valor
impreciso fijado. El objetivo es desarrollar una serie de tests que involucran los conceptos
de grado de inclusién, grado de interseccién y grado de similaridad. Para ello, se va a
utilizar la nocién de niicleo interseccién introducida en Shawe-Taylor & Cristianini (2004),
que se define como la medida de la interseccién entre dos conjuntos y que serd 1til para

determinar los estadisticos de contraste.

De nuevo, se establecen métodos aproximados basados en técnicas asintdticas que
aprovechan las buenas propiedades de los estimadores consistentes y asintéticamente
normales. También se desarrollaran métodos basados en técnicas bootstrap con el fin de

conseguir mejores resultados empiricos para tamanos de muestras moderados.

Para comparar la utilidad de los diferentes métodos de contraste propuestos, se rea-
lizan simulaciones considerando varios tipos de elementos imprecisos aleatorios asi como
diferentes tamanos muestrales. Para finalizar el capitulo, se aplican los procedimientos

estudiados sobre ejemplos reales.

La memoria se completa con un epilogo en el que se recogen una serie de conclusiones
sobre los desarrollos realizados y el planteamiento de problemas cuyo andlisis podria

abordarse en el futuro.
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Capitulo 1

Conceptos preliminares

El anadlisis sensorial se utiliza con el fin de interpretar las reacciones a aquellas carac-
teristicas de los alimentos que se perciben por los sentidos de la vista, el oido, el olfato, el
" Y s e .
gusto y el tacto. El ‘instrumento’ utilizado para llevar a cabo este anélisis de percepciones
son personas cualificadas. En esta memoria se aplicardn los resultados teéricos obtenidos
al andlisis sensorial realizado por catadores expertos del queso Gamonedo, fabricado en
algunas cuevas de los concejos asturianos de Cangas de Onis y Onis, y que se elabora

con leche cruda de vaca, oveja y cabra (ver Figura 1.1).

Figura 1.1: Muestra de queso Gamonedo
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En primer lugar, se realiza una sesién de cata del queso Gamonedo en el Instituto
LILA (Laboratorio Interprofesional Lechero de Asturias, www.lilasturias.com) en la que
intervienen varios catadores expertos. El queso quedara definido y caracterizado después
de describir su aspecto exterior, el estudio de la textura, la clasificacion del olor y el

gusto, todo ello siguiendo unas determinadas pautas (ver Figura 1.2).

Figura 1.2: Cata del queso Gamonedo

Hasta ahora, la descripcion de las percepciones de los expertos relativas a cierta
cualidad del queso venia dada por un niimero real. Concretamente se utilizaba la llamada
escala de Likert (ver Likert, 1932; Allen & Seaman, 2007) que asocia valores numéricos
a categorfas (generalmente de 1 a 5, donde 1 significa calidad muy baja y 5 calidad muy
alta). El problema es que en muchas ocasiones el hecho de resumir tal percepcién en un
nimero es dificil para el experto, produciéndose una pérdida de informaciéon que podria
ser util, ya que dichas percepciones subjetivas suelen comprender cierta imprecisién que
no se captura con un unico valor. La transicién de una categoria a otra es en general
abrupta y las categorias no se perciben de igual modo por distintos observadores. Ademas,
muchos pardametros y técnicas estadisticas no se pueden aplicar directamente cuando se
utilizan las escalas de Likert, o en el caso de que se pueda, la interpretacién y fiabilidad de
los resultados obtenidos se reduce considerablemente (ver, por ejemplo, Stevens, 1946).
Por estos motivos, se va a recurrir al empleo de valores intervalares y de valores difusos

para describir la percepcion de las caracteristicas esenciales del queso Gamonedo.
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En este capitulo se presentaran conceptos preliminares que van a resultar esenciales
para los desarrollos del resto de la memoria. En la Seccién 1.1 se comienzan introduciendo
los espacios que comprenden los valores imprecisos con los que se va a trabajar, asi como
la aritmética correspondiente para operar con ellos. En la Seccién 1.2 se definiran varias
métricas sobre tales espacios, entre las cuales destaca una distancia de tipo L2. Esta
métrica se empleard en resultados posteriores y estd relacionada con el concepto de
funcidén soporte, lo que va a permitir identificar el espacio de elementos imprecisos con otro
espacio ampliamente estudiado en la literatura y con buenas propiedades. Los conceptos
de conjunto aleatorio y conjunto difuso aleatorio se introducen en la Seccién 1.3, asi como
la esperanza y varianza de los mismos. De igual modo se definiran los correspondientes
estimadores muestrales. Para finalizar, en la Seccién 1.4 se detallan dos métodos de
generacién de muestras a partir de un conjunto difuso aleatorio que resultaran utiles para
el posterior desarrollo de estudios de simulacién. Todos los conceptos que se presentan
en este capitulo seran ejemplificados mediante los datos obtenidos en las catas realizadas

acerca del queso Gamonedo.

1.1. Valores imprecisos

Con el fin de describir las percepciones subjetivas acerca de determinados aspectos, se
introducen a continuacién los conceptos de valor de intervalo y de conjunto, y valor

difuso.

1.1.1. Valores de intervalo y de conjunto

Se define K.(R) como el espacio de intervalos no vacios y compactos de R. A los elementos
de este espacio se les denomina simplemente valores de intervalo o valores intervalares de
R . Existen dos formas de representar un valor intervalar A € IC.(R). Una de ellas consi-
dera sus extremos inferior y superior, A = [inf A, sup A], dando lugar a la parametrizacion

inf/sup de un intervalo mediante un vector (inf A,sup A) € R? que cumple la restriccién
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de orden inf A < sup A. Debido a que el manejo de condiciones de orden puede resultar
problemético, es mds conveniente trabajar con el punto medio de A (mid A) y la semi-
amplitud de A (spr A), dando lugar a la parametrizacion mid/spr de un intervalo que

viene dada por (mid A, spr A) e R x [0,00) y se definen como

sup A +inf A sup A —inf A
— 5 ¥ AT ——

mid A =

A lo largo de esta memoria se va a emplear esta 1ltima representacion, puesto que

presenta una mayor operatividad debido a que la condicién de no negatividad para

los spreads es mas facil de manejar que la condicién de orden exigida en la primera

parametrizacién (ver, por ejemplo, Kulpa, 2001; Gil et al., 2002; Montenegro, 2003; Blan-
co et al., 2009).

Ejemplo 1.1.1 En la practica, las percepciones acerca de una caracteristica concreta
de un queso (como, por ejemplo, la calidad del sabor del mismo) pueden venir dadas
en forma de un intervalo A € K.(R) que contenga los valores que el experto considera
que son totalmente compatibles con su opinién. Tal intervalo se moverd dentro de una
escala graduada que varfa desde el 0% (que representa la calidad mds baja posible)
hasta el 100% (que simboliza la calidad mds alta alcanzable). Por ejemplo, un catador
experto podria decir que la calidad del sabor de un determinado queso est4 en el intervalo
A =[45,55]. Es decir, el experto en este caso no se ve forzado a reflejar su incertidumbre
con un unico valor de ese intervalo, considerando que cualquier valor entre un 45% y
un 55 % es igualmente razonable de acuerdo con su percepcién. En la Seccién 1.1.2, el
modelado de la imprecisiéon contenida en estas percepciones subjetivas se flexibilizard ain

mas considerando el concepto de conjunto difuso.

A continuacién se va a generalizar .(R) a un espacio de conjuntos compactos,
convexos y no vacios en R?, ya que estos iltimos han sido ampliamente estudiados en la
literatura (ver, por ejemplo, Matheron, 1975; Epifanio & Ayala, 2002; Molchanov, 2005).

Los conjuntos compactos y convexos de RP no se utilizan necesariamente para modelar
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caracteristicas imprecisas. Por ejemplo, se han utilizado en el campo de la imagen (ver
Molchanov, 2005) con el fin de clasificar la textura de las imégenes (de acuerdo con cierta
escala precisa). En este contexto, cada imagen se identifica con un conjunto en el espacio

Euclideo 3-dimensional que varia en el plano dependiendo de diversos factores.

Dado el espacio Euclideo p-dimensional R? con la norma usual |- |, se define K (RP)
como el espacio conjuntos no vacios, compactos y convexos de RP. Los elementos de
K.(RP) se denominan wvalores de conjunto en RP o conjuntos en RP. La aritmética usual

en K.(RP), se basa en las siguientes operaciones:

» suma de Minkowski: A+ B={a+b:aec A be B},

= producto por escalar: rA={ra:ac A},

para todo A,B € K.(RP) y r € R. Se denomina aritmética de Minkowski (1896) y se
fundamenta en la propagaciéon de la imprecisién. A continuacion se ilustrara esta idea

con un ejemplo en K (R).

Ejemplo 1.1.2 Se sabe que la cantidad de pares de zapatos vendida en el mes de mayo
en una zapateria de Oviedo estd en el intervalo [180,200], y la vendida en el mes de
junio es un valor en [230,238]. Si se quiere obtener la cantidad total de pares de zapatos
vendida en mayo y junio, es obvio que dicha cantidad serd como minimo la suma de los
dos minimos (180+230=410) y como mdximo la suma de los méximos (200+238=438).
Por tanto, la cantidad total vendida entre mayo y junio pertenece al intervalo [410,438].
Del mismo modo, si se estima que la cantidad que se venderd en agosto serd la mitad
que la vendida en mayo, es intuitivo deducir que esa cantidad pertenecera al intervalo

1
51230,238] = [115,119].

El espacio (K.(R?),+,-) posee estructura semilineal (es decir, no es un espacio vec-
torial), debido a que no existe elemento simétrico respecto a la suma, que hace que A- A
no sea, en general, el elemento neutro de la suma {(0,...,0)}.

—
p
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Para considerar un concepto de diferencia andlogo al usual en espacios lineales se
introduce, cuando existe, la diferencia de Hukuhara. Esta diferencia estd definida para A
y B € K.(RP) como el elemento A —g B = C € K.(RP) tal que A = B+ C. Hay que tener
en cuenta que no siempre existe el conjunto C' que satisface lo anterior (por ejemplo, no
existe C tal que [0,1] -y [0,2] = C). En general, si A, B € K.(RP) son tales que A-y B
existe, se tiene que:

A-gB={ueRP:B+{u}cA}.

En el caso intervalar, la condicién equivalente para que exista A —g B se reduce a
que spr B < spr A, lo cual implica que o bien existe A -y B o bien existe B—pg A (aunque

también pueden existir ambas en el caso de que las dos semiamplitudes coincidan).

1.1.2. Conjuntos difusos

Se define F.(R”) como la clase de las funciones U : R — [0, 1] semicontinuas superior-

mente y con a-niveles U, pertenecientes al conjunto K.(RP), es decir:

F.(RP) = {U :R” > [0,1] | Us € K.(R?) Ve e (0,1]}.

A los elementos de F.(RP) se les denomina conjuntos (o valores) difusos, mientras
que los elementos pertenecientes a F.(R) suelen denotarse por nimeros difusos. Los a-
niveles (también llamados a-cortes) se definen como U, = {z e R? |U(z) > a} para a >0

y Up = cl(suppU) donde suppU = {x e RP|U(z) > 0} es el conjunto soporte de U.

La aritmética de Minkowski propuesta en la Seccién 1.1 para los valores de K .(RP)
puede extenderse al espacio F.(RP) siguiendo el principio de extensidn de Zadeh (1975).
De este modo, el espacio F.(R?) puede dotarse de una estructura semilineal, inducida
de forma natural por la suma de conjuntos difusos y el producto de un conjunto difuso
por un escalar. Estas operaciones resultan compatibles con las obtenidas aplicando la

aritmética de Minkowski para cada a-nivel de manera que:

s (U+V)q=Us+Vy={u+v:ueUyveVy,},
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8 (rU)q=1Us ={ru:uelUy,},

para todo U,V € F.(RP) y r € R, cualquiera que sea a € (0,1].

Al igual que sucedia con IC.(RP), (F.(RP), +,-) tampoco posee una estructura lineal,
sino tan solo semilineal y en ocasiones también resulta interesante considerar la diferencia
de Hukuhara. Dados dos conjuntos difusos U,V e F.(RP), la diferencia de Hukuhara
(denotada igualmente por —g) de ambos conjuntos viene dada por el elemento U -y V' =

W e F.(RP) tal que se cumple que U =V + W, en caso de que tal elemento exista.

Observacién 1.1.1 La condicién de existencia del elemento diferencia es ain més res-
trictiva que en KC.(RP), pues para que W = U —g V exista, deben existir las diferencias

de Hukuhara para todos los a-cortes correspondientes (U -y V)q = Uy —g Va.

Ejemplo 1.1.3 El tipo de datos del Ejemplo 1.1.1 se puede matizar mas utilizando la
escala de los conjuntos difusos. Las percepciones acerca de una caracteristica de un queso
recogen mayor informacion si se expresan como numeros difusos. Concretamente se va
a trabajar con numeros difusos trapezoidales, de manera que el O-nivel represente el
conjunto de valores que el experto considera compatible en algtin grado con su opinién
(es decir, el experto piensa que no es posible que la calidad esté fuera de ese conjunto),
y el 1-nivel sea el conjunto de valores que él/ella considera completamente compatible
con su opinién. De nuevo, la escala de una percepcion cualquiera se supondra que varia
entre el 0% y el 100%. Un numero difuso trapezoidal A se denotard genéricamente
por A = Tra(inf Ag, inf A1, sup Aq,sup Ag), de manera que [inf Ag,sup Ag] es el 0-corte y

[inf A1,sup A1 ] es el 1-corte y sus a-cortes para a € (0,1) vendran dados por el intervalo

(Tra(iano,ianl,supAl,supAo))a (1)
= [infA; + (1 - a)(inf Ag —inf Ay ),sup Ay + (1 — @) (supAg —sup Ay)]. .

Por ejemplo, en la Figura 1.3 se muestra la opinién del Experto 1 acerca de la

textura de un determinado queso. Analizando tal representacién se puede concluir que

el experto opina que la calidad no es de menos de 40 ni de més de 60, y su opinién es
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totalmente compatible con cualquier valor comprendido entre 45 y 55. Este valor difuso
se denotara por Tra(40,45,55,60). Asi, mediante el empleo de nimeros difusos el experto
es capaz de captar de un modo mads informativo y mas flexible la imprecisién contenida

en sus opiniones que si se restringe a un tnico intervalo como en el Ejemplo 1.1.1.

1

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 1.3: Opinién de un experto acerca de la textura de un determinado queso

Asimismo, el Experto 2 opina que tal calidad no puede estar fuera del interva-
lo [35,75], y su opinién es totalmente compatible con el intervalo [48,63] (por tanto,
vendrd dada por el difuso Tra(35,48,63,75), ver Figura 1.4). Si se quiere calcular una
opinién media a partir del criterio de los 2 expertos, el minimo (mdximo) del 0-nivel y
el 1-nivel de la opinién media es igual a la media de los minimos (mdximos) de los dos
0-niveles o 1-niveles respectivamente, y el resto de a-niveles serd una interpolaciéon de
los 4 extremos obtenidos (puesto que se trabaja con trapecios). Asi, la media viene dada
por el difuso T'ra(37.5,46.5,59,67.5). En la Figura 1.4 estd representada la media de las

dos opiniones anteriores.

1.2. Familia de distancias entre valores imprecisos

Con el fin de definir una distancia entre conjuntos difusos, se puede aplicar al conjunto
de a-cortes cualquier métrica ¢ definida sobre el espacio K.(RP), integrando entonces
esas distancias como una funcién de « con respecto a una medida de probabilidad con

soporte en (0,1].
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1

____ Opinién del
Experio 1

—_ Opinion del
Experto 2

—_— Media

0 20 40 60 80 100

Figura 1.4: Media de las opiniones del Experto 1 y del Experto 2

Una de las métricas mas utilizadas cuando se trabaja con conjuntos compactos y
convexos de R? es la métrica de Hausdorff. Sin embargo, el principal inconveniente que
presenta la distancia de Hausdorff es que no verifica el principio de Fréchet con respecto

a la esperanza de Aumann (ver Néther, 1997).

Existe otro tipo de métricas de tipo L? que estdn conectadas con el concepto de
funcién soporte. Cualquier conjunto compacto convexo A € K.(IRP) puede caracterizarse
a partir de su funcidn soporte, sa (ver, por ejemplo, Rockafeller, 1970), siendo ésta una
aplicacién s4 : SP~! — RP que verifica

sa(u) =sup{a,u), (1.2)
acA

para todo u € SP~, donde (-, ) es el producto escalar en R? y S~ denota la esfera unidad
en RPH (SP7! = {ueRP!: |uf = 1}).

Considérese H = L2 (SP7!, Ago-1) la clase de las funciones reales de tipo L? definidas
sobre SP71, donde Agr-1 es la medida de superficie uniforme en SP~. El espacio K.(RP)
puede encajarse isométricamente en un cono convexo y cerrado de H. El concepto de
funcion soporte puede extenderse al espacio F.(IRP) (ver Puri & Ralescu, 1985) mediante
la aplicacién sy : SP7 x (0,1] — R, de manera que

su(u,a) = sup (u,w), (1.3)

welUg,
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para cualquier u € SP™! y o € (0,1].

Sea ahora H = £2 (Sp‘l x (0,1], Agr-1 x /\) la clase de las funciones reales cuadrado
integrables definidas sobre el espacio SP™ x (0,1], y A la medida de Lebesgue en (0,1].
De ahora en adelante, los estudios que se van a desarrollar en esta memoria se centraran

en el espacio de conjuntos difusos

F2(RP) = {U € F.(R?) : sy € H}.

Cabe sefialar que mediante la funcién soporte el espacio F2(R?) puede ‘identificarse’
a través de un encaje isométrico con un cono convexo y cerrado s(F2(R?)) del espacio
hilbertiano H (ver, por ejemplo, Gonzélez-Rodriguez et al., 2010). Esta identificacién per-
mite una gran operatividad ya que existen muchos resultados analiticos y probabilisticos
sobre el espacio H que pueden utilizarse directamente en el espacio de conjuntos difusos
F2(RP) (ver, por ejemplo, Laha & Rohatgi, 1979; Young, 1988), aunque otros resulta-
dos estadisticos van a requerir un estudio maés especifico si quiere garantizarse que se
estd trabajando en s(F2(RP)) y no en H \ s(F2(R?)). Ademas, la funcién soporte es

una aplicacién semilineal, verificando para U, V € F2(RP), y 7 € R:
" Sysv =Sy +Sy, Yy Sey=rsy sir>0.
= Si existe la diferencia de Hukuhara entre U y V, sy_,v = sy — sy
La métrica que se va a introducir a continuacién se basa en los conceptos de mid y

spread generalizados, definidos en Trutschnig et al. (2009) a partir de la funcién soporte

de A € K.(RP) como las funciones mid 4 : SP"* — R y spr 4 : SP"! — R tales que
. 1 1
mid a(u) = 5 (sa(u) = sa(-u)) ¥ spra(u) = 5(sa(u) +sa(-u)) (1.4)

En Trutschnig et al. (2009) se muestran algunas de las propiedades més importantes

que cumplen el mid y el spread generalizados, entre las que destacan las siguientes. Dados

A, BeK.(RP), yreR:
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» mid 4(u) = —mid 4(~u) y spr4(u) = spr a(~u), para todo u € SP7L.

= mid (. es una funcién lineal, es decir, mid 44,5 = mid A + rmid p.

= spr, es una funcién semilineal, es decir, Spr 44,p = Spr 4 + |r|spr B.

= La funcién soporte puede descomponerse como suma ortogonal de mid y spread, es

decir, sy = mid 4 + spr 4.

Cabe mencionar que el spread generalizado de un conjunto A € .(RP) estd conec-
tado con la forma y la imprecision del conjunto A, mientras que el mid generalizado
se refiere a la localizacién de A, ya que mid y spread corresponden al centro y radio,

respectivamente, del intervalo proyeccién de A sobre la direccién u e SP~1.
Si sa, sp € H, se define el producto escalar
<SA, SB>9 = (midA, midB>,\Sp71 + 9<SpI‘A, SpI‘B))\S%1 (15)

donde >0y
(£, = fu s T (W9 (@)AAgrs (). (1.6)

Por tanto, considerando la norma | - |4 asociada al producto escalar (-,-)g se define

la distancia dy entre dos valores de conjunto A, B € K.(RP) como
d3(A,B) = |sa-splj=(sa—sp,sa—-5B) (1.7)

la distancia se

y considerando la norma | - Aep1 asociada al producto escalar RN

sp=17

puede reescribir a partir de (1.5) y (1.7) como

d2(A,B) = |mid 4 - midBHiSp_1 +0|spr 4 — sprB||§Sp_1. (1.8)

En esta definicion, el valor 8 > 0 determina el peso relativo de la distancia entre
los spreads generalizados con respecto a la distancia entre los mids generalizados. Cabe
notar que dg es invariante por isometrias (ver Trutschnig et al., 2009) y puede verse

como una generalizacién de otras métricas bien conocidas, de manera que si se considera
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el caso intervalar y 6 € (0,1] se obtiene la métrica de Bertoluzza y otros entre intervalos
compactos (ver Bertoluzza et al., 1995). Ademas, si 6 = 1 resulta la métrica py introducida

en Vitale (1985).

Por otro lado, la definicién dada en (1.5) se corresponde con un producto escalar
sobre el espacio H y, por tanto, (H, (-,-)¢) es un espacio de Hilbert. Ademds, en Trutschnig
et al. (2009) se prueba que (K.(RP),dy) es un espacio métrico completo y separable, lo

que resulta muy util para determinados desarrollos estadisticos.

La extensién de la métrica dy de K.(RP) a F2(RP) puede realizarse considerando
una medida de probabilidad ¢ con funcién de masa positiva y densidad acotada en el
intervalo (0, 1] cuya misién es promediar el peso asignado a las distancias de los a-niveles.

La métrica Dy entre dos valores difusos U y V € F2(RP) viene definida por:
1/2
DEO) - f, BOTIaole)) (19)

Las elecciones para ¢ se basan en la importancia que se quiera dar a cada uno
de los a-niveles. Si todos se consideran igualmente importantes, se emplea como ¢ la
medida de Lebesgue en (0,1] (denotada por A). Sin embargo, si se quiere dar méds masa
a aquellos niveles que estén més préximos a 1 (o a 0) se podria utilizar, por ejemplo,
una distribucién perteneciente a la familia beta. Ademds, se tiene que si A, B € K.(RP),
entonces se verifica que D} (I4,1p) = dg(A, B), donde I 4 denota la funcién indicador del

conjunto A.

Los conceptos de mid y spread generalizados definidos en K.(RP) pueden extenderse
a los de mid y spread generalizados de U € F2(RP) a través de sus a-niveles, es decir,

para todo u € SP1 y ave (0,1]

mid y (u, @) =midy, (u) v spru(u,a) =spry, (). (1.10)

Dados sy, sy € H, se define

(su,sv)y = .[(0 . ((mid Uosmid v, Yo,y +0(SPru,,SPrv, )a, . )d(p(oz). (1.11)
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Como consecuencia, la distancia De‘p puede expresarse del siguiente modo teniendo

en cuenta que |- [, es la norma asociada al producto escalar (-,-);:

2
(DE(U,V)) = HSU - SV”;@ = (SU —-Sv,Sy — Sv>g. (112)

Si se tiene en cuenta el producto escalar (1.11), es facil ver que (ﬁ,(~,~)§) es un
espacio de Hilbert. Al igual que sucedfa con (K.(RP),dy), se verifica que (F2(R?), DY)

es un espacio métrico completo y separable (ver Trutschnig et al., 2009).

Observaciéon 1.2.1 Cabe senalar que si Ay = Tra(ay,bi,c1,di) y Ay =
Tra(as,ba,ca,da), y se definen r; = d; —¢; y l; = b; —a; para i € {1,2}, la distancia

D7 (Ay,A2) viene dada por la siguiente expresion:

(b1 —b2) + (c1 —c2) 2+9 (1 —c2) = (b1 —b2) ’
(5hap) - ) A )

. ((ri=ra) =l - zz))2 +0((r1=r2) + (b - zz))2

[ -ayde()

4
+(((bl b)) + (c1 = 2) ) ((r1 = 72) = (1~ 12) )
2

O (c1—ca) = (by —b2) ) (r1 —12) + (11 = o)
( 22)( = ))f(l—a)dw(a)-

+

Concretamente, si se trabaja con ¢ = A, la expresién anterior se reduce a la siguiente:

(D) (A1, M)’ = 112(((611 —a) (=) + (b1 =b) + (er )
(a1 = a2) + (di = ) ) (b1 = ba) + (1 -cQ)))

+10;(((d1 ~ds) - (a1 —a2))2 +((cr=c2) = (b -bg))2

+((d1 = da) = (a1 = a2))((c1 = e2) = (b - bQ))).

(1.13)

A continuacion se van a comparar dos situaciones diferentes en funcién de distintos

valores 0 y diferentes medidas ¢ para la métrica Dj.
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Ejemplo 1.2.1 A modo ilustrativo se han considerado los nimeros difusos triangulares
U = Tra(45,50,50,55), V = Tra(50,55,55,60) y W = Tra(40,50,50,60) con el objetivo
de analizar las diferencias existentes entre (D (U, V))2 y (D;f’(U, W))27 segun diferentes

valores de 6 y ¢.

1
—Uu
—V
— W
0 I I

35 40 45 50 55 60 65

Figura 1.5: Numeros difusos triangulares U, V' y W

Debido a que U y V son el mismo niimero difuso trasladado en el eje X, la distancia

entre los spreads es siempre 0. Ademas, la distancia entre los mids es siempre la misma
2

para todo a € (0,1]. Por tanto, 6 y ¢ no influyen a la hora de calcular (D§(U,V))” que

siempre toma en este caso el valor 25.

Con el fin de calcular (D‘é’(U, I/V))2 se consideran diferentes valores para 6 asi como
distintas medidas ¢. Los valores de 6 considerados son 6 = 1/3 (eleccién que resultaria
analoga a ponderar con el mismo peso todas las distancias cuadréticas entre las co-
rrespondientes combinaciones lineales convexas de los extremos de los dos a-niveles, si
se recurriera a la métrica de Bertoluzza et al., equivalente a Dg‘p en el caso p = 1, ver
Trutschnig et al., 2009), § =1y 6 = 1/10. Como medidas ¢ se han elegido p = A = 5(1,1)
(medida de Lebesgue en (0, 1], que asigna pesos iguales a todos los a-niveles), ¢ = 5(1,3)
(distribucién que asigna mayor peso cuanto més bajo sea el valor del a-corte) y ¢ = 8(3,1)
(que asigna mayor peso a los a-cortes més préximos a 1, es decir, a los de los valores més
compatibles con las propiedades que caracterizan a U y V). Las distancias obtenidas se

recogen en la Tabla 1.1.
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| 0o | o= p=803) ] =561 |

6=1/10 | 0.8375 1.5150 0.2463
6=1/3 | 2.7917 5.0498 0.8210
0=1 8.3750 15.1495 2.4629

Tabla 1.1: Diferentes valores de (Dy (U, VV))2 segin 0 y ¢

Como se puede observar en la Tabla 1.1, fijado un valor de 6 concreto se observa
que la distancia (D(f(U,T/V))2 toma un valor mayor si los a-cortes inferiores tienen un
peso mas grande, y toma valores mas pequenos si los que pesan mas son los a-cortes
superiores. Cabe destacar que en este caso la distancia entre los mids de U y W es
siempre 0 para todo « € (0,1], pero si influye 6 asi como ¢ ya que la diferencia entre los

spreads varia en cada a-corte, como se puede apreciar en la Figura 1.6.

% (SPrUq- spra)®

201
15F

101

0.2 0.4 0.6 0.8 1 a

Figura 1.6: Diferencia cuadratica entre spry y spry segun o

Observacion 1.2.2 Segun el tipo de problema que se esté abordando en la préactica, es
conveniente el empleo de un valor de 6 u otro, debido a que hay que tener en cuenta el
orden de magnitud de la variabilidad de mids frente a la variabilidad de spreads. Asi, fijar
el valor # a priori no es un problema sencillo, si bien la equivalencia cuando p=1y <1

con la métrica de Bertoluzza et al. facilita la interpretacién de las distintas elecciones. Por
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otro lado, en la mayoria de las situaciones reales que se pueden presentar se considera que
todos los a-cortes de cada valor difuso tienen la misma importancia y, por este motivo,

habitualmente se empleara la medida de Lebesgue como medida ¢.

1.3. Elementos imprecisos aleatorios

Aquellos experimentos aleatorios sobre cuyos resultados se observa una caracteristica im-
precisa se van a modelar a partir de o bien conjuntos aleatorios (si el valor respuesta viene
dado por un conjunto), o bien conjuntos difusos aleatorios (si la respuesta se corresponde

con un valor difuso).

Dado un espacio probabilistico (£2,.4, P) con valores en K.(RP), se dice que una
aplicaciéon X : Q — K (RP) es un conjunto aleatorio asociado al espacio medible (£2,.4)
si X es medible (Borel) respecto a las o-dlgebras A y f4,,, donde B4, es la o-dlgebra
generada por la topologia inducida por dgy en K.(RP) (ver, por ejemplo, Matheron,
1985; Molchanov, 2005). En Trutschnig et al. (2009) se prueba que la métrica dy induce
la misma topologfa que la métrica de Hausdorff dg en el espacio K.(R?). De este modo,
se puede definir equivalentemente un conjunto aleatorio como una aplicaciéon medible
(Borel) respecto a las o-algebras Ay B4,, con B4, la o-dlgebra generada por la topologia
inducida por dy en IC.(RP).

Ejemplo 1.3.1 Se han realizado varias sesiones de cata del queso Gamonedo, en ca-
da una de las cuales se ha testeado la calidad de diversos quesos provenientes de una
poblacién de quesos producida por diferentes fabricantes especializados en el producto.
Las sesiones se han llevado a cabo en momentos arbitrarios desde julio de 2009 hasta
la actualidad y los quesos elegidos para cada sesién pueden considerarse representativos
del periodo de tiempo completo. Por tanto, se puede identificar el experimento con el
de realizar una tunica cata de quesos producidos en el periodo completo en el cual se
elegirian los quesos a catar aleatoriamente. Se contratan varios catadores expertos para

expresar su opinién acerca de las caracteristicas més relevantes de cada queso propuesto,
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tales como el olor, el sabor, la textura, la apariencia, etc. Se ha observado la opinién de
un experto concreto acerca de la forma de los quesos testeados en ese tiempo que viene
dada en forma de nuimeros difusos trapezoidales al igual que en el Ejemplo 1.1.3. En esta
ocasion, se ha simplificado el experimento considerdandose tinicamente el intervalo de valo-
res que el experto considera completamente compatible con su opinién (siguiendo el Ejem-
plo 1.1.1). Este experimento puede modelarse a través de un intervalo aleatorio, de ma-
nera que 2 = {conjunto de quesos producidos desde julio de 2009 hasta la actualidad},
A=P(Q), y P es una probabilidad distribuida uniformemente, puesto que los quesos se
eligen al azar. En la Tabla 1.2 se refleja la muestra de opiniones del experto acerca de la

forma de 20 quesos diferentes elegidos al azar.

’ Nimero de queso ‘ Opinién H Nimero de queso ‘ Opinién ‘

1 [46,50] 11 [70,80]
2 [65,73] 12 [70,80]
3 [65,73] 13 (64,73]
4 (60,66] 14 [49,53]
5 [50,60] 15 [48,52]
6 [45,50] 16 [42,50]
7 [58,72] 17 [50,54]
8 [50,53] 18 [53,63]
9 [40,44] 19 30,38]
10 [75,36] 20 [60,70]

Tabla 1.2: Opinién (intervalar) del experto acerca de la textura de 20 quesos

El concepto de conjunto difuso aleatorio (CDA) ha sido introducido desde diferentes
puntos de vista a lo largo de la literatura. De acuerdo con Kruse & Meyer (1987) y
Kwakernaak (1978, 1979), un CDA es una extensién del concepto de variable aleatoria
real, de manera que en su modelo se trata de observar una variable aleatoria real sub-

yacente (denominada ‘original’) que en realidad se percibe como un CDA. En el caso de
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las percepciones subjetivas de un experto acerca de una caracteristica de un producto,
no existe una variable aleatoria real subyacente. Es en ésta y otras situaciones similares
donde el interés se centra en obtener conclusiones acerca de la variable aleatoria propia-
mente imprecisa (ver Puri & Ralescu, 1986; Colubi et al., 2007; Gonzélez-Rodriguez et
al., 2010).

En relacién con el tltimo enfoque, Puri & Ralescu (1986) definieron el concepto de
CDA como extensién de conjunto aleatorio. Se dice que una aplicacién X : Q) — F2(IRP)
es un conjunto difuso aleatorio (también llamada variable aleatoria difusa) asocia-
do con el espacio medible (£2,.4) si la aplicaciéon a-nivel X, :Q — K.(RP) tal que
Xo(w) = (X (w))a para todo w € ), es un conjunto aleatorio cualquiera que sea « € (0, 1].
Equivalentemente, una aplicacién X : Q — FZ(R?) es un CDA si X es medible Borel
respecto a las o-algebras A y ﬁD;», cuando la métrica D} es considerada en F2(RP) (ver,
por ejemplo, Colubi et al., 2002; Trutschnig et al., 2009). También, X es un CDA si sy
es un elemento aleatorio evaluado en £2(SP™! x (0, 1]) (ver Gonzélez-Rodriguez et al.,

2010).

Una de las ventajas mas importantes de considerar una aplicacién medible Borel
que tome valores en un espacio métrico es que las nociones de distribucién inducida,

independencia, etc., son las cldsicas (ver Billingsley, 1968).

Ejemplo 1.3.2 En el contexto del Ejemplo 1.3.1, se tienen las percepciones del experto
acerca de la forma de los quesos representadas ahora a través de nimeros difusos trape-
zoidales (como se describié en el Ejemplo 1.1.3). El experimento aleatorio se modela
a través de un CDA (tomando valores en F.(R)) donde el espacio probabilistico es el
considerado en el Ejemplo 1.3.1. En la Tabla 1.3 se reflejan los valores de la muestra
de opiniones ofrecidas por el experto, asi como su representaciéon grafica en la Figura
1.7. Cabe destacar que, asi como en la representacién intervalar pueden detectarse al-
gunas coincidencias, en la representacién difusa no se han detectado de modo que esta
ultima permite describir las percepciones del experto de forma més fiel y capta mejor la

variabilidad en las percepciones.
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Ntumero de queso ‘ Opinién H Ntmero de queso ‘ Opinién ‘
1 Tra(44,46,50,54) 11 Tra(60,70,80,80)
2 Tra(60,65,73,80) 12 Tra(70,70,80,85)
3 Tra(60,65,73,84) 13 Tra(60,64,73,80)
4 Tra(57,60,66,85) 14 Tra(45,49,53,60)
5 Tra(49,50,60,70) 15 Tra(43,48,52,56)
6 Tra(42,45,50,57) 16 Tra(39,42,50,51)
7 Tra(50,58,72,82) 17 Tra(45,50,54,58)
8 Tra(49,50,53,57) 18 Tra(50,53,63,80)
9 Tra(36,40,44,46) 19 Tra(30,30,38,50)
10 Tra(69,75,86,90) 20 Tra(50,60,70,80)

Tabla 1.3: Opinién (difusa) del experto acerca de la textura de 20 quesos

0.81

0.6

0.4+

0.2

6} 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 1.7: Percepciones de un experto acerca de la forma de una muestra de quesos

1.3.1. Valor esperado de un elemento impreciso aleatorio

En muchas situaciones resulta util resumir la informaciéon de un elemento impreciso
aleatorio en un sélo valor que permita comprender mejor el comportamiento del mismo o
realizar comparaciones. En esta seccién se considerard una medida de tendencia central,

el valor esperado, alrededor del cual toma valores el elemento aleatorio. La nocién de
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valor esperado que va a considerarse generaliza la esperanza de un conjunto aleatorio en
el sentido de Kudo-Aumann (ver Aumann, 1965; Puri & Ralescu, 1986). Debido a que
el trabajo con CDAs engloba el correspondiente con conjuntos aleatorios, los conceptos

y propiedades expuestos a continuacién se tratardn solamente para CDAs.

Se dice que un CDA estd acotado integrablemente si E (|[sx|g,,) < 00. Se define el
valor esperado difuso (o media difusa o esperanza difusa) de un CDA X integrablemente

acotado como el tinico conjunto difuso en FZ(RP) tal que se cumple E(sx) = sp(a).-
Para el caso p =1, E(X) viene dado como el conjunto difuso que verifica que
B(X,) = [E(inf(Xa)), E(sup(Xa)):I para todo a ¢ (0,1]. (1.14)
Equivalentemente, E(X) puede expresarse como el conjunto difuso que cumple

E(X,) =[F(mid(X,)) + E(spr(X,))] para todo a € (0,1]. (1.15)

Una de las propiedades mas importantes de este valor esperado es su linealidad,
va que E(riX +ry)) = E(X) +roE(Y) para todo r1,79 € R y CDAs X,Y. Ademds,
E(X) es el tnico conjunto difuso en F2(RP) que satisface para todo a € (0,1] que

(B(X)), = B(X).

Debido a que el objetivo de esta memoria es realizar estudios de inferencia, se va
a trabajar con una muestra aleatoria simple (m.a.s.) obtenida a partir de la realizacién
independiente del experimento aleatorio un niimero determinado n de veces. Las realiza-
ciones anteriores seran también elementos imprecisos aleatorios distribuidos del mismo
modo que el elemento aleatorio origen. Sea {X;},-; una m.a.s. del CDA X. Se define la

media muestral de {X;}7; como:

— 1 1 &
Xn:f(X1+...+Xn):fZXi. (116)
n niz1

Algunas propiedades importante de la esperanza de Aumann en relacién con la media

muestral son las siguientes:
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= Si X estd acotado integrablemente, entonces la media muestral de una m.a.s. de X

es un estimador insesgado del valor esperado de X, es decir, E(X,) = E(X).

= El concepto de valor esperado de Aumann es coherente con la aritmética conside-
rada para CDAs con un nidmero finito o numerable de valores distintos y con la
Ley Fuerte de los Grandes Numeros, ya que la media muestral de una m.a.s. de un
CDA es un estimador fuertemente consistente de la esperanza del CDA (ver Colubi

et al., 1999), es decir:

n—00

X, — E(X) cs [P] (1.17)
para todas las métricas usuales D que pueden considerarse sobre F2(RP).

= Sobre la base del Teorema Central del Limite para espacios de Hilbert y el Teore-
ma de la aplicacién continua se tiene que n(D“; (z’(in,E()c')))2 converge en ley al

cuadrado de la norma de un gaussiano con la misma estructura de covarianzas que

Sx —E(Sx).

Ejemplo 1.3.3 Dadas las opiniones intervalares de un experto acerca de la forma de una
muestra de quesos presentadas en el Ejemplo 1.3.1, su media muestral viene dada por el
intervalo [54.5, 62]. Es decir, la opinién del experto acerca de la forma de los quesos varfa
entorno a un minimo de 54.5 y un méaximo de 62. Ademads, matizando las opiniones en
forma de nimeros difusos trapezoidales dadas por el mismo experto en el Ejemplo 1.3.2,
su media muestral difusa es Tra(50.4,54.5,62,69.25) y en la Figura 1.8 se puede observar
su representacién gréafica. Por tanto, en este caso la opinién de los expertos acerca de la
forma de los quesos se mueve con completa compatibilidad entre 54.5 y 62, y con mayor

o menor grado de compatibilidad entre 62 y 69.25.

1.3.2. Varianza de un elemento impreciso aleatorio

Otras medidas resumen importantes en Estadistica son las medidas de dispersién, en-

caminadas a cuantificar lo préximos o alejados que estén los valores que toma el elemento
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0 20 20 60 80 100
Figura 1.8: Media muestral de las percepciones del experto acerca de la forma de un

conjunto de quesos

con respecto a un punto central (en general, el valor esperado). Especificamente, en es-
ta memoria se va a trabajar con una varianza de tipo Fréchet, definida en términos de
una distancia cuadratica entre los valores del elemento y su media. En otras palabras, la
varianza se corresponde con un ‘error cuadratico’ que se obtiene cuando se trata de re-
sumir la distribuciéon por medio del valor esperado. De nuevo, los conceptos y propiedades

presentados en esta seccidn se trataran solamente para CDAs.

Siel CDA X cumple E (HSX sz) < 00, se puede cuantificar su ‘variabilidad’ en torno
al valor esperado mediante el uso de la DJ -varianza (o simplemente varianza), que se
define como el valor real

0% = B((Df (¥, B(X)))"), (1.18)

o, equivalentemente, 0% = E (|sx - E(sx)|3 ). Es importante notar que el valor espe-
rado de Aumann, y la varianza asi definida, estdn en concordancia con el Principio de
Fréchet (ver Fréchet, 1948), en el sentido de que el valor esperado tipo Aumann cumple
la condicién de ser una esperanza-Fréchet con respecto a la distancia D, lo que significa
que

E((Dg (%, B(X)))) = B((D§ (x,0))°). (1.19)

inf
UeF2(Rp)
Esta concordancia asegura buenas propiedades para la varianza en un sentido similar
al caso cldsico (ver, por ejemplo, Kérner, 1997; Lubiano, 1999; Lubiano et al., 2000). Es

posible definir equivalentemente la varianza de un CDA X a partir de la expresién (1.12)
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del siguiente modo:
035 = arznid o OJSPrX (1.20)
Se define la varianza muestral de {X;}7.; como

%i(m(&,x ))2 (1.21)
La varianza muestral es un estimador sesgado y consistente de la varianza poblacional

de X (ver Lubiano, 1999; Lubiano & Gil, 1999; Korner & Nather, 2002), verificando:

1 —> 00
) = oo o?‘g y 7% %5 6% cs. [P (1.22)

En la prictica, se va a trabajar con la cuasivarianza muestral de {X;};., dada por
2

52 - nl11 1(D“’(XZ,X ) (1.23)

que es un estimador insesgado y consistente de la varianza poblacional (ver Lubiano,

1999; Lubiano & Gil, 1999; Korner & Néther, 2002).

Ejemplo 1.3.4 Se pretende calcular la variabilidad de las opiniones (intervalares) dadas
por un experto acerca de la forma de una muestra de quesos Gamonedo en los Ejem-
plos 1.3.1 y 1.3.2. Para ello se consideraran, ¢ = A y 0 € {1,10} (siendo estos los valores
elegidos en la aplicaciones précticas, como se verd en las Secciones 2.1.4 y 2.2.6). La va-
rianza y cuasivarianza muestrales con respecto a dy de las percepciones intervalares son
% =149.4750, y 5’?( =157.3421 para dy, y 5% = 169.6125, y 3’} =178.5395 para dio. Los
resultados obtenidos concuerdan con la definicién de varianza dada en (1.20), en el senti-
do de que cuanto mayor es el valor de 6, mayores son los valores de las correspondientes

varianzas y cuasivarianzas.

Asimismo, la varianza y cuasivarianza muestrales de las opiniones trapezoidales del
Ejemplo 1.3.2 vienen dadas por 6% = 149.3472 y SX =157.2076 para D}, y 5% =204.2751
y :S'\fv = 215.3422 para Dj,. Al 1gual que antes, los resultados concuerdan con (1.20),

aumentando los valores de la varianza y la cuasivarianza de X a medida que aumenta 6.
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1.4. Simulacion de CDAs

Con el objetivo de ilustrar el comportamiento en la préictica en relacién con los resulta-
dos tedricos obtenidos, se realizardn simulaciones utilizando dos métodos diferentes. En
primer lugar se haran simulaciones considerando la generacién de muestras de un CDA
trapezoidal en R, ya que los niimeros difusos trapezoidales han sido ampliamente uti-
lizados en la literatura hasta la actualidad (ver, por ejemplo, Denoeux & Masson, 2004;

Grzegorzewski, 2008; Colubi, 2009; Gonzalez-Rodriguez et al., 2010).

En segundo lugar se utilizara un nuevo método para la simulaciéon de niimeros difusos
a partir de un CDA cualquiera fijado su valor esperado (ver Gonzalez-Rodriguez et al.,

2009).

1.4.1. Generacion de nimeros difusos a partir de un CDA trape-

zoidal en R

Como ya se vio a lo largo de la secciéon, un numero difuso trapezoidal se denota
por A = Tra(infAg,inf Aq,sup Ay,sup Ag), donde [infAg,sup Ag] es el O-corte de A y

[infAq,sup Aq] es el 1-corte. En general, sus a-cortes vienen dados por (1.1).

Supdngase que se quieren obtener valores de un CDA trapezoidal X = Tra(a, b, ¢, d).
Para ello basta generar valores de dos variables aleatorias reales b y ¢ (que constituirdn
los limites de los 1-cortes de los nimeros difusos pertenecientes a la muestra), asi como
valores de dos variables aleatorias reales positivas, [ y r, donde [ = b — a es la distancia
entre los infimos del O-corte y el 1-corte, y 7 = d — ¢ es la distancia entre los supremos
del O-corte y 1-corte. La distancia entre dos numeros difusos trapezoidales A; y Ag ha
sido introducida en la expresién (1.13). Ademds, la esperanza de un CDA trapezoidal

X =Tra(a,b,c,d) viene dada por:

E(X)=E(Tra(a,b,c,d)) = Tm(E(b) - E(1),E(b),E(c), E(c) + E(r)). (1.24)
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Asimismo, es facil ver que si b, ¢, [ 'y r son independientes la Dg—varianza de X toma

el valor:

1+6
oy = (ot e (o2 o) [

(Qu(l—cﬁzdw(a)). (1.25)

Por otro lado, si los pardmetros son dependientes se tiene la siguiente expresién para

la varianza:

i (ot (otead) [ (-0 de(@)
(ot (@) | (1=a)dg(o) (1.26)
1+40 7

1-6
+ TO'T.J (’[(0’1](1 - oz)zdgo(oz) +(0cr+0c1) /;0’1](1 - oz)dgo(a)) .

+

Particularmente, si se considera como ¢ la medida de Lebesgue )\, se tiene:

1+0 1
0% = 1 (U§+U§+§(of+al2)) (1.27)

en caso de independencia o, en caso de dependencia:
1+46
2 _ 2, 2
oy =——|op +o
1-0

+—( +71( + ))
Op.c Opyr +0 .
5 bet 5 (00, bl

Lia, o
¢t Ocr+0c1+ 3 (O'T +o; + 207.71)

(1.28)

1.4.2. Generacién de numeros difusos a partir de un CDA con

valor esperado dado

Este método de generacién aleatoria de numeros difusos, desarrollado por Gonzélez-
Rodriguez et al. (2009), se resume como sigue. Sea V € F.(R) el valor esperado del CDA

que se quiera simular. Dicho valor se puede descomponer como
V=V+VL+V"R, (1.29)

(ver Figura 1.9), donde V¢ es el punto medio del 1-corte de V, V! = V¢ —min(Vp) € R*
es la amplitud izquierda, V" = méx(Vp) — V¢ € R* es la amplitud derecha, y L, R € F.(R)
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son conjuntos difusos que cumplen que:

| {0} sivi=0, (1.30)
| [(min(Va) -ve,0] siViz0 '
. { {0} si VT =0, (131)

[0, (méx(Va) - V"] siV"#0

para todo « € [0, 1].

 ——
v! ve vr 0

Figura 1.9: Descomposicién de un conjunto difuso V

Si se fija un nimero ng € N (suficientemente grande) de a-cortes, 0 = a3 < g <...<
O, = 1, se puede aproximar el nimero difuso V' considerando dos variables aleatorias
reales discretas, X; y X,, que toman los valores a1, ..., a,, con probabilidades correspon-

dientes p} = Fx, (1), pf = Fx, (a1), P} = Fx, (o) = Fx, (1) y pf = Fx, (a;) = Fx, (i),

para todo 7 = 2,...,ng, y definiendo nimeros difusos que se aproximan a V' como sigue:
no ; ng
C T
Vno =V+ Z _Bl—aici + Z Bl—aici (132)
i=1 i=1

donde ¢t = Vipt >0, c¢f =V"pl >0 (i=1,...,n0), y para todo = € [0,1] el conjunto difuso
B, € Fo(R) es tal que (By)a = [0, ]—[a,l](x)]'

Se propone hacer la simulacién de un CDA X de acuerdo con los siguientes pasos:
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Paso 1. Fijar un valor esperado V = E(X) € F.(R), un indice ng (suficientemente grande),
y a-cortes 0=y <ap <...<ap, = 1.

Paso 2. Calcular los coeficientes (V°,cl,...,c, ,¢f,...,c}, ) mediante la ecuacién (1.32).

Paso 3. Considerar un vector aleatorio de coeficientes de dimensién (2ng + 1)

Y=(C%C,...,CL .CT,...,Ch ) Q— R x [0,00)

no’
para construir el CDA X,,, como una perturbacién de (V¢ ¢, ... ,cﬁm,c{, s Chg)
de modo que se cumpla
E(C°,CY,...,CL  CT,...Ch )= (VO ... ch el e
Paso 4. Generar muestras Yi,..., YV a partir de Y y construir conjuntos difusos A; para
je{l,...,m} andlogos a (1.32).
Siguiendo los pasos anteriores, el CDA ‘aproximado’ &,,, de X sera:
no o
Xno =C°+ > -B1_4,Cl + 3 Bi_o,CF. (1.33)
i=1 i=1

En la préctica, se va a considerar una variable aleatoria C° que cumpla que E(C?) =

V¢, y dos variables aleatorias reales no negativas Z;, Z, con E(Z;) = E(Z,) = 1 de

las cuales se extraen dos muestras {X;};° y {Y;}!%, respectivamente. Para todo i €
{1,...,n0} se definen C’f = Xicé y C7 =Y,c}. De este modo se tiene la siguiente igualdad:
no . no
(Xno)1-a; = [CO - > .+ Y O;“] (1.34)
i=ng—j+1 i=ng—j+1

v asi, la esperanza de X viene dada por:

no no
(B(X)ia, =[Vo- 2 dves Y d] (1.35)
i=ng—j+1 i=ng—j+1

Por otro lado, es facil probar que la D -varianza de X,,, viene dada por la expresion:

no

1+6 & . 1+60 , & . X
UE( = U%«o + TO'E( Z]goj(cg»)Q + TO’% z]goj(c;)Q, (1.36)
j=1 j=1
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donde {p1,...,pn,} son los pesos asignados por la distribucién ¢ a cada a-corte, con
a€{aq,...,an, }. En concreto, para la medida de Lebesgue tales pesos son todos iguales

y valen 1/ng, cumpliéndose:

no
2 9 1+6 ,
O'Xno—O'Co“‘mO'X

+6
j

j=1 4ng

. 1 & L,
](cl-)2 + 012/ Z](cj )2. (1.37)
P



Capitulo 2

Contrastes de hipoétesis sobre
la varianza de conjuntos

difusos aleatorios

En este capitulo, el principal objetivo se centra en el desarrollo de algunas técnicas de
contraste de hipdtesis sobre una medida de dispersion relativa a los CDAs que a su vez
toma un valor real: la varianza definida en términos de la distancia considerada en el

Capitulo 1.

En primer lugar, se va a realizar el contraste bilateral de la varianza de un CDA con
respecto a un elemento de R*, asi como sobre los correspondientes contrastes unilaterales.
Como se ha mencionado anteriormente, la finalidad de estos estudios es la extensién de los
resultados presentados por Lubiano (1999) a una clase de CDAs que toman valores en el
espacio de conjuntos difusos en R? y con un nimero de valores distintos no necesariamente
finito. Para llevarlos a cabo, se recurrird a un estadistico de contraste basado en los
llamados UH-estadisticos (ver Hoeffding, 1948), obteniendo su convergencia a partir del

Teorema Central del Limite. Ademds, se examinaran técnicas de contraste asintéticas

29
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y bootstrap para el estadistico obtenido. Con el fin de comparar ambas técnicas, se
realizardn estudios de simulacién para CDAs utilizando los dos métodos de generacion

de muestras de CDAs introducidos en el capitulo anterior.

En segundo lugar se va a contrastar la homocedasticidad de k CDAs a partir de
la teorfa cldsica desarrollada por Levene (1960), debido a la existencia de tests boot-
strap eficientes de tipo ANOVA para CDAs. Asimismo, se analizard el caso particular
k = 2 mediante el empleo de técnicas de UH-estadisticos siguiendo la linea del test de
una muestra. Como la distribucién asintética del estadistico de contraste que se va a
utilizar es dificil de tratar, se analizara la convergencia del mismo mediante el empleo de
técnicas bootstrap. Adicionalmente, se sugiere una extension al contexto de CDAs del
test desarrollado por Shoemaker (2003) y que estd basado en el test cldsico de Bartlett.

Ambos tests se comparardn empiricamente mediante estudios de simulacién.

En ambos casos se analizara la potencia de los procedimientos asintéticos propuestos
utilizando las llamadas alternativas locales, una sucesién de hipétesis alternativas que

convergen a la hipdtesis nula a medida que el tamano de muestra aumenta.

Los resultados que se desarrollen a lo largo del capitulo van a aplicarse sobre ejemplos

reales basados en el andlisis de la calidad del queso Gamonedo.

2.1. Contrastes de hipoétesis para la varianza de un

CDA

Existen situaciones en las que resulta 1til analizar si la variabilidad de una poblacién
puede considerarse igual, mayor o menor que determinado valor. Por ejemplo, para de-
terminar si el queso Gamonedo merece o no mantener la Denominacién de Origen (D.O.,
obtenida en el afio 2003), un requisito indispensable es que no sea muy elevada la va-
riabilidad de las opiniones de un catador acerca de la calidad de ciertos aspectos de los

quesos que han sido producidos en un determinado periodo de tiempo.
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Por tanto, uno de los problemas que se abordan en esta memoria es el de realizar el

contraste de las hipdtesis

Hy:0% =02 frentea H,:0% #o0q. (2.1)

El interés se centra igualmente en los contrastes de hipdtesis unilaterales para la

varianza de un CDA, es decir, en contrastar

Hy:0% <of frentea H,:0% >0z, (2.2)
Hy:0% >05 frentea Hy:0% <op. (2.3)

Como estimador (difuso) de la media poblacional de X', E(X'), se considera la media

muestral, X,,, y como estimador (real) de 0%, se tiene en cuenta la cuasivarianza muestral,

3z,

En la Seccién 2.1.1 se define un estadistico de contraste para los tests propuestos a

partir del empleo de los llamados UH-estadisticos y se analiza su convergencia.

2.1.1. Procedimiento asintotico

La teoria de U-estadisticos en un espacio de Hilbert (o UH-estadisticos) fue inicialmente
desarrollada por Hoeffding (1948), uno de los pioneros de la Estadistica No Paramétrica.
En general, sean X7, ..., X, elementos aleatorios independientes con valores en un espacio
medible (M, By) y con la misma distribucién F'y sea H un espacio de Hilbert real y

separable con producto escalar (-,-) y norma asociada | - | z. Se define:

U, - (”)_1 Y o(X,.... X))

m 1<ii<.. <im<n

donde @ : M — H es un nucleo simétrico en sus argumentos. Entonces U,, se denomina

UH-estadistico.
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Sea X un CDA asociado al espacio probabilistico (2, 4, P) y Xi,..., X, una m.a.s.
obtenida a partir de X. Entonces, sx,,. .., Sx, son variables aleatorias independientes con

valores en el espacio medible (Eg (SP1x(0,1]),8 D;:) e igualmente distribuidas. Dado el

espacio hilbertiano (]R, [ - H) se define el siguiente UH-estadistico:
-1
n
U= (5) % #(wesn)
2 1<i<js<n

donde @ : £ (SP™! x [0,1]) x L5 (SP! x [0,1]) — R es tal que

1
‘I’(SXWSXJ) = By HSXz - 8x; ”3,99'

Proposicion 2.1.1 Teniendo en cuenta la notacion anterior, se tiene la siguiente igual-
dad:
U, =5%.

Demostracion.
U = ( ) E *“S =S H = — E ”S -8 H
n 2 2 X; X 6,0 n(n - 1) Xi X 0,0

1<i<j<n 1<i<js<n

1 2
© w33l

1 2
o & 2 s s saly,

1 2 1 2
B R T Ca R e

2

2
Ademss, m ZZ: ; (SXi —Sx o Sx sxj): = 0. Entonces:
n 2 n 2 _a
= —————— +— =5%.
2n-1) "% T o(n_1)7¥ "X

Los estudios realizados en Korner & Néather (2002) prueban que

E(S}) = 0% (2.4)
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Por otro lado, también es posible calcular la varianza de S )2( utilizando el Lema 2.1.2

propuesto por Hoeffding (1948) para variables aleatorias y segun el cual:

-1
Lema 2.1.2 (Hoeffding, 1948) SiU, = (") > (X;,,..., X5, ) es un UH-

1<i1<...<im<n

estadistico que verifica que E((I>2 (Xiy, .- .,Xim)) < 0o, se cumple que:

ot=() £ e

donde (i, = Ué’k(Xl,---,Xk) de modo que @y, viene dado por la expresion

@k(xl,...wk):E(<I>(X1,...Xn)|X1:xl,...,Xk :xk).

A partir del Lema 2.1.2, se obtiene una expresién util de la varianza de S 2 en la

Proposiciéon 2.1.3.

Proposicién 2.1.3 Sea X un CDA sobre el espacio probabilistico (Q, A, P) y X1,...,Xn

1
una m.a.s de X. Si E(Z Isx, = s, H‘;W) < oo (0, equivalentemente, E(||sX||37@) < 00),
entonces:
U?D“"(X E(X)))? 404
02, = - + x__ (2.5)
Sk n n(n-1)

Demostracion. Utilizando el Lema 2.1.2 y teniendo en cuenta que en este caso

1
P (s;(i,sxj) =3 Hs/yi - Sx; HZW se tiene que:

= (0) (06 a- )62

donde:

s (1= aéi (sx,)" Por un lado, sumando y restando la esperanza poblacional, se tiene
1
2
G = E(9(sx)) - [B(@i(sx))])”
4 2
E((D“; (X,E(X))) ) -0k B J(Dg’(;\us(x)))2

4 4

1
que @, (sx,;) = HS& - SE(X)‘|Z,¢ + 50/214. Ademés, E (®; (sx,)) = 0%. Por tanto:
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(o= O'(Qb(i O ya que en este caso se cumple que para i # j:

1 1
i) (5x58%,) = 5 [sx = s, lo, = 5 lsx = sp@) + sm0) — s, o

y asi, teniendo en cuenta que E(@(i,j) (s;(i,sxj)) = a?‘g y que, al ser sx, y sx;

independientes, se verifica:

1 4
E ((b%i,j) (SXHSXJ’)) = 1 Z

k=o(2)E[(SXi - SE(X))k]E[(SXj - SE(X))4_k] .

De este modo se tiene que

G2

E ((I)%z',j) (szsz)) - [E(q)(i,j) (SXi’SXj))]2
- i(2E((D;”(X,E(X)))4)+6a§().

Finalmente, la varianza de S /% viene dada por la siguiente expresion:

2
(Dg (X,E(X)))? . 40%

n(n-1)

o5y = (;‘)1 (2(n-2) G+ o) = -
O

Los estudios realizados en Borovskikh (1986) y en Hoeffding (1948) garantizan que

los UH-estadisticos cumplen el Teorema Central del Limite en el sentido siguiente:

Lema 2.1.4 (Hoeffding, 1948; Borovskikh, 1986) Sean  Xi,...,X,  wvariables

aleatorias independientes que toman valores en un espacio medible (M,Bpn) y que

-1
tienen la misma distribucion F, y sea U, = ( ) Z (X, ., Xi,) un
m 1<i1<.. <im<n
UH-estadistico con ® : M™ — R un nicleo simétrico en sus argumentos. Entonces se

cumple que U — E(U,)
n - n

(TU71

£ N (0,1)

donde E(U,) y ‘7(2]” denotan la media y varianza de U, respectivamente, bajo la unica

condicidn de existencia de E (®*(X,,,...,X;,,)).

De los resultados anteriores, se deduce el Teorema 2.1.5.
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Teorema 2.1.5 Para cada n € N, se consideran n CDAs independientes e igualmente
distribuidos que X, X1,..., Xy, definidos sobre el espacio de probabilidad (2, A, P). Si

E(|sx HéQ) < o0, entonces:

7o YRR e v

n 2
V2 (Dg(x,E(x)))?

Demostracion. Utilizando el Lema 2.1.4 y las expresiones (2.4) y (2.5) se deduce que

T2 2
7! - 5% 0 £, N(0,1).

" i 2 404
(DJ(X,E(X))) 4 Jox
n n(n-1)

El resultado se concluye teniendo en cuenta que

a? e 2 4
(Dg (X, E(X))) 4o,

n n(n-1) nooo
—

oal eall
T,=1T, - -C,, conC, = =
7(Df (x.B(x))?

n

O

Debido a que el denominador de 7}, es un valor poblacional que en principio es

desconocido, se propone un estimador del mismo dado por

R 1& I 1 _ 2
5 ey = o 2o ((DF (A, 20)" == 3 (D (4, %))

i=1 i=1

En el Teorema 2.1.6 se prueba la consistencia del estimador anterior.

Teorema 2.1.6 Para cada n € N, se consideran n CDAs independientes e igualmente
distribuidos que X, X1,...,X,, definidos sobre el espacio de probabilidad (Q, A, P). Si
E(|sx ng) < 00, entonces:

_2 c.s. 9
O (b (2 E))? 7 (Dg (¥, B(x))? (2:6)

cuando n — oo, es decir, {" es una sucesion de estimadores fuertemente

2
"(Dz’(x,mf}n
consistentes de o>

(D (X, E(X)))*"
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Demostracion. La demostracién de este teorema se va a realizar en dos pasos. En el

apartado a) se probard que si para todo n € N se define

1 & 2 1 & 232
Au =2 3 ((DF (4, B@) - 132 (DF (R B@)°)

i=1 i=1
entonces {A,}, es una sucesiéon de estimadores fuertemente -consistentes de

2
(D (x,B(x)))*"

En el apartado b) se demostrard que, cuando n — oo, entonces

C.S.

(s ey ~ ) 50

a) Se comprobard en primer lugar que

{An}n (Dap(X E'(X))) (27)

Se puede introducir el término o3, = E( (De‘p (X, E(é‘()))2 ) en la expresion de A,

obteniendo el siguiente desarrollo:

1
n ¢

7=

z( (D§ (X, B(X)))’ - E((Df (X, B(%)))?)

[ui

B((0F (X (X)) - £ 3 (0F <X¢,E<X>>>2)

> ((Df (%, (X)) - E((D§ (X, E(X)))*))’

S|
M=

.
Il

M= ©

+

S 3=

i=1

(205 .p@ny)- 135 0f (.m0

1

.
Il

((D“’ (X, B(X)))* - E((Df (¥, B(X)))*))

INNGE

s
—

n

- (E((D;’ (x.B@N)- 135 05 <Xi,E<X>>>2)

i((D;” (X, B(X)))? - E((D§ (X, B(X)))*))’ (2.8)

3\'—‘

(E (05 (@B - 13 D“"(Xi,E(X)))Q) . (29)
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El sumando (2.8) se corresponde con la varianza muestral de las variables aleatorias
reales {(D“J (X, B(X))) } y se sabe que la varianza muestral es un estimador
fuertemente consistente de la varianza poblacional. Por tanto

i ( (D (XivE(X)))Q ) ((Dé’ (XaE(X)))Q))Q = O?DZ;(A’,E(X)))Q'

i=1

S

Por la Ley Fuerte de los Grandes Numeros se puede asegurar que

i(p%’ (X, E(X)))" =5 B((Df (X, E(X)))").

:\'—‘

En consecuencia, el término (2.9) converge casi seguro a 0, obteniéndose asf (2.7).

Se probara ahora que, cuando n — oo, entonces

(E?D;’(XZ))Z - An) =50, (2.10)

Se puede introducir el término (Dg’ (PTn, E(X)))2 en la expresién de 72 P
(0§ (¥ %)

y asi obtener:

n 272
EiDé"(X,E)f > (DF (%, Xn))z )

(CIEEIEED

I

N
Il
—

Sli= 3

o

Il
=

K2

( (07 (.20 (0 (& )’
1

LS (07 (e 07 (@B )

Teniendo en cuenta la igualdad
(DF (X, 72)) +(DF (%, B(X)))” = (DF (X, B(X))) =2 (s, = 53753, = 5500}
¥ que, por las propiedades del producto escalar y la funcién soporte, se cumple que
g(@% ~ s s SE)), ) =0,

la expresion anterior se puede desarrollar del siguiente modo:
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T = 5 o ((DF (R B@))Y = £ 32(DF (X B(X)))" )
+ %é((SXi—STn,SZ—SE(X)>§)2
- %i((s& ~SE(X),SX; 75E(X)>:

N
Il
i

'(S){i —SK,SK—SE(X)):).

Se puede observar que el primer término del desarrollo anterior es A,, y, del mismo

modo, se puede comprobar que

%)
<8xi —SE(x):SXx; — SE(X))G
7]
= (s, — s s, — SB(X) + SB(Y) ~ S%),
¥ ¥
+ (s~ sp(x) 57— 5B )y + 2 (S~ sm 57— S0 )y -

Tras simplificar calculos se obtiene que & = A, - B,, donde

2
(Dg (x.%2))°

n
By = Z;((sxi — Sz S —sE(X)): (sxi _STn’STn_SE(X)>: )
=

Por tanto, basta probar que —B,, converge casi seguro a 0 para obtener el resultado.

Para ello, se descompone como sigue:

3

-Bp= - (<5Xi’8Xi>§(5stZ>g_ <8Xi7in>g(5Xi’sE(X))g) (2‘11)

.

M- i

~
]
-

((sxs2)8 (53 sm(0) )i — (S0, 82, )5 (s 5308 ) (2.12)

-

s
]
fu

(5205520200 )5 (sx05 5B )b ~(s20, 8B ) (520, 53705 ) (213)

-

((5ﬁ7 sx)o sz s —(Sm 5x:)6 (5% SB(X) )e) (2.14)

-

((SZ7 Sx; >§(SX1 ) SE(X))g - (SH, Sx; >§(8Xi ) SZ>§) (2'15)

~
Il
-

-

N
Il
[u

((ss55m020) )5 (s 5306 —(525, sm(0) g (S sm(2))g)  (2:16)

-

.
[
—

((STHJ SE(X)>5<S?Q ) STn>g_(sTn7 SE(X) >g(3/\’i ) SE(X))g) (2'17)

({sz s 6 (5% 5B o (5% SB(0) g (s 5708 ). (2.18)

Sie 3k 3 3le 3 3 3le S
W

-

N
Il
-
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A continuacién se analizard la convergencia de los términos pertenecientes a la

descomposicién de —

En relacién con el término (2.11), utilizando las desigualdades triangular y de
Cauchy-Schwarz se cumple que:

_4
n

n
Z( sx,,52,)8 (52, 5% ), —(8;«”82(1-)5(8&7815(«?)):)
=1

5

i=1

2 P
= n Sx, ~ SE(X) 0,

Del mismo modo, el valor absoluto de (2.12) se puede acotar como sigue:

4n

- Z; ( sx,, 8208 (30580 ) — (5205205 (53, 52);)

4
n

Es facil ver que la cota anterior también la verifica el sumando (2.15). Finalmente,

szl Nsmco = sz, -

con respecto al término (2.13) se cumple que:

4 n
e ({55300 )y (300 3500 )y~ 3300 )y {52055 )

n

<52 Isecolo,, lsec - sz,

c .y . . 4
La condicién E (HSX ‘|3,¢) < oo implica que HsE(X) ||9 , < ©0; por tanto, los momen-
tos de orden inferior también son finitos. Ademas, &,, es un estimador fuertemente
consistente de F(X'), por lo que Sx. =5 sE(x)- De este modo, se concluye que los

términos (2.11), (2.12), (2.13) y (2.15) convergen casi seguro a 0.

Igualmente, es inmediato que también los sumandos (2.14), (2.16), (2.17) y (2.18)
convergen casi seguro a 0, teniendo en cuenta que Sx- 250 E(x) Y gracias a las

propiedades del producto escalar y de la funcién soporte.

Por tanto, —B,, converge casi seguro a 0 y se tiene la convergencia (2.10) como se

queria demostrar.
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A partir de los resultados (2.7) y (2.10) obtenidos en @) y b) es obvio, por las

propiedades de la convergencia casi seguro, que

—~2 C.S. 2
(g (x.@))* O (g (x.B(x))*

Como consecuencia de los estudios anteriores, se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 2.1.7 En las condiciones de los Teoremas 2.1.5 y 2.1.6, si E(||sx H; p) <00 se
cumple que el estadistico definido por
Vi (Sx -0%)

% og (2. 70))"

T, = (2.19)

converge en ley hacia una variable aleatoria real con distribucion N(0,1).

Demostracion. Por los Teoremas 2.1.5 y 2.1.6 se tiene que

o2 2\ £ 2 ~2 c.s. 2
V(S -ox) =N (O’J(D;%X,E(X»)Z) Yo gy T Y0

Por tanto, aplicando el Teorema de Slutsky se satisface que
c
T, — N(0,1).
(]

De ahora en adelante, para llevar a cabo los Tests (2.1), (2.2) y (2.3), se va a utilizar

el estadistico

e (2.20)
(Df (%.%))*

Observacion 2.1.1 A lo largo de la memoria se analizard si cada uno de los tests pro-

puestos es asintéticamente correcto. Sea p un nivel de significacién fijado. Se dice que
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un test que consiste en rechazar Hy cuando T, > ki_, (siendo T, el estadistico de con-
traste y ki—, € R el percentil de orden 100(1 - p) de la distribucién asintética de T),) es
asintoticamente correcto si cuando Hy es cierta se cumple:
limsup P(T, > ki-,) < p
n—oo
y ademas la igualdad se alcanza en alguna situacién bajo Hy. La definicién es analoga

en el caso en el que se rechace Hy cuando 1), < k, o bien cuando |T,| > k(1-py/2-

Sobre la base de los teoremas anteriores, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 2.1.8 Considérense las condiciones de los Teoremas 2.1.5, 2.1.6 y 2.1.7, y

pel0,1].

a) Sea z1_,o el percentil de orden 100 (1 - p/2) de la distribucidn N'(0,1). Si Hy en
(2.1) es cierta, entonces:

lim P (|T0°] > 21-pp2) = p-

n—oo

Como consecuencia, el test que consiste en rechazar Hy en (2.1) cuando THo >

21-p/2 €8 asintdticamente correcto.

b) Sea z_, el percentil de orden 100 (1 - p) de la distribucion N'(0,1). Si Hy en (2.2)
es cierta, entonces:

limsupP(TfO > Zl_p) <p,

n—oo
y la igualdad se alcanza cuando O’?Y = ag, Como consecuencia, el test que consiste

en rechazar Hy en (2.2) cuando THo > 2_, es asintdticamente correcto.

c) Sea z, el percentil de orden 100p de la distribucion N'(0,1). Si Hy en (2.3) es
cierta, entonces:

limsup P (Tf” < zp) <p,

n— o0

y la igualdad se alcanza cuando Ui = ag. Como consecuencia, el test que consiste

en rechazar Hy en (2.8) cuando THo < z, es asintdticamente correcto.
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Observacién 2.1.2 Las inferencias clésicas para resolver los contrastes (2.1), (2.2) y
(2.3) cuando se consideran variables aleatorias reales se basan habitualmente en el co-
ciente entre la correspondiente cuasivarianza muestral y la varianza poblacional. Ademas,
la distribucién exacta del estadistico que involucra dicho cociente suele determinarse bajo
condiciones de normalidad de la variable, condicién que no se ajusta a la mayoria de los
problemas reales. Teniendo en cuenta la llamada convergencia de tipos (ver Billingsley,
1968), existe una tnica distribucién limite posible y esencialmente una tinica secuencia
de constantes normalizadoras. Por tanto, se tiene que el estadistico cldsico (convenien-
temente normalizado) y el estadistico de contraste 75, definido en el Teorema 2.1.5 son

esencialmente el mismo.

Supdngase que Y es una variable aleatoria real con distribucién N (u,0y) y que
Y1...Y, es una muestra de variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas que Y. El estadistico cldsico que se utiliza para contrastar la varianza es

S2

n-1 - . P TR
Ty = #, que se distribuye como una variable x2_;. Adema4s, si a una distribucién

o
Y
x? se le resta su media y se divide por su desviacién tipica, se cumple que el resultado

converge en ley hacia una variable A/(0,1) y, de este modo,

Tr :Ty—(n—l) :\/n—l(s\ff—o}%
Y 2(n-1) O’%,\/E

)iN(071).

NG

vn-1

n—oo .
— 1 se tiene que

Como

v V(5% -0%) ¢
Ty = ——— — 0,1).

Segtn el Teorema 2.1.5, T}, =N N(0,1).

A continuacién se prueba que en el caso real, donde Y es una variable aleatoria

N(p,oy), los denominadores de T{,’ y T,, coinciden. Para ello, basta comprobar que

2

4 _
20y = O'(D;?(Y,E(Y)))z.
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Por un lado,

U?D;’(Y,E(Y)))z = E[(DZD (Y>E(Y)))2 - E((Dg (Y»E(Y)))2)]2

B[(Df (EW)) - 03] = B((DF (v.E(YV))")-ob

E((Y - )") - ob = ok (E(Y‘“)4_1).

Oy

Y -
Ademas, IR N(0,1), y el momento de orden 4 de esta distribucién es igual a 3.
oy

2

Por tanto, 20y = 0(pe pyy))

» y ambos estadisticos coinciden en el caso real bajo

normalidad.

En el caso difuso, al desconocerse el valor de E((D;’ (X,E(X)))4), tal valor

2

_ como estimador de
(Dg (%.%.))°

tiene que ser estimado, lo que lleva a considerar &

2
(D¢ (x,B(x)))*

2.1.2. Procedimientos bootstrap

En Montenegro et al. (2004), Gil et al. (2006) y Gonzélez-Rodriguez et al. (2006), la
aplicacion de técnicas bootstrap en los contrastes para la media difusa proporciona en la
practica una aproximacién a la distribucién muestral con velocidad bastante superior a

la conseguida con los tests asintéticos correspondientes.

En esta secciéon se prueban resultados andlogos para la varianza de un CDA a partir
de las técnicas bootstrap clasicas utilizadas a lo largo de la literatura para contrastes
de la media de una variable aleatoria real (ver, por ejemplo, Efron & Tibshirani, 1993).
Estas técnicas estan basadas en el cédlculo de residuos por diferencia con respecto a la
media muestral, con el objeto obtener una distribucién que cumpla la hipétesis nula. Se
propone un procedimiento andlogo para contrastar la varianza de un CDA mediante el

célculo de residuos por cociente con respecto a la varianza muestral.
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Sea X un CDA definido sobre el espacio de probabilidad (2, A, P). Para cada n € N
se consideran n CDAs independientes e igualmente distribuidos que X, denotados por

X1,...,&,. Para conseguir que la distribucién de la cual se va a realizar el remuestreo
: o . . oo X .
esté bajo la hipdtesis nula, se modifica X obteniendo un nuevo CDA Y = 9T A partir
oo X; .
de Y se extrae la que constituird la poblacién bootstrap, {V;}1, = { % Z}
x

. Es facil

i=1
ver que §§, = 0p.

Observacion 2.1.3 La poblacién bootstrap Y1,...,Y, sirve tanto para realizar el con-
traste bilateral (2.1), como para realizar los contrastes unilaterales (2.2) y (2.3), ya que
en estos ultimos casos también es titil el hecho de que 3\32, = of pues éste serfa el peor de

los casos posibles bajo la hipétesis nula segiin se comprobé en el Teorema 2.1.8.

A continuacién, se remuestrea a partir de la poblacién bootstrap, obteniendo:

* N Xi* "
{yi }z’:1 = {09\ }

Sx i=1

En primer lugar, para dicha muestra se calcula el valor del estadistico siguiente:

2
20 /n (5%. - 53
T* — \/ﬁ(s\i*—dg) _ S’T/Z\f ( " X)' (221)

\/U(Dz(«vfn)f \/J(Dz(x,xﬁ)f

La distribucién asintética de T); viene dada en el Teorema 2.1.9.

Teorema 2.1.9 Con la notacidn anterior, si E(|sx Hg,SD) < o0, entonces

« L
T, —N(0,1) cs.-[P]. (2.22)
Demostracion. En primer lugar, se tiene que SA’E( =5 ai, puesto que S’?( es un estimador
2
Tx

consistente de 0% (ver Kérner & Nither, 2002). Por tanto, se cumple que =2 51
x
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De este modo, s6lo es necesario analizar la convergencia de \/ﬁ(gfw - :Sﬁ) Para ello,
basta aplicar un resultado de Bickel & Freedman (1981) sobre técnicas bootstrap cuando
se trabaja con UH-estadisticos. Este resultado prueba que, bajo las condiciones exigidas,
N (S\fc* - :9\3() converge en ley casi seguro a la misma distribucién que v/n (S’?Y - o'g() que

2
(DF (x.B(x))* )
Finalmente, a partir del resultado probado en el Teorema 2.1.6, se tiene (2.22), como se

a su vez, segin el Teorema 2.1.5, converge a una variable aleatoria N {0, o

queria demostrar. |

Teniendo en cuenta los estadisticos 770 y T)* definidos en (2.20) y (2.21), respecti-

vamente, y como consecuencia del resultado anterior, se concluye el Teorema 2.1.10.

Teorema 2.1.10 Considérense las condiciones del Teorema 2.1.9 y p € [0,1].

a) Sea zj_,, el percentil de orden 100 (1 - p/2) de la distribucion asintdtica (2.22). Si
Hy en (2.1) es cierta, entonces:

lim P(|Tf“| > Z;—p/2) =p.

n—o0

Como consecuencia, el test que consiste en rechazar Hy en (2.1) cuando THo >

Zitp/z es asintdticamente correcto.

b) Sea zj_, el percentil de orden 100 (1 - p) de la distribucion asintética (2.22). Si Hy
en (2.2) es cierta, entonces:

lim sup P (Tf[o > zf_p) <p,

n—00

y la igualdad se alcanza cuando O’?Y = ag, Como consecuencia, el test que consiste

en rechazar Hy en (2.2) cuando THo > z1_, es asintdticamente correcto.

c) Sea z, el percentil de orden 100p de la distribucion asintdtica (2.22). Si Ho en (2.3)
es cierta, entonces:

lim sup P (T,fl0 < z;) <p,

n—oo
y la igualdad se alcanza cuando Ui = ag. Como consecuencia, el test que consiste

en rechazar Hy en (2.3) cuando THo < z, es asintdticamente correcto.
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Observacién 2.1.4 En la préctica, la distribucion del estadistico T, no es conocida.
Para solucionar este problema se van a emplear dos aproximaciones basadas en el método
de Monte Carlo. El primero de ellos, se basa en aproximar la distribucién de T, por Monte
Carlo. Cabe notar que en este caso basta trabajar inicamente con la distribucién de los
numeradores de T° y T* puesto que los denominadores de ambos estadisticos son el

mismo.

Como suele ocurrir en el caso real (ver, por ejemplo, Efron & Tibshirani, 1993), es
posible emplear un método alternativo consistente en reestimar el denominador de T},

utilizando de nuevo Monte Carlo. Dado un CDA X y una m.a.s. {X;},_, a partir de X, se

n
. . oo X; . -
considera la poblaciéon bootstrap {yi};; = { % Z} . De dicha poblacién se extrae una
X Ji=1
(o) Xi* }n
Sx
T, obteniendo la siguiente expresion:

muestra bootstrap, {y;};;l = { , v se utiliza para reestimar el denominador de

i=1

n

1 2 0 \2 . 0p [1&
L2 (0 r 35 ) - 2

DICIEESS)]

Por tanto, se tiene un segundo estadistico bootstrap:
Vi (5% - 5%)
1

\ 2 (05 e 7 -73.)

i=1

(2.23)

* %
T," =

A continuacién se plantean dos algoritmos para resolver en la préactica los contrastes

(2.1), (2.2) y (2.3) utilizando los dos métodos bootstrap propuestos.

Algoritmos para los contrastes bootstrap (Test de una muestra)

Con el fin de emplear la primera aproximacién bootstrap, puede recurrirse al algoritmo

siguiente:

Paso 1. Elegir una m.a.s. de n CDAs a partir de X, denotados por X7, ....X,.
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Paso 2. Para esta muestra calcular el valor del estadistico
T=vn(S%-05).

Paso 3. Obtener una m.a.s. bootstrap de tamano n a partir de {Xi}?ﬂ, que se deno-

tard por {X;},_,, y calcular el valor del estadistico bootstrap

2
- 2 (e - ).
SX

Paso 4. Repetir el Paso 3 un gran niimero B de veces con el fin de conseguir un conjunto

de B estimaciones denotado por 17,...,T5.

Paso 5. Calcular el p-valor bootstrap segtn el test de hipétesis que se esté llevando a

cabo:

1. Si se quiere contrastar (2.1), el p-valor aproximado viene dado por la propor-
cién de valores en 17, ...,Tj cuyo valor absoluto es mayor o igual que el de

T.

2. Si se quiere contrastar (2.2), el p-valor aproximado viene dado por la propor-

cién de valores en T7,...,T5 mayores o iguales que 7.

3. Si se quiere contrastar (2.3), el p-valor aproximado viene dado por la propor-

cién de valores en T7,...,T5 menores o iguales que T'.

Para resolver los contrastes propuestos utilizando la segunda aproximacién boot-

strap, el algoritmo es anédlogo al anterior modificando los Pasos 2 y 3 del siguiente modo:

Paso 2. Para la muestra inicial calcular el valor del estadistico
Vi (8% -a7)
12 = W2 =9 2
\ 3 B0 x) -o2)

i=1

T =
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Paso 3.* Obtener una m.a.s. bootstrap de tamano n a partir de {Xi}?zl, que se deno-

tard por {Xi*}?zl, y calcular el valor del estadistico bootstrap

T = \/ﬁ(g\i‘*—g\i)

2.1.3. Estudios comparativos de simulacién

Con el fin de justificar el uso practico de los tests asintético y bootstrap propuestos en
las Secciones 2.1.1 y 2.1.2 en referencia a la significacién nominal, se han desarrollado
estudios de simulacién siguiendo los dos procedimientos de generacién de CDAs en clases

paramétricas particulares presentados en la Seccién 1.4.

En el primer caso, se utilizard la métrica Di\/3 que asocia igual peso a todos los
a-cortes y a todos los valores de cada a-corte. Se ha considerado un CDA trapezoidal
X =Tra(a,b,c,d). En particular, se van a simular nimeros difusos cuyos valores extremos
del 1-corte vienen dados por dos variables aleatorias reales dependientes, b = N'(1,2) y
c=b+N(1,1), y de manera que [ = b— a varfa como una variable [ = x3 y 7 = d - ¢ tiene
distribucién r = y2. La esperanza de X, segin (1.24), es el ntimero difuso trapezoidal
E(X) =Tra(-2,1,2,10). Ademds, la varianza tedrica de X viene dada por la expresién
(1.28) y toma un valor igual a 6.77. Las hipdtesis nulas que se van a contrastar son:

Hy:0% =6.77, Hy:0% >6.77 y Hy:0% <6.77.

En primer lugar, se presentan los resultados correspondientes al caso asintético. Se
han llevado a cabo 100000 simulaciones del procedimiento asintético, lo que implica un
error muestral asintético del 0.0617% para p = 0.01, del 0.135% para p = 0.05 y del
0.186 % para p = 0.1, a un nivel de confianza del 95%. Los resultados para diferentes

tamanos muestrales n y diferentes niveles de significacién p se recogen en la Tabla 2.1.

Por otro lado, se han efectuado 10000 simulaciones (implicando un error muestral
del 0.195% para p = 0.01, del 0.427 % para p = 0.05 y del 0.588 % para p = 0.1, a un nivel

de confianza del 95 %) de los dos algoritmos bootstrap propuestos empleando diferentes
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Ho: 0% =6.77 Ho: 0% > 6.77 Ho:0% <6.77
m\100p| 1| 5 10 | 1] 5 [ 0] 1] 5] w0
50 | 446 ] 9.91 | 15.34 | 5.94 | 1176 | 1777 | 0.25 | 2.94 | 7.57
100 | 292 | 718 1250 | 355 | 9.88 | 15.48 | 0.37 | 3.36 | 7.75
500 | 1.31 | 5.73 | 1070 | 1.80 | 6.48 | 12.01 | 0.46 | 4.06 | 8.76
1000 | 1.16 | 5.19 | 10.29 | 1.60 | 5.60 | 10.49 | 0.58 | 4.38 | 9.49
5000 | 1.08 | 4.96 | 10.17 | 1.02 | 4.95 | 9.60 | 1.03 | 5.29 | 10.08
10000 | 1.01 | 4.81 | 10.36 | 1.08 | 4.80 | 9.95 | 0.97 | 5.08 | 10.23

49

Tabla 2.1: Tamano empirico de los tests asintéticos para la varianza de un CDA trape-

zoidal

niveles de significacién p y distintos tamanos de muestra n, y realizando 1000 réplicas

bootstrap. Los resultados se muestran en las Tablas 2.2 y 2.3.

Ho: 0% = 6.77 Hy: 0% >6.77 Hy: 02 <6.77
m\100p| 1| 5 |10 1|5 [ w ]| 1] 5 | w0
10 |696] 1390|2012 108672 11.18 | 8.06 | 14.20 | 1952
30 | 3.02] 872 | 1430 | 1.90 | 5.48 | 10.06 | 2.00 | 8.88 | 15.18
50 | 2.44 | 8.02 | 1268 | 150 | 558 | 9.82 | 2.26 | 7.74 | 13.22
100 | 178 | 698 | 11.35 | 1.35 | 512 | 10.72 | 158 | 6.68 | 11.86
200 | 134 | 5.66 | 10.96 | 1.20 | 470 | 10.08 | 1.50 | 5.88 | 10.56
300 | 125 | 544 | 1010 | 1.10 | 4.80 | 9.68 | 140 | 5.40 | 9.90

Tabla 2.2: Tamano empirico de los tests bootstrap para la varianza de un CDA trape-

zoidal (Algoritmo 1)

A la vista de los valores que se observan en la Tabla 2.1, puede concluirse que los

tamanos muestrales necesarios para obtener resultados razonables son muy elevados ya

que se observa que el porcentaje de rechazos esta bastante cerca del nivel de significacién

nominal aproximadamente a partir de n = 5000. Por tanto, el procedimiento asintético

requiere tamanos de muestra moderados o grandes. Sin embargo, los resultados corres-
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Hy:02 =6.77 Hy:02 >6.77 Hy: 02 <6.77
n\lOO-p1‘5‘10 1‘5‘10 1‘5‘10

10 2.24 | 6.66 | 11.82 | 2.18 | 6.50 11 0.62 | 6.04 | 13.84
30 1.88 | 5.44 | 10.78 | 2.04 | 5.64 | 9.76 | 0.80 | 5.88 | 12.76
50 1.70 | 5.32 | 9.70 | 1.42 5 9.64 1 5.62 | 11.36
100 1.02 | 4.84 | 10.04 | 1.36 | 5.16 | 10.12 | 1.20 | 5.42 | 11.16
200 1.04 | 492 | 9.86 | 1.14 | 520 | 9.90 | 1.08 | 5.02 | 10.38

Tabla 2.3: Tamano empirico de los tests bootstrap para la varianza de un CDA trape-

zoidal (Algoritmo 2)

pondientes a los tests bootstrap recogidos en las Tablas 2.2 y 2.3 son bastante buenos
para n > 100 en el caso del primer algoritmo, y para n > 50 en el caso del segundo, por
lo que se puede concluir que sobre todo el segundo procedimiento bootstrap resulta muy

util cuando se trabaja con tamafnos de muestra moderados.

En segundo lugar se van a comparar los resultados obtenidos en la Tabla 2.3 (segundo
procedimiento bootstrap) con los obtenidos cuando se consideran diferentes valores de 6

v ¢, concretamente los empleados en el Ejemplo 1.2.1, es decir,
0 €{1/10,1/3,1},

pe{B(3,1),A,8(1,3)}.

La varianza de X segtn la expresién (1.25) toma los siguientes valores recogidos en

la Tabla 2.4, segtin el valor de 8 o ¢ que se esté considerando:

’ \wzﬁ(&l)\ p=A \wzﬂ(l,?))

9=1/10 | 4.8683 | 62917 | 7.9394

0=1/3 5.0531 6.77 8.77
0=1 5.5814 8.166 | 11.1735

Tabla 2.4: Varianza de X segin 6 y ¢
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Se han llevado a cabo, al igual que antes, 10000 simulaciones del segundo procedi-
miento bootstrap y 1000 réplicas bootstrap en cada una de ellas, implicando los mismos
errores muestrales que antes. Los resultados obtenidos para los tres tests propuestos para
diferentes tamanos de muestra al nivel de significacién p = 0.05 se muestran en las Tablas

2.5, 2.6y 2.7.

Test bilateral (=)

v =p(3,1) p=A ¢ =p(1,3)
n\6 1/10\ 1/3 \ 1 1/10\ 1/3 \ 1 1/10\ 1/3 \ 1

10 | 6.32 | 6.46 | 6.42 | 6.80 | 6.66 | 6.76 | 6.96 | 7.22 | 7.12
30 | 532 | 5.64 | 5.14 | 6.02 | 544 | 5.38 | 6.02 | 6.12 | 6.86
50 | 5.14 | 548 | 5.06 | 5.18 | 5.32 | 5.28 | 5.52 | 5.22 | 6.20
100 | 4.90 | 5.16 | 4.94 | 5.02 | 4.84 | 5.08 | 5.34 | 5.26 | 5.36
200 | 5.08 | 496 | 5.22 | 4.96 | 4.92 | 4.92 | 5.14 | 4.92 | 5.22

Tabla 2.5: Tamano empirico del test bilateral segiin distintos valores de 6 y ¢ para

p=0.05

Test unilateral (>)

v =p(3,1) p=A ¢ =p(1,3)
n\o 1/10\ 1/3 \ 1 1/10\ 1/3 \ 1 1/10\ 1/3 \ 1

10 | 6.24 | 6.34 | 6.22 | 6.46 | 6.50 | 6.52 | 6.48 | 7.46 | 7.54
30 | 5.76 | 5.82 | 5.60 | 5.82 | 5.64 | 6.28 | 6.16 | 6.12 | 6.62
50 | 5.54 | 498 | 5.04 | 4.92 5 5.24 | 5.80 | 5.78 | 5.74
100 | 5.20 | 4.92 | 4.90 | 5.26 | 5.16 | 4.92 | 5.48 | 5.38 | 5.48
200 | 4.98 | 5.10 | 5.15 | 5.04 | 5.20 | 5.20 | 5.08 | 5.12 | 5.04

Tabla 2.6: Tamarfio empirico del test unilateral (>) segin distintos valores de 6 y ¢ para

p=0.05
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Test unilateral (<)

v =p(3,1) p=A ¢ =p(1,3)
n\6 | 1/10 \ 1/3 \ 1 | 1/10 \ 1/3 \ 1 | 1/10 \ 1/3 \ 1

10 | 6.20 | 6.54 | 6.92 | 5.88 | 6.04 | 6.50 | 6.38 | 6.26 | 6.66
30 | 593 | 5.50 | 6.14 | 5.50 | 5.88 | 6.20 | 5.62 | 5.54 | 5.60
50 | 5.52 | 5.22 | 5.88 | 5.48 | 5.62 | 5.82 | 5.40 | 5.36 | 5.52
100 | 5.34 | 5.10 | 548 | 5.40 | 542 | 540 | 5.20 | 5.26 | 5.38
200 | 5.04 | 5.20 | 5.08 | 5.14 | 5.02 | 5.08 | 5.04 | 5.14 | 4.94

Tabla 2.7: Tamafio empirico del test unilateral (<) segun distintos valores de 6 y ¢ para

p=0.05

Segun lo que se observa en las Tablas 2.5, 2.6 y 2.7, no existen diferencias represen-
tativas ante diferentes elecciones de 6 o ¢, y en todos los casos el porcentaje de rechazos

se encuentra proximo al nivel de significacién nominal cuando n es mayor que 50.

Finalmente se van a realizar simulaciones empleando el método de generacién de
numeros difusos desarrollado por Gonzilez-Rodriguez et al. (2009) y explicado en la
Seccion 1.4.2. Para llevar a cabo estas simulaciones se elige un CDA X cuyo valor esperado

viene dado por E(X) =TI(-3,-1,1,1.5), curva que se define genéricamente, para a < b <

c<d, por:
II(a,b,c,d)q = [infS(a,b,¢)q,sup Z(b,c,d)o] Vae[0,1] (2.24)
donde
~ [a+(b-a)\/a/2,c] sia<0.5
§(a,b,c)o = { b+ (a-bA-a)/2e] sias05 (2.25)
Z(ab.c)e = [a,c+ (b- c)@] sia<0.5 (2.26)

[a,b+ (c=-b)\/(1-a)/2] sia>05

Las tres curvas anteriores estan representadas en la Figura 2.1.

En este caso, se toman 101 a-cortes (de 0 a 1 con paso 0.01) y se elige una va-

riable aleatoria real C° uniformemente distribuida en [-8,8]. Las distribuciones de las
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Figura 2.1: S(a,b,¢), Z(a,b,c) y U(a,b,c,d)

variables Z; y Z, se corresponden con dos x3. Por tanto, repitiendo n veces el procedi-
miento descrito en la Seccién 1.4.2; se obtiene una muestra de n CDAs independientes e

idénticamente distribuidas que el CDA X que verifica E(X) =1I(-3,-1,1,1.5).

La Df/3—varianza de X se aproxima utilizando la expresién (1.37) del siguiente modo:

2 2 s X o 1 s & 2
O—X:UCO+73_101O—ZIZJ(C_7) +3.101UZTZ](C§) )
i=1 j=1

donde cé» y ¢} se calculan como en la Seccién 1.4.2. Para este ejemplo se tiene que

) ) 101 1o ) 101 9
=21.33+ — i(c;)" + —= i(ch)” =22.6947.
Ox 303 Jzzlj(cj) 303 ;](C])

Por tanto, las hip6tesis nulas que se van a contrastar en este caso son Hj : afy =

22.6947, Hy: 0% >22.6947 y Hy : 03 < 22.6947.
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En la Tabla 2.8 se muestra el porcentaje de rechazos de Hy a los niveles de signifi-
cacion usuales para diferentes tamanos muestrales. Debido al elevado tiempo computa-
cional que conlleva cada simulacién, se van a realizar 10000 de ellas (en lugar de las
100000 realizadas en el caso trapezoidal) considerando en este caso un error muestral
asintético del 0.195 % para p = 0.01, del 0.427 % para p = 0.05 y del 0.588 % para p =0.1,

a un nivel de confianza del 95 %.

Hy:0% =22.6947 | Ho:0% 222.6947 | Hp:o% <22.6947
m\100p| 1| 5 |10 [ 1[5 w0 | 1] 5| w0

50 2.02 | 7.04 | 12.32 | 294 | 7.86 | 13.28 | 0.46 | 3.74 | 8.82
100 1.60 | 5.86 | 10.70 | 2.02 | 7.16 | 11.76 | 0.52 | 4.32 | 9.24
500 1.18 | 5.56 | 10.60 | 1.38 | 5.54 | 10.46 | 0.86 | 4.75 | 9.74
1000 1.12 | 5.16 | 10.21 | 1.32 | 5.28 | 9.96 | 0.89 | 4.86 | 10.06
5000 0.96 | 5.08 | 10.04 | 1.12 | 5.01 | 9.99 | 0.94 | 5.02 | 9.98

Tabla 2.8: Tamano empirico de los tests asintéticos para la varianza de un CDA con

esperanza prefijada

Asimismo, se han llevado a cabo 5000 simulaciones y 1000 réplicas bootstrap por
simulacién de cada test (lo que implica un error muestral del 0.276 % para p = 0.01, del
0.604 % para p = 0.05 y del 0.8315% para p = 0.1, a un nivel de confianza del 95 %),
utilizando los dos procedimientos bootstrap para los contrastes bilateral y unilaterales
considerando varios niveles de significacién p para diferentes tamanos de muestra n. Los
resultados obtenidos se recogen en las Tablas 2.9 y 2.10.

La Tabla 2.8 muestra que, en el caso asintotico, el tamano de muestra minimo
necesario para la obtenciéon de resultados razonables es n = 1000, valor que resulta elevado.
A pesar de ello, a partir de la Tabla 2.9 se puede concluir que aplicando el primer
procedimiento bootstrap se necesitan tamanos de muestra mucho menores que en el caso
asintético (n > 100). Ademds, si se incluye el denominador bootstrap, los resultados
mejoran ain mas, como se puede observar en la Tabla 2.10 ya que a partir de n = 100,

la aproximacién es mejor que en los casos anteriores.
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Ho:02% =22.6047 | Ho:0% >22.6047 | Hy: 0% < 22.6047

m\100p| 1 | 5 |10 | 1[5 w0] 1] 5 | 10
10 | 26280s|1310] 042|234 518 | 868 | 15.84 | 21.92
30 | 2.08 | 5.44 | 1144 | 0.56 | 2.68 | 5.92 | 4.42 | 10.70 | 16.16
50 | 150 | 5.36 | 10.54 | 0.69 | 3.05 | 6.34 | 3.06 | 8.98 | 14.92
100 | 1.25]528] 990 | 078 | 412 | 819 | 1.83 | 6.27 | 11.84
200 | 1.09 | 5.06 | 9.95 | 0.89 | 4.68 | 9.39 | 1.23 | 561 | 10.34

95

Tabla 2.9: Tamafnio empirico de los tests bootstrap para la varianza de un CDA con

esperanza prefijada (Algoritmo 1)

Hy:0% =22.6947 | Hy:0% 222.6947 | Hy:o% <22.6947

m\100p| 1 [ 5 10| 1[50 ] 1] 5[ 10
10 0.73 | 3.62 | 7.82 | 0.44 | 2.84 | 572 | 1.49 | 8.62 | 16.22
30 0.80 | 4.07 | 9.12 | 0.64 | 3.62 | 6.84 | 1.32 | 6.78 | 13.92
50 0.8% | 4.38 | 9.46 | 0.70 | 3.95 | 8.26 | 1.26 | 6.14 | 12.52
100 0.92 | 4.88 | 9.61 | 0.84 | 4.36 | 9.01 | 1.17 | 5.52 | 10.16
200 0.98 | 4.95 | 9.82 | 0.93 | 4.89 | 10.07 | 1.08 | 5.23 | 10.09

Tabla 2.10: Tamano empirico de los tests bootstrap para la varianza de un CDA con

esperanza prefijada (Algoritmo 2)

De los resultados previos se deriva que mediante el empleo de técnicas bootstrap

mejoran considerablemente los resultados obtenidos en relacion a las técnicas asintéticas

establecidas en la Seccién 2.1.1.

2.1.4.

Aplicacién practica

Como se cit6 al comienzo de la Seccién 2.1, una condicién indispensable para determinar

si el queso Gamonedo merece conservar la mencién de Denominacién de Origen en la

actualidad se basa en el andlisis la variabilidad de las opiniones de los expertos sobre
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determinados aspectos de los quesos. En este contexto, la Denominaciéon de Origen se
mantendrad si la varianza de tales opiniones no excede determinado valor. Especificamente,
se van a analizar tres cualidades de los quesos: el aspecto de la pasta del queso (cardcter

visual), la calidad del olor (cardcter olfativo) y la calidad del sabor (cardcter gustativo).

Como se especificé en el Ejemplo 1.1.3, las percepciones subjetivas de los catadores
expertos acerca de ciertas caracteristicas del queso Gamonedo vendran dadas por niimeros
difusos trapezoidales. Los datos correspondientes a las catas realizadas durante el segundo
semestre de 2009 y el ano 2010 se han recogido en una base de datos con el fin de poder

desarrollar andlisis estadisticos de los mismos.

Para el desarrollo de estos estudios se realizaran tres contrastes de hipétesis para
la varianza de un CDA trapezoidal teniendo en cuenta las opiniones de un experto cua-
lificado acerca de las tres caracteristicas propuestas anteriormente. En este marco se

consideran los tres CDAs siguientes:

= X =“percepcién del experto sobre el aspecto de la pasta de cada queso”.
= ) =“percepcion del experto sobre la calidad del olor de cada queso”.

= Z =“percepcion del experto sobre la calidad del sabor de cada queso”.

Teniendo en cuenta la expresion para la varianza dada en (1.20) en funcién del mid
y spread generalizados, la varianza toma un valor mayor a medida que el valor de 6
aumenta por lo que es necesario determinar de antemano el valor o valores de 6 con los
que se va a trabajar. En este caso particular es facil ver que la diferencia de variabilidad

de mids es del orden de 100 veces mas grande que la diferencia de spreads. Por tanto,
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se emplearan dos métricas diferentes. En primer lugar se va a considerar la distancia D7
que asigna igual importancia a la diferencia de mids que a la diferencia de spreads (con lo
cual la variabilidad total estara fuertemente determinada por la variabilidad de los mids,
dada la diferencia de 6rdenes de magnitud). Por otro lado, se va a considerar la distancia

D{‘O con el fin de equilibrar mas el peso dado a la variabilidad entre los spreads.

Se pretende analizar si la variabilidad de dichas opiniones no excede de 0% = 140 en
los tres casos cuando se considera las distancia D7 y que no excede de o2 = 150 cuando
se trabaja con Df‘o. Asi, se van a llevar a cabo los siguientes contrastes de hipétesis para

1e{1,2}:

Hi:0% <o? frente a Hj : 0% > 07, (2.27)
H: a%, <o? frente a Hj : a?; > 07 (2.28)
Hi:0% <o? frente a Hi : 0% > 07. (2.29)

En cada caso se considera la muestra de 20 percepciones que se reflejan en la
Tabla 2.11. Las cuasivarianzas muestrales en los tres casos vienen dadas por: S% =
76.4215, 53 = 97.6653 y S% = 153.1302 para D7, y de S3% = 82.2853, 53 = 106.1383
y 5123 = 157.2098 para D7,. Se aplica el procedimiento bootstrap que incluye el denomi-
nador propuesto en la Seccién 2.1.2, ya que se ha mostrado que resulta més adecuado
que las técnicas asintéticas cuando se trabaja con muestras de tamano pequeno. Asi,
los p-valores que se obtienen en cada caso son los siguientes: p = 0.9221, p = 0.9305 y

p = 0.1702, respectivamente, para D7, y p = 0.9297, p = 0.9351 y p = 0.1738 para D7,.

Como conclusién, no se rechazan las hipdtesis nulas a los niveles de significacién
usuales. Ademds, ante estas percepciones del experto, se puede concluir de nuevo que
el queso Gamonedo merece permanecer con la Denominacién de Origen de acuerdo con

este criterio.

Otras aplicaciones
Existen muchas otras situaciones en las que puede resultar 1til recurrir a la resolucién
de un test de hipétesis para la varianza de un CDA (o un conjunto aleatorio). Algunas

de ellas son las siguientes:
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N? queso H Aspecto de la pasta ‘

Calidad olor

‘ Calidad sabor ‘

1

Tra(70,75,84, 86)

Tra(60,70,76,80)

Tra(45,49,56,60)

Tra(54, 56,60, 70)

Tra(50,53,56,61)

Tra(60, 65,70, 75)

Tra(50,56,63,71)

Tra(64,70,75,80)

Tra(70,74,80,90)

Tra(49,52,56,61)

Tra(64,67,73,80)

Tra(50,54,60,65)

Tra(70,79,84,85)

Tra(50,54, 60, 70)

Tra(36,44,50,56)

Tra(55,57,63,70)

Tra(60,60,65,75)

Tra(50,55, 60, 66)

Tra(50,52,57,64)

Tra(50,56,63,70)

Tra(50,50, 56, 66)

Tra(50,54,60,64)

Tra(65,70,75,80)

Tra(44,49,53,60)

© |0 [T [|O |O | b= |Ww |

Tra(45,48,53,60)

Tra(48,50,56,60)

Tra(64,68,72,80)

—_
o

Tra(55, 60,66, 70)

Tra(67,77,80,82)

Tra(66, 75,80, 83)

[y
—

Tra(48,53,56,62)

Tra(70,78,82,86)

Tra(50, 55,60, 65)

—_
[\]

Tra(54,60,65,70)

Tra(45,50,55,60)

Tra(75,80,86,90)

—
w

Tra(55,58,62,70)

Tra(64,68,72,80)

Tra(70,74,80,90)

—
i~

Tra(34,44,50,50)

Tra(74,80,86,90)

Tra(50,54,60,65)

—
ot

Tra(60,64,70,76)

Tra(70,75,80,85)

Tra(70,77,84,84)

—_
(o)

Tra(60,70,76,80)

Tra(50,56,63,70)

Tra(40,45,50,55)

—_
-3

Tra(60,65,70,76)

Tra(54,60,65,74)

Tra(65,73,80,84)

—
o

Tra(50,55,61,70)

Tra(40,46,54,60)

Tra(64, 70,74, 80)

[
©

Tra(50,58,62,65)

Tra(55,60, 65, 70)

Tra(40,47,53,60)

[\~
o

Tra(44,50,56,60)

Tra(70,74,80,84)

Tra(70,75,82,86)

Tabla 2.11: Muestra de opiniones del experto acerca del aspecto de la pasta, la calidad

del olor y la calidad del sabor de 20 quesos

= Cuando se aborda el problema de la decisién de inversién en Bolsa de un pequeno

inversor, tal decisiéon puede basarse en las predicciones de un grupo de expertos

sobre la posicion del indice de Bolsa en determinado momento. Una posibilidad

consiste en preguntar a los expertos qué valores creen que como minimo, con mayor

posibilidad, y como méaximo, alcanzara dicho indice en el momento deseado. Esos

datos pueden representarse como numeros difusos triangulares y, con el fin de dar
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una respuesta al futuro inversor, es posible realizar un contraste para la variabilidad

de tales predicciones (ver, por ejemplo, Ramos-Guajardo et al., 2010).

= Con el fin de detectar enfermedades cardiacas de un paciente especifico, en muchas
situaciones puede resultar util analizar la variacién de la tensién del paciente a lo
largo de un tiempo. Ademads, la tensién arterial es una caracteristica que puede
representarse mediante intervalos definidos por el valor minimo y méximo que al-
canza la misma a lo largo de un dfa (ver Lubiano, 1999). De este modo, es posible
analizar estadisticamente si tal fluctuacion varia mucho o poco mediante el empleo

de los contrastes propuestos en esta seccién.

= De igual modo, el movimiento de las mareas en un dia alcanza un minimo y un
maximo y, por tanto, puede ser representado mediante intervalos. En este sentido,
el andlisis de la variabilidad de las mareas a lo largo de un ciclo concreto resulta
interesante para determinados estudios oceanogréficos (ver, por ejemplo, Yi, 2001).
Asi, en este contexto también resultan ttiles los desarrollos realizados a lo largo de

esta seccion.

2.2. Contrastes de hipdtesis para la homocedasticidad

de k£ CDAs

El interés de desarrollar resultados para contrastar la homocedasticidad (o igualdad de
varianzas) de dos o mds variables se justifica en gran medida en la suposicién de esta
propiedad en el estudio clasico de un modelo de regresién, asi como en los modelos

concernientes al andlisis de la varianza (o0 ANOVA).

La necesidad de realizar un contraste de este tipo en esta memoria se presenta a la
hora de determinar, en el andlisis concreto del queso Gamonedo, si los catadores estan
de acuerdo o no en relacién con la calidad de algunos aspectos de los quesos en estudio.
Con el fin de mantener la Denominacién de Origen del queso Gamonedo, ademds de

una baja variabilidad en las opiniones de cada experto, se requiere un acuerdo entre las
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opiniones de los catadores expertos que puede interpretarse (en términos estadisticos),
por ejemplo, como la igualdad de medias y la igualdad de varianzas en las percepciones

de determinadas caracteristicas del queso.

En lo que se refiere a la igualdad de medias de varios CDAs, en Gil et al. (2006) se ha
realizado el estudio del ANOVA unifactorial empleando técnicas bootstrap en el caso en
el que los CDAs son simples, es decir, toman un nimero finito de valores. Por otro lado,
en Gonzilez-Rodriguez et al. (2010) se ha extendido el estudio del ANOVA unifactorial

a un contexto mas general mediante el empleo de técnicas en espacios de Hilbert.

Otro de los objetivos de esta memoria se basa en extender los resultados desarrollados
en la Seccién 2.1 al caso en el que se quiere analizar la igualdad de varianzas de dos o mas
CDAs. Por tanto, dadas k poblaciones y k CDAs independientes asociados, Xy, ..., Xk,

la finalidad es resolver el contraste

Hy:0%2 =...=02%2 frente a
{ 07 7x X (2.30)

Hy:34,5¢{1,...,k} tal queaf\)i ¢O’3Yj.

El test mas utilizado para contrastar la igualdad de k varianzas cuando las distribu-
ciones involucradas se asumen normales es el test de Bartlett (1937). Sin embargo, este
test no resulta robusto respecto a la suposiciéon de poblaciones gaussianas subyacentes,
yva que la distribucion del estadistico de contraste involucra una kurtosis que puede no
ser cero (ver, por ejemplo, Box, 1953; Boos & Cavell, 2004). Un modo de solucionar el
problema anterior consiste en introducir la kurtosis estimada en el estadistico de Bartlett,
como se expone en Box & Andersen (1955), Layard (1973), Conover et al. (1981) y Shoe-
maker (2003). Concretamente, Shoemaker (2003) ha definido un estadistico basado en el

de Bartlett y que se distribuye aproximadamente como una distribucion chi-cuadrado.

Otro modo alternativo de proceder se basa en aplicar el andlisis de la varianza (ANO-
VA) para contrastar la homocedasticidad teniendo en cuenta las ventajas que supone su
robustez ante distribuciones no normales (ver, por ejemplo, Levene, 1960; Games et al.,
1972; Brown & Forsythe, 1974). En este contexto, Levene (1960) propuso un estadistico

de contraste para muestras de igual tamano, que se generalizé posteriormente al caso
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de muestras de tamafo desigual (ver Draper & Hunter, 1969). En esta seccién se de-
sarrollard el test de Levene para CDAs considerando los cuadrados de ciertos residuales

basados en la media.

El estudio tedrico del test de Shoemaker para CDAs no es facil de tratar debido a
las dificultades que presenta la busqueda de su distribucién limite. Por tanto, en este
trabajo se analizara empiricamente la eficiencia del mismo en comparacion con el test de
Levene para CDAs, dejando abierta una linea de investigacién que puede ser abordada

en futuros estudios.

En la Seccién 2.2.1 se resume el test de homocedasticidad clasico introducido por

Levene (1960).

2.2.1. Test de homocedasticidad clasico: el test de Levene

Considérense k poblaciones y k variables aleatorias reales, Yi,...,Ys. De cada varia-
ble aleatoria Y; se extrae una muestra de n; elementos independientes e idénticamente
distribuidos que Y, {Yj;}7 ,, donde i € {1,...,k}. El tamailo de muestra global viene
dado por N = Zle ng. Ademds, se definen los siguientes momentos muestrales para

ie{l,...,k}:

Uz

" Y = Yij/ni es la media muestral en el grupo 1.
j=1
. k n;
Y. = Z Y;;/N es la media muestral global.
i=1j=1

Levene (1960) sugirié llevar a cabo un ANOVA teniendo en cuenta o bien las variables
residuales Z; = |Y; - 71|, o bien Z; = (Yi - 72-.)2, ie{l,...,k}, definiendo las denominadas
variabilidad entre grupos (o suma de cuadrados del factor, SCF) y wariabilidad intra

grupos (o suma de cuadrados del error, SCE) como sigue:
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1 & 2
= SCF = -1 Z ( ) que es la variacién debida al factor.
i=1
k n 2
= SCE = m Z Z (Zij - Zi.) que es la variacién debida al error experimental.
i=17=1
Para contrastar la hipdtesis Hg : 032/1 =...= U%k frente a la alternativa Hy : 3,5 €
{1,...,k} tal que a%/i + U% al nivel de significacion p, se considera el estadistico

F = SCF/SCE. (2.31)

En este caso, la hipétesis nula se rechaza siempre y cuando F' > F(;_1 ny_,,) donde
F(j-1,N-k,p) es el cuantil de orden (1-p) de la distribucién F—1,n-k) (F' de Snedecor
con k—1y N -k grados de libertad). Cabe destacar que este procedimiento es también
valido por aproximacién cuando las variables involucradas no siguen una distribucion

normal.

2.2.2. Procedimiento asintético

La teoria desarrollada por Levene se puede extender con el fin de obtener un test para
analizar la igualdad de varianzas de k CDAs. Sean k poblaciones y k CDAs, X1, ..., X.

De cada CDA X; se extrae una m.a.s. {X;;}"",, para i € {1,...,k}. Al igual que en la

J=1
Seccién 2.2.1, el tamano de muestra global se denota por N. La media muestral en el

grupo ¢ y la media muestral global se definen como en la teoria clasica. Ademas:

Y (DY (X, X
» La varianza en la muestra i se define como E?Vi St ( ( k )) .

i

» La cuasivarianza en la muestra i es igual a :5?( =nio%, [(ni - 1).

k —~2
. . s s =2 Zi:l nio—Xi
= La vartanza muestral global viene dada por la expresién 7* = -~
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En este caso, se definen las siguientes variables residuales a partir de la métrica

generalizada para i€ {1,...,k} y je{1,...,n;}:
2, = (D¢ (X, %))7, (2.32)

v los correspondientes momentos muestrales:

— 1 X o —\\2 o

Zi.Z — (D9 (Xz_]vXZ)) :O'Xi, (233)
n; j=1

1 Eon o —\\2 _o

z..:ﬁz (Dy (X5, %)) =5 (2.34)
i=1j=1

De forma andloga a lo que sucede en el ANOVA clasico, la variacién total de los
datos se puede expresar por medio de la llamada suma de cuadrados del total, SCT, que

viene dada por la siguiente expresién:

k n;

SCT = ZZ(Z,J Z.)2 (2.35)

i=1j5=1

En la Proposicion 2.2.1 se muestra una descomposicién de la variacién total SCT.

Proposicion 2.2.1 La variacion total se puede descomponer en dos términos como

sigue:
k n;
SCT =SCE+SCF =Y > (2 - 2:.)* +an (Z:.

i=17=1

-Z)? (2.36)

donde SCE denota la variacion dentro de los grupos debida al error experimental, y SCF

es la variacion entre grupos debida al factor.

Demostracion.

3

i

SCT = Y3 ((Dg(x zJ,;\fi.))Q—sz)z

N

=
I

Ju
<.
I

1

3

((D (X, 1)) a%c +0’X 62)2

on

=
Il

[
<.
Il

[
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3

i

(( ”,X )) —O’X)2+Zk:nz(O'X -7 )2

1 =1

(052, 7)) ~7%,) (% 7).

>

1

S
<.
Il

Uz

™M=

+ 2

3

1j=1

Es facil de ver que el dltimo sumando es igual a 0, y que el primero y el segundo se

corresponden con SCE y SCF, respectivamente. O

Con el fin de resolver el contraste (2.30), se define el siguiente estadistico basado en
SCF:

Tl o) = 7 (2.37)
~2
Z; 7(Df (%.0))?
Observacién 2.2.1 Cabe senialar que el estadistico anterior se puede expresar como
una combinacién lineal de UH-estadisticos, como se vera en el Teorema 2.2.2 en donde se
analiza su distribucién limite. Ademaés, se podrian considerar otras alternativas al mismo,

como podria ser la siguiente:

2

k TLZ(O'X —02)
T(nlv'“;nk) = Z ) . (2.38)

=1 9 (g (2. X0))?
o bien otros estadisticos basados en el estadistico cldsico de Bartlett (por ejemplo, el
estadistico de Shoemaker, cuyo estudio empirico se desarrollard en la Seccién 2.2.5).

Estas alternativas se proponen como futuras lineas de investigacién.

Teorema 2.2.2 Sean Xy,...,Xx k CDAs independientes y sea { X, ..., Xin, }?;’1 una
m.a.s. proveniente de X;, parai € {1,... k}. Considérese el estadistico definido en (2.37).

Bajo la hipdtesis nula Hy, si E( 3#3) < oo, yn;/N = p; € (0,1) a medida que n; > oo

para todo i€ {1,... .k}, entonces

(2~ 3 vimiz)

(2.39)
2
; T(DE (X:,E(X;)))?
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donde (Zy,...,7Z;)T = Ny, (0, Z) con matriz de varianzas-covarianzas

Z = dzag (J?DX(XME(Xl)))Q’ e v0(2Dg’(Xk,E(Xk)))2) . (240)

Demostracion. Bajo la hipétesis nula, la variacién entre grupos tiene la siguiente expre-

sion:
a 2 =2)2
SCF = Zni(o&—a)
i=1
R 2 1 & o 2 \1?
= Z”i[axi‘gxi‘*znl(%l‘%)]
i=1 N i3

[V - o) - 5 2V, - o%,)]

s

~
Il
—

La tultima expresion es funcion de las variables independientes

k

{6 = {vni(e% - o%)},, (2.41)

y se define equivalentemente del siguiente modo:

; SN 2.42
fn(gla--wﬁk)—;(&_; N Nﬁl) ( )

Por otro lado, se define la funcién:

k k 2
flar,...,a1) =) (ai - \/plpial) . (2.43)
i=1 =1
Teniendo en cuenta que n;/N — p; € (0,1) a medida que n; — oo, es inmediato ver
P , . o
que fn(&1, .. &)-f(&1,-..,&) — 0. Ademds, f es continua por ser combinacién de fun-
. . 2 L 2
ciones continuas y como en el Teorema 2.1.5 se probé que & — /\/’(0, U(D;"(Xi,E(X,:))ﬂ)a

para todo i € {1,...,k}, se tiene que

2

k k
(1) - f(Z1,..., Z) = Z(Zz —Z\/piPlZl) )
-1 i

=1
donde (Zy,...,Z)T = Nk(ﬁ, Z) con la matriz de varianzas-covarianzas dada en (2.40).

Asi, por el Teorema de Slutsky se verifica que f,,(&1,...,&k) £, f(Zy, ..., Zy).
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Por otro lado, en el Teorema 2.1.6 se prueba que si E (s, Hg,@) < oo para todo

C.S.

i€{l,...,k}, entonces & - J?Dg(XhE(Xi)))Q. De este modo, se obtiene el

2
(Dg(X:,X5))?
resultado deseado. ]

De los desarrollos anteriores se concluye el Teorema 2.2.3.

Teorema 2.2.3 Considérense las condiciones del Teorema 2.2.2. Sean p € [0,1] y k1,
el percentil de orden 100 (1 - p) de la distribucion asintdtica (2.39). Si Hy en (2.30) es
cierta, entonces:

Hm P (Tiny,. ne) > k1-p) = p.

n—00

Como consecuencia, el test que consiste en rechazar Ho en (2.30) cuando Ty, .. ny) >

ki-, es asintéticamente correcto.

Debido a que la distribucién limite del estadistico T, .. ,) definido en (2.37) no
es sencilla de manejar, es necesario recurrir de nuevo a técnicas bootstrap para estudiar
la convergencia del test propuesto. En la Seccién 2.2.3, se va a desarrollar un procedi-
miento basado en el bootstrap residual (ver Shao & Tu, 1995) con el fin de contrastar la

homocedasticidad de & CDAs.

2.2.3. Procedimiento bootstrap

En primer lugar, se consideran k& CDAs, {X;},, y de cada CDA X; se extrae una
m.a.s. {X;; };:1, para i € {1,...,k}. Con el fin de conseguir distribuciones que verifiquen
la hipdtesis nula del contraste (2.30), se modifican las iniciales obteniendo {Y;}¥, =

=24 12 \F . .
{02262- /0’351, ,_q» extrayéndose nuevas muestras de éstas:

{yij};,‘:il = {’&2/‘\{”/&3@ };L:1 para i€ {l,... ,k}. (2.44)

En este caso, es facil ver que 8%&: =2 Vie{l,...,k}, verificindose asi Hy. Seguida-

mente, para cada i se extrae una muestra bootstrap de {X;}7:,, siendo ésta {X;}7%,, y
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se construyen las siguientes muestras bootstrap procedentes de {J;}% ;:

Vil ={8x5/%, )., para ie{l,....k}. (2.45)

Como primera aproximacién, para las muestras en (2.45) se calcula el valor del

estadistico
2 2
k 1 k k =2 1 k =2
0 o
_2 2 ) =2 —~2
an [O-y;e _Nznlay;—] Z:nz [6—\2 O’X: Nznl’\0_72 O-XL*
T* =l =1 _ =l X; =1 Xy
(n1yeeng) ~ k - k ’
2 52
O' —_
l; (D (X;,X;.))? ; (D (X:,X:))2
que puede reescribirse equivalentemente de la siguiente forma:
2
k =2 Eo=2
Zn- o G2, -0 —iZnU— G2, —0a
. AQ X X; N la_\g X X,
T* _ 1=1 X,L =1 XL (2 46)
(n1,..mi) ~ : :

=2
0’ R
(Dg (Xi,X;.))?

Ding

3742) <oo, yn;/N - p; € (0,1) a

Teorema 2.2.4 Con la notacion anterior, si E(

medida que n; - oo para todo i € {1,... k}, entonces
k k
> ( -2 VP zpzZz)
* =1 =1
T(nl,...,nk) —) C.8.— [P]? (247)

k
Z ‘T(D%X“E(X )2

donde (Zy,...,Z)T = Nk((), Z) con la matriz de varianzas-covarianzas dada en (2.40).

Demostracion. El estadistico T(* es funcién de las variables independientes

N1,y Nk )

k

ey = {Vm(ex: -7%)}, (2.48)

i=1

y esté definido como sigue:

* * k * k nl nz*2 249
G CEVVE (249
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Aplicando la teoria desarrollada por Bickel & Friedman (1981),
« L
para todo i € {1,...,k}. Por otro lado, se tiene que EQ/E?Yi 251, ya que

k

_9 ¢ 2 2 2 s o

67 —> > pioy, =0x, Y Ox, —O0x.
Ho ;3 Ho

Por tanto, siguiendo un procedimiento andlogo al de la demostracién del Teore-
ma 2.2.2, y considerando que n;/N — p; € (0,1) a medida que n; — oo para todo

i€{1,...,k}, se tiene la siguiente convergencia:
) . r k k 2
Sal& o 60) = f(Z1,.. . Zi) = ), (Z,; - Z\/pz'pzZz) c.s. = [P], (2.51)
i=1 =1

donde (Zy,...,2;)T = Nk((), Z) con matriz de varianzas-covarianzas la misma que en
(2.40). Finalmente, la convergencia del denominador de T, .. npy S€ ha probado en el

Teorema 2.1.6. m]

Como consecuencia del Teorema 2.2.4, se concluye el siguiente resultado:

Teorema 2.2.5 Considérense las condiciones del Teorema 2.2.4. Sean p € [0,1] y ki_,
el percentil de orden 100 (1 - p) de la distribucidn asintdtica (2.47). Si Hy en (2.30) es
cierta, entonces:

lim P (T,

n—»oo e
Como consecuencia, el test que consiste en rechazar Ho en (2.30) cuando Ty, .. n,) >
ki_, es asintéticamente correcto.
Observaciéon 2.2.2 Al igual que sucedia en la aproximacién bootstrap para el test de

una muestra, la distribuciéon de T

no es conocida, por lo que una solucién a este
(n1,.n) ’

problema consiste en estimar su distribucién por Monte Carlo (y, de este modo, basta

trabajar con los numeradores de Ty, .. n,) ¥ T(’*n1 """" nk))'



Contrastes de hipétesis sobre la varianza de conjuntos difusos aleatorios 69

De nuevo, una segunda aproximacién bootstrap consiste en reestimar el denominador
de T¢, ..y Sean {X;}F | k CDA’s independientes y {X;}71, una m.as. de X;, para
1e{l,.. k} Para cada i, se considera la poblacién bootstrap {ym} definida en (2.44).
De dicha poblacién se extrae una muestra bootstrap, {J/Z*] }j: .- fijadaen (2.45) y se utiliza

para reestimar el denominador de T obteniendo la siguiente expresion:

(n k)’

(D5 (5. 5%))" -3 |

> (07 %) %)

k

Z?T\Z —\2 =

~ 7 (Dg (v VD) i
4

=1 nlo_i’lt‘b j=1

i=1 0

i
i

Por tanto, se tiene un segundo estadistico bootstrap:

L 1 2 52 2 ’
zm[ﬁ (62, -%.) - zm (AQ (53 - axl))]
-1 L0, ‘

> LS (g, w0y -a%.)

i=1 0%, j=1

* % —
(n1,...,mi) ~

A partir de las dos aproximaciones anteriores, se sugieren los siguientes algoritmos.

Algoritmos para los contrastes bootstrap (Test de k£ muestras)

Considérense en primera instancia los numeradores de los estadisticos Ty, . n,) ¥

T(”m )" Los pasos a seguir son los siguientes:
Paso 1. Elegir una muestra aleatoria {Xj;}}%, a partir de cada Xj, para i€ {1,...,k}.

Paso 2. Para las muestras anteriores, calcular el valor del estadistico

Z (UX -7 )2~

Paso 3. Para cada i € {1,...,k}, obtener una m.a.s. {X;}} ' a partir de {X”}] LYy
calcular el valor del estadistico bootstrap

2/\2 1 k 32/\2
an A2 UX*_NZH jak}f
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Paso 4. Repetir el Paso 3 un gran niimero B de veces con el fin de conseguir un conjunto

*

de B estimaciones denotado por 17,...,T%.

Paso 5. Calcular el p-valor bootstrap como la proporcién de valores en T7,...,T5 ma-

yores o iguales que T

En relaciéon con la segunda aproximacién bootstrap, se consideran los estadisticos
* % : 7 . .
Tinyyni) Y T(n1,...,nk)' El algoritmo es andlogo al anterior variando los Pasos 2 y 3 como

sigue:

Paso 2. Para la muestra inicial calcular el valor del estadistico

~ ~2\2
ni(@x, -7)

~
I
s

.MPT
Q)
~

~
Il
=

D (X;,X:.))?

Paso 3." Obtener una muestra de n variables aleatorias e idénticamente distribuidas

{X;}, de la poblacién {X;}., y calcular el valor del estadistico bootstrap

k 0% 72,72
B[ L]
. Ox, 0%,

Zk: i4 Z((Dw( ijs )) UX*)2.

i=1 0%, j=

Debido a las dificultades de manejo que presenta la distribucién asintdtica del es-

tadistico T{,, ,. a continuacion se plantea otro modo de resolver el contraste especifico

N ..,nk)v
de igualdad de varianzas de dos poblaciones haciendo uso de los resultados presentados

en las secciones previas.

2.2.4. Caso particular: test de 2 muestras

Considérense dos CDAs independientes, X7 y X5, asi como dos m.a.s. de tamafio ny y ns

extraidas de ellas, {Xj;}7) para i € {1,2}. Asimismo, sea N el tamafio muestral global.
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En este caso, se pretende resolver el test

Hy:0% =03, frente a
077 T T (2.53)
Hy: 0351 # 0262.
Para contrastar las hipétesis (2.53), se considera el siguiente estadistico:
Vi (S%, - 5%,)
Tixy,x0) = - = (2.54)

o —~2
(o J— +0 __
(Dg (X1,%1.))? (DF(X2,X2.))?

En el Teorema 2.2.6 se analiza el comportamiento asintético de T(x, x,) bajo la

hipétesis nula.

Teorema 2.2.6 Si E(|sx, 3#}) < oo para i€ {1,2} yn;/N - p; € (0,1) a medida que

n; - oo, para i € {1,2}, entonces

L
Tt ) 7> N (0,1). (2.55)

Demostracion. Aplicando la teoria de UH-estadisticos introducida en Hoeffding (1948)
al caso bidimensional y teniendo en cuenta los resultados para el test de una muestra

desarrollados en la Seccion 2.1.1, es claro que:
a2 2 a2 2 \\T £ &
(Vni(S%, - 0%,),vVn2(5%, - 0%,)) —’N2(072),

g 2 2
con 3} = dmg(gwg(xl,Em)))%U(D;f(xz,E(x2>)>2)-

Mediante el empleo de las propiedades de la distribucién normal multivariante, se

puede concluir que:

c
vnl(g?vl - val) - \/”2(:%2 - 0352) — N((), U?Dg(xl,E(xl)))z + O—?D;’(XQ,E(XQ)))Z)‘

Ademas, como n; y no diverge a infinito a la misma velocidad, entonces:

a2 a2 L
Vni(5%, - 8%, - (0%, —0%,)) _>N(0’U(2D5(X1,E(X1)))2 + U(QD‘;(XQ,E(XQ)))Q)'
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Por tanto, bajo la hipétesis nula que asegura que crf\,,1 = 0'/2\52, se tiene el resultado

buscado. O

Observacion 2.2.3 El Teorema 2.2.6 es también valido cuando se consideran dos CDAs
Xy v X5 dependientes. En este caso, se puede utilizar la matriz de varianzas-covarianzas

con el fin de obtener un resultado analogo.

Observacion 2.2.4 Recurriendo al procedimiento clasico para contrastar la igualdad de
varianzas de dos variables aleatorias normales, se tiene la siguiente equivalencia. Sean Y;

e Y dos variables aleatorias reales que siguen distribuciones normales, de manera que

ng

Y1 =N (p, O’%/l) e Y = N (po, 0’%/2). De cada variable se extrae una m.a.s., {Y;j}j:l, para

i € {1,2}, donde ny y my divergen a infinito a la misma velocidad. Para contrastar la

hipétesis nula Hy : 02 = o2 frente a la alternativa Hy : 02 # 02, , se utiliza el estadistico
Y1 Y2 Y1 Ys

Foive) = =k (2.56)

que se distribuye como una F de Snedecor con (n; — 1,ne — 1) grados de libertad.
Ademds, cabe resaltar que si F sigue una distribucién F4, 4,) de Snedecor, entonces
(F-E(F))]or =N N(0,1) si n;/N - p; € (0,1) a medida que n; - oo, para i € {1,2},
donde

d2 2 2d§(d1 + dQ - 2)
—— ¥y OoF= 3 .
do -2 dyi(de —2)?(dy - 4)

Por tanto, se tiene que:

no — 1 na — 1
2 1-
.7'—(Y1,Y2) no —3 _ -7:(Y1,Y2) -1 N ne —3
2(712—1)2(77,1 +n2—4) 2(712—1)2(711 +n2—4) 2(712—1)2(711 +’I'L2—4)
(n1-1)(n2 - 3)2(n2 - 5) (n1-1)(n2 - 3)%(n2 - 5) (n1-1)(n2 - 3)2(n2 - 5)

converge en ley a una distribucién A/(0,1). El segundo sumando de la expresién anterior

converge a 0 cuando np y ny divergen a infinito y, por tanto, basta centrarse en el primero
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de ellos que se puede escribir, equivalentemente, como sigue:

f(yl;yz)_l YAk (5?12/1_3\12’2)

> 202 “(n1,n2)s
2(77,2—1) (n1 +’Il2—4)
\j (n1 = 1)(n2 - 3)%(n2 - 5)

donde
A 202 \/(’I’Ll—l) c.s. 1
(n1,n2) = .
2(77,2 - 1 (n1 + N9 — 4) fi1naTee
52 my
Y2 \l (n2 = 3)2(n2 - 5)
Asi,
Jni (582 -8
T(Yl,Yz) 1 ( Y1 Y2) i) N(O, 1)

De este modo, comparando T(y, y,) con el estadistico T{x, x,) definido para CDAs
n (2.54) (considerando las varianzas de las distancias poblacionales, sin estimar), se
observa que los numeradores son iguales. Ademads, como se vio en la Observacién 2.1.2,

siY = N(u,0y) entonces o2 = 20%. Asi, bajo la hipétesis nula de (2.53) y

(D§ (V.E(Y)))?
suponiendo normalidad, los denominadores también coinciden, y los dos estadisticos son

equivalentes.

Observacién 2.2.5 La relacién existente entre el estadistico T(,, . n,) definido en
(2.37) y T(x,,x,) introducido en (2.54) se basa en que el primero puede verse, salvo
constantes normalizadoras, como el cuadrado del segundo cuando se particulariza al caso

de dos muestras.

2.2.5. Estudios de simulacién

En esta seccién se desarrollan varias simulaciones comparativas para ilustrar el compor-
tamiento de los tests propuestos para tamafnos de muestra finitos. En este caso se va a

trabajar unicamente con CDAs trapezoidales, pudiendo hacerse un estudio analogo al
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presentado en la Seccién 1.4.2 utilizando el método de generaciéon de CDAs conociendo

Su esperanza.

Especificamente, se tienen tres CDAs trapezoidales, X; = Tra(a;,b;, c;,d;) para i €
{1,2,3}, que se simulardn segin lo establecido en la Seccién 1.4.1. Teniendo en cuenta
que l; =b; —a; y r; =d; — ¢; para i € {1,2,3}, se consideran las siguientes distribuciones

independientes:

»li=bi—a1=x3, b1 =U0,1), c; =U(1,2) y 11 =dy — ¢1 = X3;
. lQZbg—agExg, bQEU(_27_1)7CQEU(172)yTQZdQ_CQExg;

w l3=b3-a3=x3% b3=U(1,2),c3=U(2,3) y r3=d3 —c3 = x2.

Los valores esperados de los anteriores CDAs son: E(X;) = Tra(-2.5,0.5,1.5,9.5),
E(Xy) = Tra(-9.5,-1.5,1.5,4.5) y E(Xs) = Tra(-3.5,1.5,2.5,8.5).

El objetivo se centra en comparar los estadisticos 11, y Ts. Ty, es una notacién
reducida para el estadistico T, . n,) definido en (2.37), y T's denota una extensién
para CDAs del estadistico de tipo Bartlett desarrollado por Shoemaker (2003). Teniendo
en cuenta el Apéndice 1 en Shoemaker (2003) y la Proposicién 2.1.3, la generalizacién

Ts puede definirse como sigue:

k 2
u n’aﬁé (hl S’?gf'z B % Zi:l In S’?ﬁ) (2 57)
=1 —~2 2’0\?‘51

_ +
U(D(f(/\’m/\’i-))z n;—1

Shoemaker (2003) ha probado que Ts se distribuye aproximadamente como una Xz_l
para variables aleatorias reales. El estudio tedrico del test de Shoemaker cuando se trabaja
con CDAs es dificil de llevar a cabo debido a las dificultades para encontrar la distribucién
limite de \/n; In 3‘361 . Tal estudio constituird una nueva linea de investigacion para afrontar
en futuros trabajos. A continuacién se comparardan empiricamente los estadisticos Ts y

Ty.
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En este contexto, se han aplicado técnicas bootstrap para contrastar la igualdad de
varianzas de X7, Xy y X3 mediante el empleo de los estadisticos de Shoemaker y Levene
para CDAs. Para ello, se considerara la segunda aproximacién bootstrap que incluye el
denominador y que fue propuesta en la Seccién 2.2.3. Debido a que la varianza y los
estadisticos de contraste estan definidos en términos de la distancia generalizada Df;,
se va a evaluar el efecto de la eleccién de los valores de 6 y ¢ dentro de la familia de
métricas. Concretamente, se han considerado los mismos valores de 0 y ¢ utilizados en

el Ejemplo 1.2.1, es decir:
0 e{1/10,1/3,1},
pe{B(3,1),A B(1,3)}.

De acuerdo con la expresion (1.25), las varianzas de X;, Xo y X3 son iguales y para

las elecciones anteriores de 6 y ¢ toman los valores mostrados en la Tabla 2.12.

| [ e=86.1 [ v=2 [e=803) |

0=1/10 | 06431 | 2.0625 3.71
0=1/3 0.79 2.5 4.45
0=1 1.18 3.75 6.68

Tabla 2.12: Varianzas de &A1, x> y X3 segiin 0 y ¢

En primer lugar se presentan los resultados correspondientes al test bootstrap para
la igualdad de las tres varianzas, donde se han realizado 10000 simulaciones al nivel
de significacién p = 0.05 y con 1000 réplicas bootstrap por simulacién. Esta eleccion
implica un error muestral del 0.427% con un nivel de confianza del 95%. Ademds, los
resultados para tamaifios de muestra iguales (diseno balanceado) y distintos, teniendo en
cuenta los tres valores de 0, se reflejan en las Tablas 2.13, 2.14 y 2.15 (cada una de ellas

correspondiente a una eleccién de ¢).

A partir de estas simulaciones se puede concluir que todos los casos muestran un com-
portamiento similar, y que mejoran para muestras del mismo tamano moderado/grande.

La versién bootstrap del test de Shoemaker para CDAs también presenta un buen com-
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Ti/Ts (¢ = B(3,1))
diseno balanceado disefio no balanceado
ni | 6=1/10 | 0=1/3 0=1 || (munans) | 0=1/10 | 0=1/3 | 0-1
10 | 3.02/5.76 | 2.97/6.03 | 3.18/5.95 (10,15,20) 3.15/5.75 | 3.42/5.84 | 3.70/5.64
30 | 3.86/5.54 | 3.47/5.08 | 3.61/5.72 (30,40,30) 3.85/5.34 | 4.15/5.58 | 3.58/5.24
50 | 4.38/5.50 | 4.39/5.52 | 4.38/5.50 (75,55,45) 4.12/4.91 | 4.48/5.45 | 4.66/5.94
100 | 4.83/5.21 | 4.63/5.34 | 4.52/5.30 || (100,100,150) | 4.87/5.43 | 4.86/5.37 | 4.60/5.23
200 | 5.04/5.16 | 4.93/5.18 | 4.83/5.17 || (200,180,230) | 4.87/4.97 | 4.96/5.13 | 4.88/5.14

Cuadro 2.13: Tamano empirico de los tests bootstrap para la homocedasticidad de 3

CDAs trapezoidales (¢ = §(3,1)) para p = 0.05

Ti/Ts (p=A)
disefio balanceado disefio no balanceado
| 0=1/10 | 0=13 | 0=1 (mna,na) | 0=1/10 | 0=13 | 0-1
10 | 2.96/5.82 | 3.05/6.09 | 3.45/6.03 || (10,15,20) | 3.26/5.36 | 3.33/5.53 | 3.66/6.03
30 | 3.72/5.20 | 3.70/5.52 | 3.73/5.44 (30,40,30) 3.94/5.72 | 3.91/5.53 | 3.48/5.44
50 | 4.34/5.76 | 4.18/5.29 | 4.44/5.72 || (75,55,45) | 4.29/5.57 | 4.39/5.45 | 4.35/5.41
100 | 4.74/5.20 | 4.72/5.12 | 4.65/5.35 || (100,100,150) | 4.43/5.06 | 4.87/5.55 | 4.74/5.26
200 | 4.82/4.94 | 4.97/4.96 | 4.85/5.25 || (200,180,230) | 4.89/4.95 | 4.96/4.96 | 5.07/5.15

Tabla 2.14: Tamafio empirico de los tests bootstrap para la homocedasticidad de 3 CDAs

trapezoidales (¢ = A) para p = 0.05

portamiento empirico, aunque 77, es mas conservador y, por tanto, su uso puede resultar

mas conveniente.

Por otro lado, se han llevado a cabo 10000 simulaciones del procedimiento asintético

para el test de dos muestras utilizando el estadistico T(x, x,) introducido en (2.54). En

este caso no se hacen comparaciones con el estadistico de Shoemaker puesto que no se

conoce su distribucién asintdtica. De nuevo, el error muestral cometido es del 0.427 %

al 95%. Al igual que antes, se consideran diferentes valores de 6 y ¢ para la distancia
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TL/Ts (v = B(1,3))

T

disenio balanceado diseno no balanceado
| 0=110 | =13 [ 6-1 (m,na,ms) | 0=1/10 [ 0=1/3 | 6-1
10 | 3.34/5.77 | 2.96/5.86 | 3.37/6.02 (10,15,20) 3.19/5.14 | 3.39/5.77 | 3.76/5.74
30 | 3.51/5.54 | 3.59/5.14 | 3.56/5.38 (30,40,30) 3.69/5.06 | 3.59/5.14 | 3.81/5.61
50 | 4.47/5.49 | 4.11/5.39 | 4.06/5.36 (75,55,45) 4.01/5.26 | 4.06/5.36 | 4.13/5.51
100 | 4.69/5.34 | 4.55/5.32 | 4.49/5.37 || (100,100,150) | 4.68/5.15 | 4.55/5.32 | 4.52/5.17
200 | 4.86/5.17 | 4.87/5.12 | 4.91/5.15 || (200,180,230) | 5.07/5.30 | 4.96/5.05 | 4.98/5.29

Tabla 2.15: Tamano empirico de los tests bootstrap para la homocedasticidad de 3 CDAs

trapezoidales (¢ = 8(1,3)) para p = 0.05

Dy . Asimismo, los resultados al nivel de significacién p = 0.05 para tamaios de muestra

iguales y distintos se recogen en las Tablas 2.16, 2.17 y 2.18.

diseno balanceado diseno no balanceado
n | 0=1/10 [ 0=1/3 | 0=1 || (ni,mo) | 6=1/10 | 0=1/3] 0=1
10 12.88 12.95 | 13.93 (10,15) 11.93 11.59 | 12.27
30 7.05 6.59 7.46 (30,15) 9.54 9.44 9.92
50 5.68 5.35 6.26 (65,45) 5.92 6.29 6.62
100 5.74 5.21 5.85 (80,125) 5.61 5.83 5.60
200 5.25 5.35 4.97 (150,250) 5.35 5.31 5.21
300 4.99 5.21 5.18 (300,500) 5.24 5.13 5.52

Tabla 2.16: Tamano empirico de los tests bootstrap para la igualdad de varianzas de 2

CDAs trapezoidales (¢ = 8(3,1)) para p = 0.05

Como consecuencia de los resultados que se muestran en las Tablas 2.17, 2.18 y

2.16, se concluye que si los tamanos de muestra considerados son moderados o grandes y

similares en todos los casos, el porcentaje de rechazos bajo la hipdtesis nula esté cerca del

nivel de significacion nominal. A pesar de este hecho, aunque este procedimiento es mas

sencillo de aplicar en la practica que el general para dos muestras, resulta mas conveniente
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diseno balanceado diseno no balanceado
n, | 0=1/10 | 0=1/3 | 0=1 || (m,mo) | 0=1/10 | 0=1/3 | 6=1
10 13.57 12.62 | 14.17 (10,15) 12.90 12.24 | 12.76
30 6.85 6.67 7.08 (30,15) 10.44 10.26 | 10.14
50 6.40 5.90 6.88 (65,45) 6.22 6.40 6.04
100 5.70 5.79 5.82 (80,125) 5.93 5.70 6.20
200 5.06 4.96 5.07 || (150,250) 5.34 5.13 5.32
300 5.12 4.87 5.06 || (300,500) 4.88 5.23 5.11

Tabla 2.17: Tamano empirico de los tests bootstrap para la igualdad de varianzas de 2

CDAs trapezoidales (¢ = A) para p =0.05

diseno balanceado diseno no balanceado
ni | 6=1/10 | 6=1/3 | 0=1 || (ni,n2) | 6=1/10 | 6=1/3 | ¢=1
10 12.15 11.57 | 12.20 (10,15) 11.80 11.69 | 11.89
30 7.31 7.02 7.16 (30,15) 9.44 9.16 9.57
50 5.94 6.29 6.15 (65,45) 6.34 6.13 6.23
100 5.42 5.31 5.58 (80,125) 5.77 5.61 5.92
200 5.09 5.11 5.26 || (150,250) 5.48 5.35 5.83
300 5.18 5.34 5.02 || (300,500) 4.94 5.09 5.24

Tabla 2.18: Tamano empirico de los tests bootstrap para la igualdad de varianzas de 2

CDAs trapezoidales (¢ = §(1,3)) para p = 0.05

el empleo del procedimiento bootstrap introducido en la Seccién 2.2.3 cuando se trabaja

con muestras de tamafio moderado.

Cabe destacar que el coste computacional necesario para desarrollar las simulaciones

anteriores es menor cuando se considera la medida de Lebesgue A como medida ¢. Esto

se debe a que en este caso es posible obtener una expresién mas sencilla, dada en la

ecuacién (1.13), para la distacia Dg‘ entre numeros difusos trapezoidales.
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2.2.6. Aplicacion practica

Uno de los requerimientos que exige la permanencia de la mencién de Denominacién de
Origen del queso Gamonedo en relacién con el Ejemplo 2.1.4 se basa en el acuerdo entre
varios expertos acerca de las caracteristicas que poseen los quesos. En este sentido, se
puede abordar un andlisis de igualdad de varianzas e igualdad de medias de las opiniones
de tales expertos. Especificamente, el interés se va a centrar en examinar la calidad del
olor de los quesos producidos y se va a aplicar el test de igualdad de varianzas para dos
muestras del mismo tamafio, y el test de homocedasticidad para muestras de tamano
desigual. De este modo, se consideran las opiniones sobre tal calidad dadas por tres
expertos diferentes, de manera que se tienen 25 opiniones de los Expertos 1y 2, y 20 del

Experto 3. Asi, se tienen los siguientes CDAs:

= X) =“percepciéon del Experto 1 sobre la calidad del olor de cada queso”;
= X, =“percepcién del Experto 2 sobre la calidad del olor de cada queso”;

= X3 =“percepcion del Experto 3 sobre la calidad del olor de cada queso”.

El Experto 3 es el mismo considerado en el Ejemplo 2.1.4, y sus opiniones acerca del
olor del queso vienen dadas en la Tabla 2.11. En la Tabla 2.19 se recogen las muestras

correspondientes a los Expertos 1y 2.

En primer lugar, para analizar la igualdad de varianzas de CDAs, se plantea el test
de homocedasticidad propuesto en esta memoria. Para ello se plantea un test de igualdad
de varianzas teniendo en cuenta las muestras de opiniones sobre dicha calidad de dos y
tres catadores. En un primer estudio, se estudia la igualdad de varianzas de las opiniones
sobre la calidad de los quesos producidos dadas por los Expertos 1 y 2. Al igual que en
los desarrollos correspondientes a la Seccién 2.1.4, se consideran las distancias D7 y D3,.

La finalidad es resolver el contraste

.2 _ 2 .2 2
Hy:oy, =o0%, frente a Hy: 0y #0%y,.
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Experto 1

Experto 2
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Capitulo 2

Tabla 2.19: Muestra de opiniones de 3 expertos acerca de la calidad del olor de varios

quesos
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Las correspondientes varianzas muestrales vienen dadas por ?7‘/231 =150.5865 y E/Qyz =
246.2334 para D7, y por G%, = 159.4005 y 5%, = 311.5437 para D7,. Debido a que
el tamano de muestra es pequeno, se aplica el procedimiento bootstrap que incluye el
denominador desarrollado en la Seccion 2.2.3, que conduce a un p-valor de p = 0.2396 para
D} y de p =0.0795 para Df‘o. Se concluye que en el primero de los casos no se rechaza Hy
a los niveles de significacién usuales, por lo que las opiniones de ambos expertos acerca
de la calidad del olor de los quesos producidos presentan la misma variabilidad. Por otro
lado, cuando se utiliza D7), se tiene que Hy no se rechaza a los niveles p = 0.05 y p = 0.01
y si que se rechaza para p = 0.1. A la vista de los estudios realizados, se deriva que el
hecho de dar mas peso con € a la variabilidad entre los spreads de los valores difusos
(asociados con la imprecisién) hace que al nivel p = 0.1 se detecten diferencias que no se

detectan cuando 6 = 1.

En un segundo estudio se incluyen las opiniones del Experto 3, y se analiza la
igualdad de varianzas de las percepciones de los tres expertos. Al igual que antes se

consideran las distancia D7 y Djy,. Se pretende resolver

Hy:o% =03, = af\% frente a 34,5 € {1,2,3} tal que U%ci # Uf\fj.

La varianza de la tercera muestra viene dada por 5?‘53 =92.7820 cuando se considera
Df‘ y 6\353 = 100.8312 para Df‘o. Aplicando de nuevo el procedimiento bootstrap para
la homocedasticidad de varios CDAs se obtiene un p-valor de p = 0.0894 para Di\ y de
p =0.0179 para D{‘O. Por tanto, en el primer caso no se rechaza la hipétesis nula a los
niveles p = 0.05 y p = 0.01, pero si al nivel p = 0.1, mientras que en el segundo caso se
rechaza para p =0.05 y p=0.1 y no se rechaza para p = 0.01. En este caso, si el valor de

0 es més grande se detectan diferencias al nivel p = 0.05.

A partir de los estudios realizados se puede concluir que no se rechaza la igualdad
de varianzas de las opiniones de los tres expertos si se considera un nivel de significacién
p =0.01, por lo que en este caso se podria mantener la Denominacién de Origen del queso
Gamonedo. Sin embargo, si se considera un nivel de significacién p = 0.05, la hipdtesis

nula no se rechaza si 6 =1 y si en el caso 6 = 10. Como se puede observar, los resultados



82 Capitulo 2

obtenidos dependen de la importancia que se quiera dar a la imprecisién y, por este
motivo, resultaria interesante en el futuro realizar un anélisis de sensibilidad profundo

relativo a las diferentes elecciones de 6.

Debido a que la hipétesis de homocedasticidad no se rechaza al nivel p = 0.05 cuando
se considera la distancia Di\, se va a realizar el contraste ANOVA para la igualdad
de medias de los tres CDAs desarrollado por Gonzélez-Rodriguez et al. (2010) con esa

distancia especifica. El test a resolver es:

Hy:E(X1) = E(Xs) = E(X3) frente a 34,5 € {1,2,3} tal que E(&X;) # E(X}).

Para ello, se considera el siguiente estadistico:

An = Yoni (D} (%, R0)

i=1
En este caso particular, las medias muestrales anteriores vienen dadas por
X, = Tra(56.4,61.32,66.84,73.48), Xs. = Tra(58.5,63.7,69.05,74.85),

Xz =Tra(48.68,53.36,61.44,67.96) v X. = Tra(54.2429,59.1571,65.5429,71.9).

A continuacién se aplica el test bootstrap propuesto en Gonzélez-Rodriguez et al. (2010),
obteniendo un p-valor de p = 0.05824. Por tanto, la hipdtesis de igualdad de medias se
rechazarfa para un nivel de significacién p = 0.1 pero no se rechazaria a los niveles
p=0.05y p=0.01. Como conclusién, si se elige la distancia D7 se podria mantener la

Denominacién de Origen del queso Gamonedo de acuerdo con este criterio.

Otras aplicaciones

= En el caso de la deteccién de una enfermedad cardiaca en un paciente especifico,
es posible comparar la fluctuacién de su tensién a lo largo de un tiempo con la de
un paciente que esté completamente sano, con el fin de determinar un desajuste

cardiaco. Para ello, ademdas de un andlisis de igualdad de medias, se realizaria un
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contraste de igualdad de varianzas de la tension (intervalar) del paciente sano y el

que se pretende diagnosticar.

= Por otro lado, puede resultar titil comparar si el movimiento de las mareas en un
determinado punto es similar al detectado en otro punto. Con este fin, se pueden
comparar las medias de los valores obtenidos asi como analizar si la variabilidad

del movimiento en ambos puntos es similar o no.

2.3. Potencia de los tests propuestos

Con el objetivo de analizar la eficiencia de los tests propuestos a lo largo de este capitu-
lo, se va a realizar un estudio sobre la potencia de los mismos. Como es bien sabido, en
muchas ocasiones la potencia de un test resulta dificil de tratar. Un modo de afrontar este
problema consiste en recurrir a las llamadas alternativas locales, una serie de hipétesis al-
ternativas que convergen a la hipdtesis nula a medida que el tamano de muestra aumenta.
Este tipo de alternativas se emplea normalmente con el objeto de determinar la sensi-
bilidad de un determinado test bajo pequenas desviaciones con respecto a la hipotesis

nula.

2.3.1. Potencia de los tests de una muestra

Sea X un CDA que satisface que 0% = op e R* y E(HSXH‘;W) < oo. Asimismo, para cada
n €N sea {X],...,X,} una m.a.s. obtenida a partir de X, y considérese una ‘correccién’

{Xl[n], . ,;\3&”]} de {X1,..., X} definida del siguiente modo

x o 1y 8o e, n) (2.58)
i ﬁ ) ) ) )

con el fin de conseguir CDAs cuya varianza sea

Qp
O'ii[n] = 0’,,21 = (1 + \/ﬁ) O'g, (259)
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donde ay, € (-1,0) U (0, 00). De este modo, si |a,| # o0y an/v/n — 0 a medida que n — oo,
la sucesién de varianzas {Jﬁ}n converge a o¢ cuando el tamafio de muestra n tiende a
infinito. Asi, la hipétesis nula no se cumple, pero la sucesién de alternativas se aproxima
a ella a medida que n tiende a infinito. En el Teorema 2.3.1 se prueba que la potencia

bajo esas alternativas locales converge a 1.

Teorema 2.3.1 En las condiciones anteriores, si el procedimiento asintdtico presentado

en la Seccion 2.1.1 se aplica al nivel de significacion p a la sucesion de muestras corregidas
{Xl[”] e, X,En]} , entonces

n

lim P (|75 > ta-py) = 1, (2.60)
donde . )
IV )| (2.61)

; |
52 .,
(o5 (w2250

Demostracion. Debido a que
- o 1 n
xfl= et X S - (D“’ (X.["] xf
n \/ﬁ ’ XxIn] n— 1 = 0 7 yvn
y

> 1 ] 31\) =2 1 1 eI\ a2 )
—~ _ 4 © n n —~ _ 2 » [n n =
Tx = 5 2 (D" (Xi A )) 7 U(DZ’(X["LLW))Z i ((De (XZ o )) UXW) 7

i=1

el estadistico de contraste puede escribirse como

an a2 2
e (T o) va (s )53t

" 52 an —
\/U(Di(ﬂ%”))z (“ﬁ) (03 (x )

2
n

Se introduce el término ¢ sumando y restando en la expresién anterior, obteniendo:

"

On )\ [=2 On |\ [=2 .
(1 ' \/ﬁ) V (op () (1 ' ﬁ) V (op ()’

va(1s )5 o] -]

T = (2.62)
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El primer sumando coincide con el estadistico 70 definido en (2.20) y, como se
vio en el Teorema 2.1.7, converge a una distribucién A (0,1). Adem4s, las condiciones
|an| 7 00y an/+/n — 0 cuando n — oo implican la divergencia a infinito del valor absoluto

del segundo sumando. Por tanto, |T£"]‘ - 00,y h;m P ( |T7E"]| > t1-p)/2 ) =1. m|

La consistencia de los tests unilaterales para la varianza de un CDA se puede probar

utilizando argumentos analogos a los del Teorema 2.3.1. El resultado es el siguiente:

Teorema 2.3.2 Sea X un CDA que satisface que 0% = 03 e R* y E(|sx ||§’¢) < oo. Para
cada n € N, sea {Xy,...,X,} una m.a.s. a partir de X. Considérese el estadistico T,[Ln]
definido en (2.61), asi como una sucesion tal que ap € (=1,00), a, = 00 y an//n—0 a

medida que n — oco.

i) Para resolver el contraste (2.2), considérese una muestra corregida {Xl[n], ... ,X#”}
de {X1,...,X,} tal que

Mo e f x o1
k3 \/ﬁ )

(con Ui_[n] =02 = (1+an/\/ﬁ) o2). Entonces, si el procedimiento asintético de
contraste presentado en la Seccion 2.1.1 se aplica al nivel de significacion p a

{Xl[n],.. .,X,En]}n, se tiene que

lim P(TM>t_,)=1. (2.63)
it) Para resolver el contraste (2.3), considérese una muestra corregida {Xl[n], e ,XT[Ln]}
de {X1,..., X}, tal que
Mo -ty i1,

: 7
(con Ui_[n] = 0. = (1-a,/\/n) 03). Entonces, si el procedimiento asintdtico de
contraste presentado en la Seccion 2.1.1 se aplica al nivel de significacion p a

{X}"],...,X,E”]} , se tiene que

n

lim P (T <t,)=1. (2.64)

n—o0
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Demostracion.

i)

i)

Siguiendo el procedimiento de demostracién utilizado en el Teorema 2.3.1, el de-

sarrollo del estadistico TT[L"] al introducir sumando y restando el término o2 =

n
(1+a,/\/n) 02, coincide con (2.62). De nuevo, el primer sumando converge en ley
a una distribucién N(0,1), y el segundo, tiende a infinito debido a que a,, » oo
y an/y/n — 0 cuando el tamaio de muestra aumenta. Por tanto, T,[L"] - 00,y

lim P (T >¢_,)=1.

n—o00

En este caso, cuando se introduce o2 = (1-a,/\/n) o3 en el estadistico T, se
obtiene el siguiente desarrollo:

o L0 (o )]l )]

" _ On —2 _ On 2 .
@ ﬁJv%wme G WJV%WW%W

El primer sumando coincide de nuevo con el estadistico 770, por lo que converge

a una variable N(0,1). El segundo sumando, que se denotard por A,, tiene la

siguiente expresiéon:
—o2ay

_ Gn =2 .
(1 ﬁ)\/ 7o ()

Teniendo en cuenta que a, - o y a,/v/n = 0 cuando n — oo, es obvio que

A, =

A, — —o0. De este modo, TT[L"] =THo+ A, 2 o y, por tanto, se verifica que

lim P(TM<t,)=1.

n—oo

Observacién 2.3.1 El Teorema 2.3.1 muestra que para cualquier sucesién {a,},, tal

que a, € (-1,0) U (0,00), |a,| /# 00 y a,/\/n = 0 a medida que n — oo, entonces o2 — o3

2

puntualmente, y el procedimiento asintético presentado en la Seccién 2.1.1 detecta la

diferencia con respecto a la hipétesis nula c.s. — [P]. Por otro lado, el Teorema 2.3.2

indica el mismo resultado para los tests unilaterales, considerando cualquier sucesién

an tn, tal que a, € (-1,00), a, = o0 y a,/v/n — 0 cuando n - oo.
tal 1 0 d
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2.3.2. Potencia del test de homocedasticidad

Sean X7 ...AX, k CDAs independientes que cumplen Hj : Ugﬁ =...= O'?Yk. Para n; € N
ei e {l,...,k}, sea {Xij}?;'l una m.a.s. obtenida a partir de X;, y considérese una

‘correccion’ {Xi[j”"]} 7:1 de {X;; }?;’1 definida del siguiente modo:

j=
xlmlo fp Oy ara j € {1 ni}
15 = \/n_1 17 p J IERER A §

X}JM:X, para je{l,...,n;},i€{2,...,k}

con el fin de obtener CDAs cuyas varianzas sean

2 An, \ 2 2 2 .
0 pln1l =(1+ )le, Y O yni) = Ok, paraie{2,...,k}
1 i

v
donde a,, es una sucesién perteneciente al intervalo (-1,00). Asi, si a,, — ooy
an, [\/71 = 0 cuando n; — oo, entonces la sucesién de varianzas ai[n L] converge pun-
1
tualmente a nyl a medida que el tamafio de muestra n; tiende a infinito. Considérese el

estadistico ‘corregido’ definido bajo la hipétesis alternativa:

[n1,..onk] _ i=1
(nl,...,nk) - k 1

En el Teorema 2.3.3 se prueba que la potencia del Test (2.30), bajo las alternativas

locales propuestas, converge a 1.

Teorema 2.3.3 Con la notacion anterior, si E(|sx, Hg,w) < oo, n;/N - p; €(0,1) cuan-

do n; — oo y el procedimiento asintdtico presentado en la Seccion 2.2.2 se aplica al nivel de

significacion p a la sucesion de muestras corregidas {Xi[f'i], e Xi[::]} parai€{l,...,k},
se tiene que
. [n1,...,nk] _
dim P(TE > b, = 1. (2.65)
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T[nl 5 7nk]

Demostracion. En primer lugar, el denominador de (nr.ne)

DIl gatisface

(que se denotard por

st - )5

3#3) < 00, entonces
1 v \n\2 9 2 c.s. 9
-2 (De (Xini- )) TOx | T 9(Dg (X, B(X)))?

. , Qp, n1~>oo
paraie€{l,...,k}. Ademas, (1+1) 1. Por tanto,

k
nasemg] CS: _
plm K1 &5 p = ;U?DQ‘P(Xi,E(Xi)))z-

~~~~ ng]

) (denotado por M™17x]) puede descom-

Por otro lado, el numerador de T

ponerse como Slgue.
[ ] Pl 2 1 &,
N1y g ] _ 1= o P
M = n1 "1] Z nz X[nl + i_Z;nz O'Xi[ni] N IZ; nlO'Xl[nl]

El primer término de M[™mx] M7, se puede desarrollar del siguiente modo:

M = [\/_(UX1 an )] (2.66)
2
+ [am(ﬁil—xﬁi)] (2.67)
1 & an, ny
+ 2n1(3§1—NZnﬁfW)( \/n;l(afyl—Na\%ﬁ)). (2.68)

=1
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El segundo sumando de M (il M3, presenta la siguiente descomposicion:

1 & 2
L ) 269
=2 =1
n Cl2

+ (N—nl)(}vgl)aﬁ%ﬁ (2.70)

" k 1 k
_ 27%6“3361 3 n[a‘i - nl?f%(l]. (2.71)

1=2 =1

En primer lugar, el término (2.66) puede expresarse en funcién de las variables

{&;}¥ |, definidas en (2.41), como sigue:

e < [rx [ni )2 2.72
JE CSTRRN S (fl ;\/E Nfl . (2.72)

Teniendo en cuenta que n;/N — p; € (0,1) a medida que n; - oo para todo i €
{1,...,k} y procediendo del mismo modo que en la demostraciéon del Teorema 2.2.2, se

tiene que la funcién definida en (2.72) converge en ley a

2

k
f(Zl7"'aZk) = (Zl - Z \/plpiZi) )
i=1

donde (Zy,...,Z)T = Nk(ﬁ,E), siendo ¥ la matriz de varianzas-covarianzas dada en
(2.40). Analogamente, (2.69) converge en ley a

2

k k
f(Zy, .. Zk) =), (Zz' - Z\/piplzl) :
=2 =1

2
Como a,, - coy (’0‘/2\,1 - %6‘3{1) = -p1)®0%, , se concluye que el término (2.67)

dividido por (ay, - DI""]) diverge a infinito cuando n; — oo para i € {1,...,k}.
Adems4s, teniendo en cuenta los argumentos precedentes, se satisface que (2.68) dividido

por (ay,, - D™ 1Y) converge en ley a

k

2(1=p1)ok, (Z1 - Y. /PipiZi)*.

i=1
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2
_ a.s ..
Por otro lado, como (%)(NNM) O'4X1 — P1‘74X1 Zf:Qpi y la sucesién a,, — oo,

"“"’"’CJ) diverge a infinito a medida que

entonces el término (2.70) dividido por (a,, - DI
n; — oo para i€ {1,...,k}. Ademds, es facil ver que (2.71) dividido por (a,, - D[™-7+])
converge en ley a

k k
=2p1 Y. pi(Zi - > o Z).
-1

=2

1,k ]

. . . P
Finalmente, de las expresiones anteriores se deduce que T /@, —> oo cuando

nl,...,nk)
n; - oo para i € {1,...,k} y, como resultado, lim P(T([:les:)] >t(1-p)) = 1. O

Observacién 2.3.2 El Teorema 2.3.3 indica que para cualquier sucesién {a,, } tal que
: 2 2

ap, € (0,00), ap, = 00y an,[/n1 = 0 a medida que ny; - oo, entonces le["l] — 0%,

punto a punto, y el procedimiento asintético propuesto rechaza la hipétesis nula en (2.30)

con probabilidad 1 en el limite.

2.3.3. Estudios de simulacién

En un primer estudio, se han llevado a cabo algunas simulaciones de un CDA trapezoidal
X con el fin de mostrar la consistencia de los tests propuestos en la Seccién 2.1. En este
caso se van a simular nimeros difusos cuyos valores extremos del 1-corte vienen dados
por las variables aleatorias reales dependientes, b = N'(1, \/5) yc=b+N(1, \/3), y de
manera que [ = b— a varia como una variable [ = x3 y r = d — ¢ tiene distribucién r = y2.
De nuevo se emplea la métrica Df/s, obteniendo una varianza de crf‘f = 6.44 aplicando la

expresion (1.28).

Considerando o2 = 6.44 se analiza la potencia de los tests (2.2) y (2.3). Para este
propdsito, dados mq,mq € (1,00) se consideran los CDAs X™ = /1 - milX y Xm? =
\/1+ mLQX que cumplen las hipétesis alternativas 0%, = (1—%1) 08y O, = (1+mi2) o8,
respectivamente. Las Figuras 2.2 y 2.3 muestran la funciones potencia de ambos tests al
nivel de significacién p = 0.05. Se han ejecutado 10000 simulaciones (lo que implica un

error muestral del 0.427 % al nivel de confianza 95 %), utilizando un tamano de muestra
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n = 100 para diferentes valores de m; y mo. Como resultado, en las Figuras 2.2 y 2.3
se observa que la potencia estd cercana a 1 a medida que la hipdtesis alternativa se va

alejando de la nula en los dos casos.
1
0.8
0.6
0.4

0.2

035 45 55  6.44

Figura 2.2: Potencia del test Hp: 0% < 6.44

0.8
0.6/
0.4/

0.2}

644 8 9 10 11 12
Figura 2.3: Potencia del test Hy : 0% > 6.44

Del mismo modo, para analizar la potencia del Test bilateral (2.1), se considera el
CDA X™ = /"7 & que verifica 0% =m, con m variando en el intervalo (0,12]. En este
caso, la Figura 2.4 muestra que la funcién potencia del test bilateral al nivel p = 0.05,
y construida bajo las mismas condiciones que en el caso unilateral, estd proxima a 1 a

medida que la hipdtesis alternativa se aleja de la nula.

En 1ltimo lugar, siguiendo el estudio comparativo iniciado en la Seccién 2.2.5 entre

los estadisticos de Levene y de Shoemaker (T, y Ts, respectivamente), se va a analizar
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6 8

Figura 2.4: Potencia del test Hy : 0% = 6.44

empiricamente la funcién potencia de ambos tests. Se consideran los CDAs X;, X5 e X5

y la distancia Di‘/3, de manera que:

. X = /% - Tra(ay,by,c1,dy) tal que Iy = by —ay = x3, by = U(0,1), ¢; =U(1,2)

yri=di—c1 = X3,

= X, = Tra(ag, by, ca,d) tal que ly = by —ag = X2, by = U(-2,-1), c2 = U(1,2) y

— .2
Ty =dy - c2 = X3,

= X3 = Tra(as,bs,cs,d3) tal que I3 = b3 —az = x2, bz = U(1,2), c3 = U(2,3) y

_ .2
rz3=d3—c3 = Xg-

Los tres CDAs anteriores satisfacen que

afylm =m para todome (0,00) y o% = 03\53 =2.5.

Se han extraido tres m.a.s. de tamafio 1000 a partir de A", X5 y X3, respectivamente,
para diferentes valores de m variando en (0, 5], y se han ejecutado 10000 simulaciones del
procedimiento asintético en cada caso, lo que implica un error de muestreo de 0.427 %
con un nivel de confianza del 95%. La potencia de ambos tests al nivel de significacién

p =0.05 como funcién de m se representa en la Figura 2.5.
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0.8r
0.6
0.4r
— Shoemaker
0.0+ —Levene
0

1.5 2.5 3.5

Figura 2.5: Potencia del test Hy : Uilm = 0%, = 0353 para Ty, (azul) y Ts (rojo)

Como conclusién, la Figura 2.5 muestra que en este caso el test de Levene para
CDAs desarrollado en la Seccién 2.2 es mas potente que el test de Shoemaker, puesto
que su funcién potencia se aproxima maés rapido a 1 a medida que la hipétesis alternativa
se aleja de la nula. A pesar de ello, puede resultar interesante el desarrollo tedrico de la

extension del test de Shoemaker para contrastar la igualdad de varianzas de k CDAs.






Capitulo 3

Contrastes de hipodtesis
comparativos para la media de

elementos imprecisos aleatorios

En este capitulo se pretende ampliar el marco de aplicacion de los contrastes sobre el valor
esperado de un CDA flexibilizando las hipétesis. Los contrastes de hipdtesis habituales
relativos a la media en este contexto involucran ‘igualdades estrictas’ (igualdad del valor
esperado del CDA a un valor difuso concreto, ver Korner, 2000, Montenegro et al., 2004;
o bien igualdad de los valores esperados de varios CDAs, ver Montenegro et al., 2001, Gil
et al., 2006, Gonzélez-Rodriguez et al., 2010). Sin embargo, en muchos contextos puede
resultar util determinar la similitud (o la concordancia en distintos sentidos) del valor
esperado de un CDA con un valor difuso fijado de antemano. Por ejemplo, Sdnchez (1979),
Dubois & Prade (1980, 1988), Wang (1982) y Pedrycz (1993) han definido el concepto de
grado de inclusién de un conjunto difuso en otro dado, asi como los denominados grado
de similaridad y grado de interseccién, tomando como base el concepto de cardinalidad o

potencia de un conjunto difuso definido por De Luca & Termini (1972). En este contexto,

95
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se van a desarrollar técnicas inferenciales eficientes para resolver este problema dentro
del marco de la inferencia estadistica cldsica en espacios métricos, realizando diversos
contrastes de hipdtesis acerca del grado de inclusién, de interseccién y de similaridad de
la esperanza de un elemento impreciso aleatorio en o con un valor impreciso fijado de
antemano. Cada test se va a estudiar utilizando tanto técnicas asintéticas como técnicas
bootstrap, asi como llevando a cabo simulaciones para mostrar su eficacia. Ademads, se

expondra su aplicabilidad en el andlisis de la calidad del queso Gamonedo.

A la hora de determinar si la calidad del queso Gamonedo permanece dentro de
los limites exigidos por la categoria de Denominacién de Origen, en muchas ocasiones
resulta conveniente analizar si el valor medio de las opiniones dadas por los expertos se
encuentra dentro de tales limites con cierto grado de inclusién. Este problema se analiza
en la Seccion 3.1. En otras ocasiones, dado un valor fijado de antemano que sirva de
referencia, se puede estudiar si el valor medio de las opiniones dadas por los expertos
acerca de determinadas caracteristicas del queso resulta similar a la referencia establecida
con cierto grado de similaridad. Por tanto, para resolver este problema se propone un
contraste de hipdtesis para el grado de similaridad en la Seccién 3.2. Por dltimo, conocida
la media de opiniones de un experto concreto acerca de alguna caracteristica especifica del
queso, se puede analizar si la esperanza de las opiniones correspondientes a otro experto
se interseca en cierto grado con la primera de ellas. Con este propdsito, en la Seccién 3.3
se expone un contraste de hipotesis sobre el grado de interseccién entre la esperanza de

un elemento impreciso aleatorio y un valor impreciso fijado.

3.1. Contrastes de hipdtesis para el grado de inclusion
de la esperanza de un elemento impreciso aleato-

rio en un valor impreciso fijado

En primer lugar se introducen algunas definiciones previas sobre la interseccién de con-

juntos y conjuntos difusos, y sobre el grado de inclusion.
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3.1.1. Grado de inclusiéon. Definiciones previas

Si A e K.(R), se define la medida del intervalo A, m(A), como la amplitud del mismo, es
decir, m(A) = 2spr A. El espacio K.(R) no es cerrado por intersecciones pero estd con-
tenido en el espacio méas general K. (R) de intervalos compactos (vacios o no) de R. Cabe
notar que m(@) = 0. De este modo, si A, B € K.(R) c K.(R) entonces An B € K.(R).
En este contexto, se tiene que la medida de la interseccion de dos intervalos A y B (ver

Shawe-Taylor & Cristianini, 2004) estd definida asi:

m(An B) = méx {O, min { 2sprA,

(3.1)
2sprB,sprA + sprB — |mid A - mid B| }}

Esta medida se puede extender a IC.(R?) como sigue. Dado A € K.(RP), se define la

medida del conjunto A como:

m(A) =2 fs spra(u) dgi (). (3.2)

Si A, B e K.(RP) entonces An B € K.(RP), donde K.(RP) es el espacio de subcon-
juntos compactos y convexos (vacios o no) de RP. La medida de la interseccidn de dos

conjuntos A y B viene dada por:

m(AnB)= [Spil max {O, min {(sprA+sprB) (u)=](mid 4 —-mid g) (u)],

3.3
2spr 4(u), 2sprB(u)}} dAgr-1 (). (33)

Del mismo modo, dado U € F2(RP) se define la medida del conjunto difuso U como
sigue:

m(U) =2 f( . fS spro(u,a) digm (1) dA (). (3.4)

De nuevo el espacio F2(RP) no es cerrado por intersecciones. Con el fin de solu-
cionar este problema se considera el espacio de conjuntos difusos F2(R?) que generaliza

a F2(RP), de manera que:

FRRY) = {U R > [0.1] | Us e RL(RP) Vae (0,1]}.
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Es facil ver que F2(RP) c ]A-":?(Rp) y, asi, se define la medida de la interseccion de dos
conjuntos difusos U y V como extensiéon de la medida para conjuntos de la forma si-

guiente:
m(UnV)= f( ] [S max {O,min {(spru+sprv) (u,a)—|(mid y -mid v) (u, @),
0,1] Jsp-1
2spr y (u, o), 2spr v (u, a)}} dAsp-1(u) dA(«).

El grado de inclusién de un conjunto difuso en otro (ver, por ejemplo, Sdnchez,
1979) estd basado en el concepto de cardinalidad o potencia para conjuntos difusos con
conjunto soporte finito definido por De Luca & Termini (1972). Asi, si U es un conjunto
difuso con conjunto soporte finito, se define su potencia como:

|U| = Z U(x). (3.6)
zesupp(U)

Zwick et al. (1987) extendieron el concepto de potencia al espacio de conjuntos

difusos con conjunto soporte continuo, de manera que en ese caso:

U= /_: U(z)da. (3.7)

Puede comprobarse que |U| coincide con la medida m(U) definida en (3.4). Asi,
en esta memoria se va a trabajar con el concepto de grado de inclusion de U en V
definido mediante la generalizacién a RP por a-cortes de la medida de un intervalo y de
la interseccién de dos intervalos dada en (3.1). Este concepto generaliza al introducido

por Sénchez (1979) y para U,V € F2(RP) viene dado por:
m(UnV)

I(U,V) = (D)

(3.8)

Como m(U nV) < m(U), es inmediato que el rango de valores para el grado de
inclusién de un conjunto difuso en otro es [0,1]. El grado de inclusién se puede particu-

larizar a los espacios K.(R) y K.(RP).

Sea (2,4, P) un espacio de probabilidad, X un CDA y V un conjunto difuso fijado.

Dado d € [0,1], el objetivo es contrastar

Hy:I(E(X),V)=d frentea H;:I(E(X),V)=#d. (3.9)
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De igual modo, se pueden plantear los correspondientes contrastes unilaterales como

sigue:

Hy:I(E(X),V)<d frentea H;:I(E(X),V)>d; (3.10)
Ho:I(E(X),V)>d frentea H;:I(E(X),V)<d. (3.11)

En los siguientes apartados de esta seccion se resolveran los tests anteriores para in-
tervalos aleatorios en R, fijando un intervalo compacto A con spr A > 0. Posteriormente,
se estudiaran algunos casos especiales en los que A no estd acotado. Asimismo, se exten-
deran los resultados obtenidos al marco de CDAs con valores en F2(IRP), y se realizardn
simulaciones para analizar su buen funcionamiento. Finalmente, los tests propuestos se

aplicaran sobre ejemplos practicos.

3.1.2. Caso particular: intervalos aleatorios en R

Dado un espacio de probabilidad (£2,.4, P), se considera un intervalo aleatorio X : Q) —
K.(R) tal que spr E(X) > 0 y un intervalo cerrado y acotado fijado A con spr A > 0. El
objetivo es resolver los Tests (3.9), (3.10) y (3.11) para el grado de inclusién de E(X) en
A.

A partir de la definicién de medida de un intervalo dada en (3.1), se deduce que las

hipétesis del test bilateral (3.9) pueden expresarse equivalentemente como

Hy: méx{ - 2dsprE(X),m1’n{sprA +(1-2d)spr E(X) - |mid E(X) — mid 4],
2(1-d)sprE(X),2(sprA—-dsprE(X)) }} = 0;
Hy :méx { - 2dsprE(X), min {spr A + (1 - 2d) spr E(X) - |mid E(X) - mid 4|,
2(1-d)spr E(X),2(spr A-dspr E(X)) }} £ 0.

(3.12)

Los contrastes (3.10) y (3.11) pueden expresarse equivalentemente de modo andlogo
a (3.12), cambiando el signo = en la hipétesis nula por < y >, asi como el signo # en la

hipotesis alternativa por > y <, respectivamente.
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Observacion 3.1.1 Existen tres situaciones que deben distinguirse, ya que su estudio
se realiza de diferentes modos, como se verd posteriormente: d =1, d€ (0,1) y d =0.

= d =1 significa que el intervalo F(X) estd completamente contenido en A.

s de(0,1) implica que E(X) estd parcialmente contenido en A, con grado d.

= d =0 equivale a decir que E(X) no estd contenido en A.

En la Figura 3.1 se muestran varios ejemplos que se pueden encontrar segun los

distintos grados de inclusién.

I(E(X),A)=1 I(E(X),A)=1/2 I(E(X),A)=0

Figura 3.1: Diferentes formas de representacién de distintos grados de inclusién de E(X)

(en rojo) en A (en azul)

A continuacion se analizan las tres situaciones propuestas.

Caso d=1
Es fécil ver que en este caso particular, las hipé6tesis del Test (3.9) son las siguientes:

{ Hp : |mid E(X) - mid A| + spr E(X) < spr 4; (3.13)

Hi :|mid E(X) - mid A| + spr E(X) > spr A.
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Cabe notar que cuando d = 1 el Test (3.11) se reduce al (3.13) ya que el grado de
inclusién no puede ser mayor que 1, mientras que el Test (3.10) no presenta interés debido

a que el grado de inclusién es siempre menor o igual que 1.

Sea {X;}}, unam.a.s. extraida a partir de X. Para resolver el Test (3.13), se propone

el siguiente estadistico:

Trfl = \/ﬁ(|midX7n—midA|+ser7n—sprA). (3.14)

Se podrian exigir las condiciones necesarias para evitar la singularidad de las matrices
de varianzas-covarianzas de los procesos limite. Sin embargo, esto no es imprescindible ya
que no se trabajara con la densidad de dichos procesos. No obstante, se requeriran algunas
condiciones naturales sobre las varianzas que simplificaran la exposicién. De esta manera,
se considera P = {Y Q> K(R)|02,qy <00 A 0< User < oo}. En el Lema 3.1.1 se
analiza la convergencia de T,fl bajo ciertas condiciones y en el Teorema 3.1.2 se prueba

que el test que consiste en rechazar Hy en (3.13) cuando T,{l > ki, es asintéticamente

correcto.

Lema 3.1.1 Para cada n € N, se consideran n intervalos aleatorios independientes e
igualmente distribuidos que X, Xq,...,X,, definidos sobre el espacio de probabilidad
(2, A,P). Sea T,{l definido como en (3.14). Si X e P y E(X) = A, se cumple que:

Y N méx{z1, 22}, (3.15)

n

donde (zl,zz)T ENQ(O7E) con matriz de varianzas-covarianzas

2 2 2
o_ g —0_ .
3 X
3 mid X +spr X spr mid X ] (316)

2 2 2
Ospr X ~ Omid X 0 _mid X +spr X

Demostracion. El estadistico T,{l definido en (3.14) puede expresarse equivalentemente

COomo:

T,{l = méx{ V1 (mid X,, - mid A + spr X, —spr A),
\/ﬁ(—midXin-i— mid A + spr X,, — sprA) },
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y, ademds, si E(X) = A el estadistico anterior es igual a:

T = méx{ \/n (mid X, +spr X,, - E' (mid X +spr X)),
Vn(-mid X,, + spr X, - E (-mid X +spr X))}.

Utilizando el Teorema Central del Limite para variables bidimensionales, se cumple

la siguiente convergencia en ley:

V/n (mid X,, + spr X, — E (mid X +spr X))

o SN, (T,3),
\/ﬁ(—mian +sprX,, - E(-mid X + ser))

donde ¥ estd definida como en (3.16). Asimismo, como la funcién méximo es continua,

se tiene el resultado buscado. m]

Teorema 3.1.2 Considérense las condiciones del Lema 3.1.1. Sea p € [0,1] y ki, el
percentil de orden 100(1 — p) de la distribucion asintdtica (3.15). Si Hy en (3.13) es
cierta, entonces:

limsup P (7] > k1) < p (3.17)

n—o0

y la igualdad se alcanza cuando E(X) = A. Como consecuencia, el test que consiste en

1 . S, .
rechazar Ho en (3.13) cuando TL > ki, es asintdticamente correcto.

Demostracion. La desigualdad (3.17) se va a probar en dos pasos. En primer lugar, dado

k € R se va a comprobar que:

P(1]" > k) =P (T1 > k| mid E(X) - mid | + spr E(X) <spr A)

n

SP(TI1 > k| |mid E(X) — mid A| + spr E(X) :sprA).

n

(3.18)

Sea X un intervalo aleatorio para el que |mid F(X) - mid A| +spr E(X) <sprA y

T,f( = \/ﬁ(|midX7n— midA‘ +sprX,, — sprA) .

Dado el intervalo aleatorio

Y = X + [-spr A+ |mid E(X) — mid A| + spr E(X),spr A — |mid E(X) - mid A| - spr E(X)],
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se cumple que |mid E(Y) —mid A| + spr E(Y) = spr A y, ademés, es inmediato ver que
TY > TX para todo w € Q. Por tanto, se satisface que P(TY > k) > P(TX > k), y asf se

tiene la desigualdad (3.18).

Por otro lado va a probarse la desigualdad

P(T!" > k| jmid E(X) - mid A| + spr E(X) = spr A) 5.19)
<P(T! > k| E(X) = A). '

Sea X wun intervalo aleatorio para el que |midE(X)-midA4] > 0 y
|mid £(X) - mid A| +spr E(X) = spr 4, y sea T-X definido como en (3.39). Dado el inter-

valo aleatorio
Y=X+midA-mid E(X) + [spr E(X) - spr A, —spr E(X) +spr A],

se cumple que |mid F(Y) -mid A| =0 y spr E(Y) = spr A y se puede comprobar, que al
igual que antes, 7Y > T:X para todo w € Q. De este modo, P(TY > k) > P(T:X > k) y la
desigualdad (3.19) es cierta.

A partir del Lema 3.1.1 se tiene que P (Trf1 > ki, | E(X) = A) iy p vy, por tanto,
teniendo en cuenta las desigualdades (3.18) y (3.19) se concluye de modo inmediato

(3.17), como se querfa demostrar. ]

Observacién 3.1.2 En el caso particular en el que sprX = 0 (c.s.), es decir, si X es
casi seguro una variable aleatoria real, la definicién de grado de inclusién dada en (3.8)
no tiene sentido, ya que la medida de E(X) serfa 0. Por tanto, el contraste que consiste
en analizar si la esperanza de una variable aleatoria real estd en un intervalo fijado no
puede verse como una particularizacién del Test (3.13), si bien sus hipdtesis presentan la

siguiente forma:

(3.20)

Hy: |E(X) - mid A| < spr 4;
H, : |E(X) - mid A| > spr A.

Clasicamente, el contraste de estas hipdtesis se ha resuelto como un contraste multi-

ple de tipo unién-interseccién (ver, por ejemplo, Roy, 1953), de manera que se descompone
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a su vez en dos tests unilaterales:

H}:E(X)-mid A < spr A; HZ:-E(X)+mid A < spr 4;
H{:E(X)-mid A > spr A. H?:-FE(X)+mid A > spr A.

n(X -mid A -spr A n(-X +mid A -spr A
De este modo, si T} = \/_( ) y Ty = \/_( ) son
ox ox
los estadisticos utilizados clasicamente para resolver los contrastes anteriores, entonces el

estadistico de contraste para el test multiple (3.20) es el mdximo de ambos estadisticos,

es decir, méx {T1,T>}.

En este caso, es inmediato ver que los dos peores casos bajo la hipdtesis nula se
alcanzan cuando F(X) =sprA+mid A 6 E(X) =mid A - spr A, y en ambas situaciones
se verifica que max {7y, T>} converge en ley al valor absoluto de una variable A/(0,1).
Asi, al nivel de significacién p y siendo ki_, el percentil de orden 100(1 - p) del valor

absoluto de una N (0,1), si Hy en (3.20) es cierta, entonces:

limsup P(méx {T1,T>} > ki-,) < p
y la igualdad se alcanza o bien cuando F(X) = spr A + mid A, o bien cuando F(X) =
mid A — spr A. De esta forma, el test que consiste en rechazar Hy en (3.20) cuando

max {T1,T>} > ki, es asintéticamente correcto.

Finalmente, se razonaria de la misma manera en el caso en el que el spr X esté de-

generado en cualquier constante c € R.

Caso d€(0,1)

En esta memoria se va a estudiar inicamente el test unilateral (3.11) para d € (0,1) ya
que éste parece mas interesante para las aplicaciones préacticas. El desarrollo teérico de

los contrastes (3.9) y (3.10) se deja como un problema abierto para futuros trabajos.



Contrastes de hipéGtesis comparativos para la media de elementos imprecisos aleatorios 105

Teniendo en cuenta que d € (0, 1), las hipétesis del Test (3.11) pueden expresarse del

siguiente modo:

{ Hop : méx {|mid E(X) - mid A| + (2d - 1) spr E(X) —spr A,dspr E(X)} < spr A; (3.21)

Hq: méx {|mid E(X) — mid A| + (2d - 1) spr E(X) —spr A,dspr E(X)} > spr A.

Dada una m.a.s. {X;}, obtenida a partir de X, se considera el estadistico
TT{(O’I) = /nméx {’midfn — mid A| +(2d-1)sprX,, —spr A, dspr X,, — spr A} , (3.22)

analizandose su distribucién limite bajo ciertas condiciones en el Lema 3.1.3. Ademas,
en el Teorema 3.1.4 se prueba que el test que consiste en rechazar Hy en (3.21) cuando

(0,1) g
Trf > k1, es asintéticamente correcto.

Lema 3.1.3 Para cada n € N, se consideran n intervalos aleatorios independientes e
igualmente distribuidos que X, Xy,...,X,, definidos sobre el espacio de probabilidad
(2, A,P). Sea T,{(O'I) definido como en (3.22). Si X € P, entonces:

a) Cuando mid E(X) —mid A + (2d — 1)spr E(X) = spr A y dspr E(X) = spr A, se
cumple que:

71 £s méx{mi,m) (3.23)

donde (71, Tg)T = NQ(O, 21) con matriz de varianzas-covarianzas

2
O mid X +(2d-1)spr X Omid X +(2d-1)spr X,dspr X

5 = (3.24)

Omid X +(2d-1)spr X,dspr X dQUSQer
b) Cuando -mid E(X) + mid A+ (2d - 1)spr E(X) = spr A y dspr E(X) = spr 4, se
cumple que:

oy £
T, = méx{G, G} (3.25)

donde ({1, CQ)T = /\/'2(0, Eg) con matriz de varianzas-covarianzas

2
0 mid X+(2d-1)spr X O _mid X +(2d-1)spr X,dspr X

N, = (3.26)

2 2
O _mid X +(2d-1)spr X,dspr X d User



106

Capitulo 3

Demostracion.

a)

b)

El estadistico T, 7{(0'1) definido en (3.22) puede expresarse equivalentemente como:

7101
T’I’L

= méx{\/ﬁ(midXinJr (2d-1)spr X, - E(mid X + (2d - 1) spr X )
+E(midX+(2d—1)ser)—(midA+sprA)),
\/ﬁ(—midX7n+(2d—1)ser7n—E(—midX+(2d—1)ser)
+E(—midX+(2d—1)ser)—(—midA+sprA)),

\/ﬁ(dsern— E(dsprX)+ E(dsprX) —sprA)}.

Teniendo en cuenta las condiciones mid E(X) —mid A + (2d - 1)spr E(X) = spr 4
y dsprE(X) =spr A, la segunda componente del méximo anterior diverge en pro-
babilidad a —co a medida que n — oo en virtud del Teorema Central del Limite y
el Teorema de Slutsky, por lo que basta con analizar las otras dos componentes.
Es facil ver que la primera y tercera componentes convergen conjuntamente en ley
a (’7’1,7’2)T que se distribuye como una variable normal bidimensional NQ(G,El)
con matriz de varianzas-covarianzas ¥; la misma que en (3.24). Por tanto, por la

continuidad del maximo es inmediato que
©on £
T! RN max{r1, 72 }.

Andlogamente, a partir de la descomposicién del estadistico T,’;(O’l) presentada
en el apartado a) de la demostracién, bajo las condiciones —mid E(X) + mid A
+(2d - 1)sprE(X) =sprA y dsprE(X) = spr A la primera componente de dicho
estadistico diverge en probabilidad a —co cuando n — oo, por lo que para analizar
la convergencia en ley basta estudiar las componentes restantes del estadistico. De
este modo, la segunda y tercera componentes convergen conjuntamente en ley a
(¢1,¢)T que se distribuye como una variable normal bidimensional Nz((), 22) con

matriz de varianzas-covarianzas en (3.26). Asi, en estas condiciones se tiene que

0,1) [ O

TT{ —> méx{(l,@}.

Teorema 3.1.4 Considérense las condiciones del Lema 3.1.3. Sea p € [0,1] y ki, el

mdzimo de los percentiles de orden 100(1 - p) de las distribuciones asintdticas (3.23) y
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(3.25). Si Hy en (3.21) es cierta, entonces:

timsup P (T, > ki, ) < p (3.27)

y la igualdad se alcanza o bien cuando mid E(X) - mid A + (2d - 1)spr E(X) = spr A
y dspr E(X) = spr A, o bien cuando —mid E(X) + mid A + (2d - 1)spr E(X) =sprA y
dspr E(X) = spr A. Como consecuencia, el test que consiste en rechazar Hy en (3.21)

(0.1) Ny
cuando T! > ki, es asintdticamente correcto.

Demostracion. En primer lugar, dado k € R se va a probar la siguiente desigualdad:

tim sup P(TE”"> k| méx {jmid B(X) - mid Al + (2d - 1) spr B(X), dspr B(X)} < spr A)
n—co (3.28)
<tim P(T1"> k| jmid B(X) - mid A| + (2d - 1) spr E(X) = spr A A dspr E(X) = spr A).
n—00

Sea X un intervalo aleatorio que cumple Hy y una de las siguientes condiciones:
o bien |mid F(X)-mid A|] + (2d — 1)spr E(X) < sprA, o bien dspr E(X) < spr4, y
considérese

T,¥ = Vnméx{T1(X), To(X), T5(X)}, (3.29)

donde

= T1(X)=mid X,, - mid A + (2d - 1) spr X,, — spr 4,
s T5(X)=-mid X,, +mid A + (2d - 1) spr X,, —spr A y
» T3(X) =dspr X, —sprA.

Por un lado, teniendo en cuenta las propiedades de la probabilidad se satisface la

siguiente desigualdad:

P(v/n méx{T1(X),T2(X), T5(X)} > k)

<P(VRTi(X)>k)+ P(VrTo(X) > k) + P(VnT5(X) > k). (3.50)

A continuacién se analiza (3.28) en los tres casos posibles que pueden darse.

1) Supéngase que |mid E(X) — mid A|+(2d-1) spr E(X)) =spr Ay dspr E(X) < spr A.
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1.4) Simid E(X) > spr A, se considera el intervalo aleatorio Y definido como sigue:

1-d

Y=X+midA-midE(X) + spr A

) ) (3.31)
+ [sprE(X) - gsprA7 —spr E(X) + gsprA] .

Se tiene que |mid F(X)-mid A| + (2d - 1)spr E(X) = sprA y dspr E(X) =
spr A, y ademds T1(X) = T1(Y), por lo que

P(/RTy(X)>k) = PG/RTL(Y) > k) < P(/amax{Ty(V), To(Y), T5(Y)} > k).

En virtud del Teorema Central del Limite y el Teorema de Slutsky es inmediato

comprobar que P(y/nT»(X) > k) y P(y/nT5(X) > k) convergen a 0 a medida

que n tiende a oo. Asi, por el apartado a) del Lema 3.1.4 se cumple (3.28).
1.44) Si mid F(X) < spr A, la demostracién para obtener (3.28) es andloga a la de

1.i) teniendo en cuenta en este caso el intervalo

d-1

Y=X+midA-mid E(X) + spr A

1 1 (3.32)
+ [spr E(X)- gspr A, -sprE(X) + gspr A] ,

y el apartado b) del Lema 3.1.4.

2) Supéngase que |mid E(X) - mid A|+(2d-1)spr E(X)) <spr Ay dspr E(X) = spr A.
En este caso basta considerar cualquiera de los dos intervalos (3.31) o (3.32) y
realizar un razonamiento similar al de los apartados anteriores para obtener (3.28),
teniendo en cuenta ahora que P(y/nTi(X) > k) y P(y/nT3(X) > k) convergen a 0

a medida que n tiende a oo.

3) Supédngase que |mid F(X) — mid A|+(2d-1) spr E(X)) <spr Ay dspr E(X) < spr A.
En este caso se puede definir Y o bien como en (3.31), o bien (3.32), concluyendo

que T1(X) <T1(Y), por lo que se tiene
P(V/nTi(X)>k) < P(/nTi(Y)>k) < P(/nméx{T1(Y),To(Y), T3(Y)} > k).

De este modo, como P(/nTi(X) > k), P(v/nTa(X) > k) y P(v/nT3(X) > k)

convergen a 0 a medida que n tiende a oo, se concluye facilmente (3.28).
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Por otro lado, por el Lema 3.1.3 se tiene que

7(0,1)

P (Tn

n—oo

> ki-p| mid E(X) -mid A| + (2d - 1) spr E(X) =spr A A dsprE(X) :sprA) —p

y asi, por la desigualdad (3.28), se concluye de modo inmediato (3.27), como se queria

demostrar. |

Caso d=0
En el caso d =0, las hipdtesis del test bilateral (3.9) son equivalentes a las siguientes:

{ Hy : [mid B(X) - mid A| - spr E(X) > spr 4; (3.33)

H; : jmid E(X) - mid A| - spr (X)) < spr A.

Del mismo modo, el Test (3.10) se reduce al (3.33) ya que el grado de inclusién no
puede ser menor que 0, mientras que el test (3.11) no presenta interés ya que siempre el

grado de inclusién es mayor o igual que 0.
Sea {X;}I; una m.a.s. obtenida a partir de X. Se considera el estadistico

T - \/ﬁ(|midX7n—midA|—serin—sprA). (3.34)

n

Siguiendo la estructura del caso d € (0,1), en el Lema 3.1.5 se analiza la convergencia
del estadistico T,{O bajo ciertas condiciones y en el Teorema 3.1.6 se probard que el test

. 0 . o
que consiste en rechazar Hy en (3.33) cuando T,{ <k, es asintéticamente correcto.

Lema 3.1.5 Para cada n € N, se consideran n intervalos aleatorios independientes e
igualmente distribuidos que X, Xi,...,X,, definidos sobre el espacio de probabilidad
(2, A, P). Sea TT{O definido como en (3.34). Si X € P, entonces:

a) Cuando mid E(X) - mid A —spr E(X) =spr A, se cumple que:

o L
Tﬁr —’N(OagxznidX—sprx)- (3-35)
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b) Cuando -mid E(X) +mid A —spr E(X) =spr A, se cumple que:

o L
TT{ - N(Ovo—?nidX-#ser)' (336)
Demostracion.

a) El estadistico T, ,{O definido en (3.34) puede expresarse como:
T = méx{ Jn (midfn —spr X, - E(mid X - spr X)
+E(mid X - spr X) - (mid A +spr A)),
Vit (= mid X, - sprX,, - E( - mid X - spr X)
+E(-mid X —sprX) - (- mid A + sprA)).

Teniendo en cuenta la condicién mid F(X) —mid A —spr E(X) = spr A, el Teorema
Central del Limite y el Teorema de Slutsky, la segunda componente del maximo
anterior tiende en probabilidad a —oo a medida que n - co. De ese modo, para la
convergencia en ley basta analizar la primera componente del estadistico. Asi, se

tiene (3.35).

b) Del mismo modo, si se considera la descomposicién de T,{U dada en el apartado a),
bajo la condicién -mid F(X )+ mid A —spr E(X) = spr A se cumple que su primera
componente diverge en probabilidad a —oo a medida que n - oo y asi se cumple

(3.36).

Teorema 3.1.6 Considérense las condiciones del Lema 3.1.5. Sea p € [0,1] y k, el
mdzimo de los percentiles de orden 100p de las distribuciones asintdticas (3.35) y (3.36).

Si Hy en (3.33) es cierta, entonces:

timsup P (T, <k,)<p (3.37)

y la igualdad se alcanza o bien cuando mid F(X) - mid A — spr E(X) = spr A, o bien
cuando —mid E(X) + mid A - spr E(X) =spr A. Como consecuencia, el test que consiste

0 . /sy
en rechazar Hy en (5.33) cuando TL <k, es asintdticamente correcto.
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Demostracion. En primer lugar, dado k € R se va a comprobar la siguiente desigualdad:

P(Trfo < k‘ |mid E(X) - mid A| - spr E(X) 2 Spl"A)

; (3.38)
< P(TT{ <k‘|midE(X)—midA|—sprE(X)=sprA)
Sea X un intervalo aleatorio para el que |mid E(X) - mid A| —spr E(X) >sprA y

T.X = /n(|mid X, - mid A| - sprX,, —spr 4). (3.39)

Dado el intervalo aleatorio

Y = X + [spr A - |mid (X ) — mid A| + spr E(X), —spr A + |mid £(X) - mid A| - spr E(X)],

se cumple que |mid F(X) — mid A|-spr E(X) = spr A y, ademés, es inmediato comprobar
que TY < TX para todo w € Q. Por tanto, se cumple P(T)Y < k) > P(T;X < k) teniéndose

la desigualdad (3.38). Por otro lado, segun el Lema 3.1.3 se satisface que

n

P(T‘r0 <kp||mid E(X) - mid A| -spr E(X) = sprA) =2 0.

Como consecuencia, la desigualdad (3.37) se deduce de modo inmediato. O

3.1.3. Casos especiales: intervalo prefijado no acotado

Existen situaciones en las que el intervalo A fijado de antemano con el que se quiere
comparar la esperanza del intervalo aleatorio en cuestiéon no tiene por qué estar acotado.
En esta seccién se analizardn los contrastes equivalentes a (3.9) para d € {0,1} y el

equivalente a (3.11) para d € (0,1) en tres de dichas situaciones, siendo estas para e; < ey:
A=(-00,e1], A=lez,00) y A=(-00,e1]u ez, 00),

y resultando andlogo el procedimiento seguido para resolver el resto de contrastes.
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Caso 3.1.3.a): A= (-o00,¢€q]

Sean un espacio de probabilidad (£2,.4, P), un intervalo aleatorio X asociado al mismo

y A =(-o00,e1]. En este caso, m(E(X)n A) viene dada por la siguiente expresion:

m(E(X)nA) =mix {0, min {2spr £(X),e; —mid F(X) +spr E(X)}}. (3.40)

Por tanto, las hipétesis del Test (3.9) cuando A = (-0, e1] pueden expresarse equi-

valentemente como:

H, :méx{ —2dsprE(X),m1’n{el -mid B(X) + (1 -2d) spr E(X),
2(1-4d) sprE(X)}} =0;

H, :méx{ - 2dsprE(X),m1’n{el -—mid E(X) + (1-2d)spr E(X),
2(1-4d) sprE(X)}} #0.

(3.41)

Asimismo, las hip6tesis del Test (3.11) se expresarian al igual que las del anterior
intercambiando = por >, y # por <. A continuacion, se analizan estos contrastes segin los

diferentes valores de d € [0,1]:

s d=1: A partir de (3.41), las hipétesis del Test (3.9) se transforman en las siguientes:

{ Ho :mid E(X) +spr E(X) < ey; (3.42)

Hy:mid E(X) +spr E(X) > ey,

que se resuelve como un test clésico para la esperanza de la variable aleatoria real

mid X +spr X.

= d € (0,1): Del mismo modo, a partir del test unilateral andlogo a (3.41), las hipStesis

del Test (3.11) se pueden escribir como sigue:

{ Ho:mid B(X) + (2d - 1)spr E(X) < ey; (3.43)

Hy:midE(X)+(2d-1)sprE(X) > ey,
resultando equivalente al test unilateral cldsico para la esperanza de la variable

aleatoria real mid X + (2d - 1) spr X.
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= d=0: En este caso, las hipétesis del Test (3.41) se expresan como sigue:

{ Ho:mid E(X) - spr E(X) > ex; (3.44)

Hy :mid E(X) -spr E(X) <ey,

resolviéndose como un test unilateral clasico para la media de la variable aleatoria

real mid X —spr X.

Caso 3.1.3.b): A =[eg, 0)

Sean un espacio de probabilidad (2,.4, P), un intervalo aleatorio X asociado al mismo

y A =[es,00). En este caso, m(E(X)n A) se expresa como sigue:

m(E(X)nA) =mix {0, min {2spr E(X),spr E(X) + mid E(X) —ea2}}. (3.45)

Asi, las hipétesis del Test (3.9) para A = [eg, 00) pueden expresarse equivalentemente

Como:

Hy : max { - 2dsprE(X), min { mid E(X) + (1 - 2d) spr E(X) - e2,
2(1-4d) sprE(X)}} =0;

Hy: méx{ - 2dsprE(X)7m1'n{midE(X) +(1-2d)spr E(X) - ea,
2(1-4d) sprE(X)}} #0.

(3.46)

Al igual que en casos anteriores, las hipGtesis del Test (3.11) se expresarfan al igual
que las del anterior intercambiando = por >, y # por <. A continuacién se analizan ambos

tests para diferentes valores de d € [0, 1].

= d =1: Las hipdtesis del Test (3.46) se escriben del siguiente modo:

{ Ho:mid E(X) —spr E(X) > e; (3.47)

Hy:mid E(X) —spr B(X) < ea,
tratandose de un test clasico unilateral para la esperanza de la variable aleatoria

real mid X —spr X.
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s de(0,1): Igualmente, a partir del test unilateral andlogo a (3.46), las hipétesis del
Test (3.11) para d € (0,1) son las siguientes:

(3.48)

Hy:mid E(X) + (1 -2d)spr E(X) > es;
Hy:mid E(X) + (1-2d)spr E(X) < ea,

que es equivalente al test clasico para la esperanza de la variable aleatoria real
mid X + (1 -2d)spr X.
= d =0: En este caso, las hipdtesis del Test (3.46) se escriben como:

(3.49)

Hy :mid E(X) +spr B(X) < eo;
Hy :mid E(X) +spr B(X) > es,

siendo este un test clasico para la esperanza de la variable aleatoria real mid X +

spr X.

Caso 3.1.3.c): A=(-00,e1]U[ea,)

El interés de este tipo de tests se centra en la idea de contrastar que la esperanza de
un intervalo aleatorio no estd contenida en un intervalo abierto A¢ = (eq,es) con cierto

grado d € [0,1].

Ademés, dado un intervalo aleatorio X, es fécil ver que el hecho de que E(X)
esté contenido en A = (—o0,e1] U [eg,00) con grado d € [0, 1] es equivalente a que E(X)
esté contenido en A°" = [ey, 5] con grado (d —1) € [0,1]. De este modo, el estudio se

reduce a los tests propuestos en la Seccién 3.1.2 para (d—1).

Los resultados obtenidos hasta ahora en esta seccion se extienden a continuacion al

espacio de valores difusos F2(IRP).
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3.1.4. Extensién a F2(Rr)

Sean (€2, A, P) un espacio de probabilidad, X : Q — F2(RP) un CDA tal que spr B(X)a >
0 para a < 1,y V e F2(RP) un valor difuso fijado tal que spry,, >0 para a < 1. El objetivo
ahora consiste en resolver los Tests (3.9), (3.10) y (3.11) sobre el grado de inclusién de
E(X) en V. A partir de la medida de un conjunto difuso introducida en (3.4) y la medida
del conjunto difuso interseccién definida en (3.5), las hipdtesis del Test (3.9) para CDAs

pueden expresarse equivalentemente de la siguiente forma:

Hy: [0 1 Jns mé,x{ —2d spr E(X)(u,a),mfn{(sprv +(1-2d)spr p(x)) (u,a)
- |(midE(X) - midv) (u, a)| ,2(1 = d) spr gy (u, ),
2(sprv - dspr p(x)) (u, a)}} dAgp-1 (u)dA(a) = 0; (3.50)

H;: /(0 1 Jens méx{—2dsprE(X)(u,a),min{(sprv +(1-2d) sprE(X)) (u, @) .

- |(midE(X) - midv) (u7oz)| ,2(1 - d) spr gexy (u, o),
2 (sprv —dspr E(X)) (u, a)}} dAgp-1(u)dX # 0.

Aligual que sucedia en el caso intervalar, los Tests (3.10) y (3.11) para CDAS pueden
expresarse equivalentemente de modo andlogo a (3.50), intercambiando el signo = en la
hipotesis nula por <y >, y el signo # en la hipétesis alternativa por > y <, respectivamente.
Ademsds, los casos d =1, d € (0,1) y d = 0 deben analizarse separadamente. A continua-
cién se estudiard el test bilateral (3.50) para d € {0,1}, as{ como el contraste unilateral
correspondiente para d € (0,1), que se denotara por (3.50’), donde = se sustituye por >
bajo Hy, y # por < bajo H;. En este dltimo caso, los desarrollos del test bilateral y el

otro test unilateral se dejan como problema abierto para futuros trabajos.

Casod=1

Si d =1, la hip6tesis nula definida en (3.50) es equivalente a que la funcién no positiva
[} (u, @) = max { ~2spr pea (u, @), min { (sprv = spr per)) (v, @)
- |(mid gy - midv) (w, )] 0,2 (sprv = sprpcx)) (@) }}
se anule para casi todo (u, ) € SP~1x(0,1]. Sin pérdida de generalidad se puede trabajar

con la funcién no negativa

fi(u, ) = mzix{ |(mid B(X) — midv) (u, a)| + (spr E(x) — SPI V) (u, @), 0} (3.51)
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0, equivalentemente, con ( f})2 y, de este modo, las hipétesis del Test (3.50) se pueden

escribir de la siguiente manera:

Ho :f(0,1] fsp—l (f}(“’a)fd/\SP—l(u)d)\(a) =0;
H .

L 2 (3.52)
. ./(0’1] fs (7H(w.0)) drgr (w)dA(a) > 0.
Teniendo en cuenta que mid 11 (u,a) =0y spr f1 (u, @) = f}(u,a) para todo (u,a) €

SP=1 x (0,1], se obtiene finalmente el test siguiente:
1y 102 1 2
Hy: 7 I.£1 HO,/\ =0 frentea Hi: 7 ”f}”e)\ > 0. (3.53)
considerandose para la resolucién del mismo el estadistico

T (f1) = % Jméoc{ jmid - — mid v | + spr - = sprv, 0} - (3.54)

Sea P = {y 1 Q> F2(RP) |012nidy <oo A 0< ngry < oo}. La distribucién del es-
tadistico T, (f}) bajo ciertas condiciones se estudia en el Lema 3.1.7. Ademas, en el
Teorema 3.1.8 se muestra que el test que consiste en rechazar Hy en (3.53) cuando

T, ( f 11) > k1, es asintéticamente correcto.

Lema 3.1.7 Para cada n € N, se consideran n CDAs independientes e igualmente dis-
tribuidos que X, Xi,...,X,, definidos sobre el espacio de probabilidad (2, A, P). Sea
T, (f}) definido como en (3.54). Si X € P y E(X) =V se cumple que:

c 1, 2
T, (f[l) - 5 HmaX{07 Zl) Z2}H07A (355)

donde (Z1,Z2)" se distribuye como un proceso gaussiano en el espacio L (SP~!x[0,1]) x
LE(SPx[0,1]) con esperanza nula y el mismo operador de covarianzas que el de (sx —

E(sx),s-x - FE(s_x))T, siendo sx la funcion soporte de X.

Demostracion. A partir del Lema 3.1.1 y del Teorema Central del Limite para espacios
de Hilbert separables, bajo la condicién E(X) =V se cumple que:
\/ﬁ(mid7+spr){——(midv+sprv)) C 71
n ” il
\/ﬁ(—midx—n+sprz—(—midV+SprV)) Zo
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donde (Z1,Z2)" se distribuye como un proceso gaussiano en el espacio £ (SP~! x[0,1]) x

Lg(Sp’l x [0,1]) con esperanza nula y el mismo operador de covarianzas que el de
(mid x +spr x — F(mid x +spr x),-mid x +spr y — E(-mid x + spr,—y))T .

Ademas, teniendo en cuenta que mid y +sSpry = sy y —mid y +spr y = s_y, y debido a
que el méximo, la norma | - [lg,» y el cuadrado son funciones continuas, es inmediata la

convergencia (3.55) propuesta en el lema. o

Teorema 3.1.8 Considérense las condiciones del Lema 3.1.7. Sea p € [0,1] y ki—, el
percentil de orden 100(1 - p) de la distribucion asintdtica (3.55). Si Hy en (8.53) es
cierta, entonces:

limsup P (T, (1) > k1-p) < p (3.56)

n—oo

y la igualdad se alcanza cuando E(X) = V. Como consecuencia, el test que consiste en

rechazar Hy en (3.53) cuando T, (f}) > k1-, es asintdticamente correcto.

Demostracion. La desigualdad (3.3.6) resulta inmediata a partir de la generalizacién a

R? y por a-cortes del Teorema 3.1.2 para intervalos. m|

Caso d€(0,1)

Cuando d € (0,1), se cumple que la funcién continua

fl(o’l)(u7 a) = méx{—stpr By (u, @), ml’n{ (sprv +(1-2d)spr E(X)) (u, )
~|(mid p(xy —mid ) (u, )], 2(1 = d) spr gy (u, a), (3.57)
2 (sprv - dsprE(X)) (ma)}}
que interviene en la hipétesis nula de (3.50) toma en unas ocasiones valores positivos y

en otras valores negativos. Se definen las funciones
F,G:Ly(SP7' x (0,1]) — L£F(SP % (0,1])
tales que para f € L'(f(Sp_l x (0, 1]) se cumple:

F(f)(u,a) =méx{f(u,a),0}, (3.58)
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G(f)(u7 Oé) = méx{—f(u, a)a 0}7 (359)
siendo 0 la funcién en £F(SP™! x (0,1]) que es constantemente igual a 0 en SP~ x (0,1].

Es inmediato ver que F' y G son funciones continuas.

Teniendo en cuenta las funciones (3.58) y (3.59), las hipdtesis del Test (3.50%) se

pueden escribir como sigue:

Ho: fo 1] fSP 1 » 1) (u’a) _G( §0,1)) (Uaa))d/\sP—l(u)d)\(a) > 0;

(3.60)
f [ f(O 1) (u a) - G( I<0v1>)(u,a))dAS,,_l(u)d)\(a) <0.
0,1] Jsp1
o, equivalentemente, considerando que mid (f<o,1))(uaa) = midG(f(O’”)(u’a) =0
I
Ser(f§011))(u,a) — ( (0 1)) (U Oé) y spr (f(o 1))(U O[) (fl(o’l)) (U,O{), para todo
(u,a) € SP~1 % (0,1]:
1 ’ ’
) 0,1) (0,1) .
0,\ 29N
(3.61)

2 2
H, :;( F(r - e () )<0.
A

0,2 0

Con el fin de resolver el Test (3.61) se considera el siguiente estadistico basado en la
funcién fI(O’l) definida en (3.57):

Tn ( (, 1)) n( H(F( méx{—2dspr ,min {sprv +(1-2d)spro— |m1d - midV| ,
2

1/2
2(1-d)sprz-,2 (SPrV - dSprﬁ) }}))

0, (3.62)
—H (G( mzix{ —2dspr z—, min {spr v+ (1-2d)spr— |n11d — mid V| ,

0,)\)

En el Lema 3.1.9 se muestra la convergencia del estadistico anterior bajo ciertas

1/2
2(1-d)spryg, 2 (sprv - dspry-) }}))

condiciones. La demostracién de este teorema resulta andloga a la realizada en el Lema
3.1.7 teniendo en cuenta los resultados obtenidos para intervalos en el Lema 3.1.3 y, por

tanto, serd obviada.
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Lema 3.1.9 Para cada n € N, se consideran n CDAs independientes e igualmente dis-
tribuidos que X, Xi,...,X,, definidos sobre el espacio de probabilidad (2, A, P). Sea
Tn( 1(0,1)) definido como en (3.62). Si X € P, entonces:

a) Cuando mid g(xy —mid v + (2d — 1)spr g(x) =Spry Y dspr g(xy =Spry, se cumple

que:

T, (1) ié(H\/F (ml’n{Zl,Zg})HZ’/\— H\/G(mfn{zbzz})Hz))\) (3.63)

donde (Z1,7Z2)T se distribuye como un proceso gaussiano en el espacio Eg(Sp‘l X
[0,1]) x £F(SP~ x [0,1]) con esperanza nula y el mismo operador de covarianzas

que el de

(dsX e (d=1)s_x — E(dsx + (d=1)s_x), g (sx —5-x) — E(g (s - s,x)))T. (3.64)

b) Cuando —mid gxy+midy +(2d—1)spr g(xy =Spry Y dSPr gxy = SPry,, se cumple

que:

. I(o,l))i%(H\/F(mfn{zl,zz})”Z’A—H\/G(ml’n{zl,Zﬁ)HZ’)\) (3.65)

donde (Z1,Z2)T se distribuye como un proceso gaussiano en el espacio Eg(Sp‘l X
[0,1]) x £F(SP™ x [0,1]) con esperanza nula y el mismo operador de covarianzas

que el de

(ds,x +(d=1)sx - E(dsx + (d-1)sx), g (sx —5-x) — E(g (sx - s,x)))T. (3.66)

El siguiente teorema sefiala que el test que consiste en rechazar Hy en (3.61) cuando
T, ( 1(0,1)) < k, es asintéticamente correcto. Tampoco se incluird su demostracién puesto
que es analoga a la del Teorema 3.1.8, recurriendo al Teorema 3.1.4 para intervalos

aleatorios.

Teorema 3.1.10 Considérense las condiciones del Lema 3.1.9. Sea p € [0,1] y k, el

mazimo de los percentiles de orden 100p de las distribuciones asintdticas (3.63) y (3.65).
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Si Hy en (3.61) es cierta, entonces:

limsup P (T, OD) ( <

msup P (T, () <) <

y la igualdad se alcanza o bien cuando mid p(xy — midy + (2d - 1)spr BE(x) = SPry
Yy dspr gxy = sPry, o bien cuando —mid p(xy + midy + (2d - 1)spr gy = spry y
dSpr g(xy = spry. Como consecuencia, el test que consiste en rechazar Hy en (3.61)

0,1 .
cuando Tn( I( ’ )) <k, es asintéticamente correcto.

Caso d=0

Dado V € .7-'02 (R?) que satisface que spry,, > 0 para « < 1, existen tres posibles situaciones
que se pueden dar segin la forma de su conjunto soporte: que el soporte de V sea de
la forma (-oo,e], de la forma [e,00), o bien de la forma [ej,e2]. Supongamos que se
da la tercera situacion, ya que el modo de proceder con las dos primeras seria andlogo.
En este caso, a la hora de analizar si [(E(X),V) = 0, al igual que en casos anteriores
la idea se centra en extender por a-cortes los resultados obtenidos en el Lema 3.1.5
cuando d = 0 en el caso intervalar. Para ello, es necesario que o bien todos los infimos
de los a-niveles de V coincidan con los supremos de los a-niveles de F(X) o viceversa.
Entonces, si V,, estd contenido estrictamente en (e1,e2) para a € [¢,1] con 0 < ¢ < 1, lo
anterior no se verificarfa para todos los a-cortes, y el estadistico de contraste (que, como
se ha visto en situaciones anteriores es un promedio por a-cortes) no tendria distribucién
limite puesto que divergiria en probabilidad a —oco. Por este motivo, el estudio se va a
restringir al trabajo con el indicador del soporte de V', ya que es en ese caso cuando
serd posible encontrar una distribuciéon limite del estadistico de contraste para cada
(u, ) € SP71 x (0,1], segiin lo visto en el Lema 3.1.5. En la Figura 3.2 se representa el

intervalo soporte de V.

En el caso d = 0, la hipétesis nula definida en (3.50) es equivalente a que la siguiente

funcién no negativa:



Contrastes de hipéGtesis comparativos para la media de elementos imprecisos aleatorios 121

08 : ]

0.6 . ]
' V [supp v

0.4 : ' 1

02 : ]

Figura 3.2: Representacién de I,y v (indicador del soporte de V')

f?(u, ) = méx {0, min{ (spr Lowppy +SDT E(X)) (u, )
~|(mid per) - mid 1., )(w, @), (3.67)
2spr gy (u, ), 2sprp,,. . (u, a)}}.

sea 0 para cada (u,a) € SP~! x (0,1]. Como 2spr gexy(u, ) > 0y 2spry,,, o (u, ) >0

para todo (u, ), se puede trabajar alternativamente con la funcién no positiva:

2 (u, ) = min {O7 |(mid E(x) —mid IsuppV) (u, a)| - (spr Teuppv +SDT E(X)) (u, a)} (3.68)

igualada a 0 para todo (u,a) o, sin pérdida de generalidad, con la funcién ( f}))2 y

asi (3.50) para d = 0 se puede escribir de la siguiente manera:

Mo :f(0,1] /s;—1 (f?(u,oz))2 dAgp-1 (U)d)\(a) =0;

(3.69)
Hl:[o,l] fs (f?(u,a))Qd)\Spfl(u)d)\(a)>O.

Finalmente, dado que mid jo(u,a) =0y spr o (u,a) = f?(u,a) para todo (u,a) €

SP~1 x (0,1], se obtienen como hipédtesis del test las siguientes:

1 1
Ho': |£],,=0 frentea Hy: J 1£2],, > 0. (3.70)
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Para resolver el Test (3.70) se utilizard el siguiente estadistico:

T (£7) = % min {0, [mid -~ mid 1., | = (spr g+ 5001y ) g - (3.71)

Como ya se menciond, la convergencia del estadistico T;, ( f?) bajo ciertas condiciones
que se proponen en el Lema 3.1.11 se restringe al trabajo con I,y y su demostracion
resulta andloga a la del Lema 3.1.1 teniendo en cuenta los resultados para intervalos

correspondientes al Lema 3.1.5, por lo que no se incluird dicha demostracién.

Lema 3.1.11 Para cada n € N, se consideran n CDAs independientes e igualmente
distribuidos que X, X1,...,Xn, definidos sobre el espacio de probabilidad (2, A, P). Sea
T (f?) definido como en (3.71). Si X e P, entonces:

a) Cuando mid p(xy —mid,,,,, = SPr g(x) = SPr Louppv s S€ Cumple que:
0 c 1 ’ 2
T, (f]) - 9 Hmln{O,Zl}He’)\ (3.72)

con Z1 una variable gaussiana en Eg(Sp’l x [0,1]) que tiene esperanza nula y el

mismo operador de covarianzas que el de (s_x — E(s_x)).
b) Cuando —mid B(x) + mid Lewppv ~SPT p(x) =SPIp,, ., S€ cumple que:
T, (79) S 7 Imin{0, Z2) 2, (373)
con Zz una variable gaussiana en L7 (SP~ x [0,1]) que tiene esperanza nula y el

mismo operador de covarianzas que el de (sx — E(sx)).

El siguiente teorema afirma que el test que consiste en rechazar Hy en (3.70) cuando
T, ( f?) > k1, es asintéticamente correcto. De nuevo no se incluye su demostraciéon por
ser analoga a la del Teorema 3.1.8, como extension en este caso del Teorema 3.1.6 para

intervalos aleatorios.
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Teorema 3.1.12 Considérense las condiciones del Lema 3.1.11. Sea p € [0,1] y ki-, el
mdzimo de los percentiles de orden 100(1 — p) de las distribuciones asintdticas (3.72) y
(3.73). Si Hy en (3.70) es cierta, entonces:

h’msupP(Tn (f?) > k'l,p) <p
y la igualdad se alcanza o bien cuando mid p(xy —midy,,,,\ = SPr g(x) = SPr Lewppv? ©

bien cuando —mid g(xy + mid s —SPrg(x) =SSP, - Como consecuencia, el test

supp V'

que consiste en rechazar Hy en (3.70) cuando T, (f?) > k1-, es asintéticamente correcto.

3.1.5. Procedimiento bootstrap

Al igual que se vio en las Secciones 2.1.2 y 2.2.3 relativas a los tests bootstrap para
la varianza de uno o varios CDAs, el empleo de técnicas bootstrap proporciona una
velocidad de convergencia al nivel de significacién nominal mayor que en el caso asintdtico,
haciendo posible el uso de los tests sobre la varianza incluso cuando se trabaja con
muestras de tamano pequeno/moderado. Ademads, dichas técnicas resultan utiles cuando
la distribucién limite del estadistico propuesto para el test asintotico es dificil de manejar,

cosa que sucede cuando se trabaja con el grado de inclusion.

En esta secciéon se desarrolla un procedimiento bootstrap para el grado de inclusién
de un intervalo aleatorio (o un CDA) en un intervalo (o valor difuso) fijado, siguiendo
los estudios realizados para la media difusa en Montenegro et al. (2004), Gil et al. (2006)
y Gonzélez-Rodriguez et al. (2006). El bootstrap que se utiliza para llevar a cabo el
analisis propuesto es de tipo residual, de manera que se emplean residuos por diferencia
con respecto a la media muestral. En primer lugar se analizard el caso intervalar segin
los diferentes grados de inclusién considerados previamente, extendiendo posteriormente

los resultados obtenidos al caso difuso.

Casod=1

El objetivo se centra en la aplicacién de técnicas bootstrap para resolver el Test (3.13).

Sea X un intervalo aleatorio definido sobre el espacio de probabilidad (2,4, P) tal que
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sprE(X) >0y sea A € K. (R) con sprA > 0. Para cada n € N se consideran n inter-
valos aleatorios independientes e igualmente distribuidos que X, Xi,..., X,. Se define
la poblacién bootstrap como {Y;}7, = {XZ- +mid A - X, + [-spr 4, spr A]}?:l. Es inme-
diato ver que Y,, = A, siendo éste el peor de los casos bajo la hipétesis nula segin se

comprob6 en el Lema 3.1.1.

Se extrae una muestra bootstrap de {X;}7,, {X/}*

Fr ., v se utiliza para construir

una muestra bootstrap procedente de {Y;},, que sera la siguiente:

{Yi*}?:l = {Xi* +mid A - X,, + [-spr 4, spr A]}:Lzl .

Se calcula para la muestra anterior la expresién del estadistico 7./ " definido en (3.14),

que operando se reduce a:

i = /n (|mid X} - mid X, | + spr X} —spr X,,) . (3.74)

n

Para resolver el Test (3.53) correspondiente al caso difuso, considérense X un CDA
definido sobre (£2,.A, P) tal que spr g(x), > 0 para a < 1 y una m.a.s. a partir de él
para cada n € N, X},...,&,. Sea también V e F2(RP) tal que spry, > 0 para a <
1. Procediendo de modo andlogo al caso intervalar, se define el siguiente estadistico
bootstrap:

e (f}) = % Hméx{ ‘midxf;— mid7n| + SPT 3w — sprZ,O}H:,/\ ) (3.75)

En el Lema 3.1.13 se analiza la distribucién asintética de T,{l* y T (f1)-

Lema 3.1.13 Sean T,{l* y T (f}) definidos como en (3.74) y (3.75).

a) Si X eP y E(X)=A, se cumple:
Tél* =N méax{z1,22} c.s.—[P], (3.76)

donde (21, 20)7 EN2(67Z) con la matriz de varianzas-covarianzas dada en (3.16).
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b) SiXeP yE(X)=V, se cumple:

. c 1,
T (f})_>5|\max{o,z1,zz}\|jA c.s.—[P], (3.77)

donde (Z1,7Z2)T se distribuye como un proceso gaussiano en el espacio Eg(Sp‘l X
[0,1]) x L£F(SP™ x [0,1]) con esperanza nula y el mismo operador de covarianzas

que el de (sx — E(sx),s-x — E(s_x))T.

Demostracion.

a)

b)

Mediante el empleo del Teorema Central del Limite Bootstrap para variables aleato-

rias reales y el Lema 3.1.1 se tiene que si E(X) = A4,

vn (midXi;; +spr X} — (midXin + serin))

L —
\/ﬁ(_midX:{+Serﬁ—(—mian+sern)) — 2( ) c.s.[P], ( )

donde X estd definida como en (3.16). Asimismo, como la funcién méximo es con-

tinua, se tiene el resultado buscado.

A partir de los resultados desarrollados en el Lema 3.1.7 y del Teorema Central del
Limite Bootstrap cuando se trabaja en espacios de Hilbert separables introducido

por Giné & Zinn (1990), bajo la condicién E(X) =V se cumple:

\/ﬁ(mid75+spr7;_(mid7n+8pr7")) EN R

c.s.[P], (3.79)
ﬁ(—midy+spr7f— (—mid7n+spr7n)) Z,

donde (Z1,Z2)7 se distribuye como un proceso gaussiano en el espacio Ly (SP1 x
[0,1]) x £F(SP~ x [0,1]) con esperanza nula y el mismo operador de covarianzas

que el de (sx — E(sx),s_x — E(s_x))T. Finalmente, debido a la continuidad de las

funciones max, |- [o.x ¥ (-)%, se obtiene el apartado b) del teorema.

Observacion 3.1.3 En el caso en el que las condiciones F(X)=A4 o E(X) =V no se

cumplieran, también seria posible probar que el estadistico bootstrap correspondiente

converge a cierta distribucién limite, si bien ésta no coincidiria con las indicadas en el

teorema anterior. De esta forma, se puede asegurar no solo que el procedimiento bootstrap
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es correcto (puesto que preserva el nivel de significacién a medida que el tamano de

muestra aumenta) sino que también es consistente (es decir, la potencia tiende a 1 a

medida que la hipétesis alternativa se aleja de la nula). Este razonamiento es también

valido para todos los resultados bootstrap que se van a proponer a lo largo de la memoria.

Como consecuencia del resultado anterior, se concluye el Teorema 3.1.14. Su de-

mostracién no se incluird por ser analoga a las de los Teoremas 3.1.2 y 3.1.8.

Teorema 3.1.14 Considérense las condiciones del Lema 3.1.13 y p € [0,1]:

a)

b)

Sea ki_, el percentil de orden 100(1 - p) de la distribucién asintética (5.78). Si Ho
en (3.13) es cierta, entonces:

limsup P (T > ki) <p cs.-[P] (3.80)
n—oo

y la igualdad se alcanza cuando E(X) = A. Como consecuencia, el test que consiste

1 . Yo
en rechazar Hy en (3.13) cuando TL > ki_, es asintdticamente correcto.

Sea ki_, el percentil de orden 100(1 - p) de la distribucién asintética (3.79). Si Ho
en (3.53) es cierta, entonces:
limsup P (T, (f7) > ki_,) <p c.s.-[P] (3.81)

y la igualdad se alcanza cuando E(X) =V . Como consecuencia, el test que consiste

en rechazar Hy en (3.53) cuando T, (f}) > ki_, es asintdticamente correcto.

Caso d € (0,1)

Dado X un intervalo aleatorio tal que spr F(X) > 0, X1,...,X,, una m.a.s. extraida a

partir de X y A € K.(R) con spr A > 0, se consideran las siguientes poblaciones bootstrap:

1 1 "
spr A+ [—gspr A, éspr A]} ,

i=1

(v} = {X,- +mid A - X, +
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n

{}/12}?:1 = {Xi +midA - X,, - 1- dsprA-r [—ésprA sprA]}

i=1

Es inmediato ver que
midﬁ— mid A + (2d-1) sperin1 =sprd vy Ulserin1 =spr A,
—midYT% +midA+ (2d-1) serT% =sprA vy dserT% =sprA,
siendo estos los peores casos bajo la hipétesis nula segiin se indicé en el Lema 3.1.3.
Se extrae una muestra bootstrap de {X;}1,, {X/},, y se utiliza para construir

muestras bootstrap procedentes de {YZ }izl y {Yf}i:l que seran las siguientes:

n

-d 1 1
spr A+ [—gspr A, 7P A]} ,

i=1

{Yil*}r:l = {X; +mid A - X, + 1

n

" * . — 1-d 1
{Yz‘Q }izl = {XZ- +midA - X, - sprA-i—[—gsprA dsprA]}

i=1

A partir de las muestras bootstrap que se acaban de definir, el estadistico T,{(O’l)
introducido en (3.22) se transforma en los siguientes estadisticos segin el caso que se

esté considerando:

(0,1)% — — 1-d _
Til = nméx{ midX;;—mian+TsprA +(2d-1) (ser;{—sern)
i1 L (3.82)
+TsprA,d(ser,’§—ser7n)},
70, D)% . __ 1-d — —
T,  =/nméx ‘midX;{—mian—TsprA +(2d-1) (spr X;; —spr X,)
(3.83)

+df;1sp1m47 d (seri,’;— serin) }

En relacién al Test (3.61), sean & un CDA tal que sprpgcx), > 0 para a < 1,
Xy,..., X, una m.a.s. extraida a partir de X y V € F2(RP) tal que spry, >0 para a < 1.

Procediendo de modo andlogo al caso intervalar se definen los siguientes estadisticos:

700) e - oo’ )

i ( ( f,l H\/G(f,1 ) ) (3.84)
(0 1) (0, 1) _ (0,1)% 2 )

T (£ : ( F(r H\/G(fh ) ) (3.85)
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donde
FOD* = max ] 24 (spror - spre—+
i = Pz =PI, + Zsprv ),
min{ ——spry + (1 -2d) (ser— sprxfn)
d " (3.86)
. . 1-d
— |mid 5+ - mldx—n+ Tsprv‘ ,
1
2(1-4d) SPT %% ~ SPr x, + <SPrv ,Qd(sprx—n—sprx—;) ,
f(O,l)* . 2d o 1
I = mix | ~2d(spr gz —spryz_+ osprv |,
1-d
ml’n{ sprv + (1-2d) (ser— sprz)
d " (3.87)

. . 1-d
mldx—;— mid - - —sprv‘ ,

d
1
2(1-d) (SPI'F_ Spr -+ &SPTV) »2d (SPYK - ser) }}

En el Lema 3.1.15 se muestra la distribucién asintética de los estadisticos bootstrap
anteriores. La demostracién del mismo no se incluye puesto que es andloga a la realizada

en el Lema 3.1.13, en este caso teniendo en cuenta los Lemas 3.1.3 y 3.1.9.

(0,1)% 0,1)%
Lema 3.1.15 Sean T, Tp* | T (fl(lo’l)) yTr (fl(f’l)) definidos como en (3.82),

(3.83), (3.84) y (3.85), respectivamente. Si X € P y X € P, entonces:

a.1) Cuando mid E(X) —mid A + (2d — 1)spr E(X) = sprA y dspr E(X) = sprA4, se
cumple:

oD
7,0  —Smix{mn,n} cs. —[P] (3.88)

donde (11, m2)7 = Ng(ﬁ, 21) con la matriz de varianzas-covarianzas dada en (3.24).

a.2) Cuando —mid E(X) + mid A + (2d — 1)spr E(X) = spr A y dspr E(X) = spr A, se

cumple:
I((J,l)*
2

T L méx{¢, G} es. — [P] (3.89)

donde ((1,6)T = /\/2(6, 22) con la matriz de varianzas-covarianzas dada en (3.26).
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b.1) Cuando mid p(x) —midy + (2d - 1)Spr g(x) =SPry y dspr gy = Spry, se cumple:

77 (£09) L%(H/F (min{Z:,Z2)), - |V@ (ml’n{Zl,Zz})”z,A) c.s.~[P] (3.90)

2

2

donde (Z1,7Z2)T se distribuye como un proceso gaussiano en el espacio Eg(Sp‘l X

[0,1]) x £F(SP™ x [0,1]) con esperanza nula y el mismo operador de covarianzas
que el de (3.64).

b.2) Cuando —mid p(x)+midy +(2d—1)Spr g(x) =Spry Y dspr g(x) =Spry, se cumple:
* 1 " 2 ” 2
7 (500) 5 5 ([VF in(Za. 221, - VG in(Za, 221 ) e (P (391)

donde (Zy,7Z2)T se distribuye como un proceso gaussiano en el espacio Eg(Sp‘l X
[0,1]) x L7 (SP™ x [0,1]) con esperanza nula y el mismo operador de covarianzas
que el de (3.66).

A partir del resultado anterior, se concluye el Teorema 3.1.16.

Teorema 3.1.16 Considérense las condiciones del Lema 3.1.15 y p € [0,1]:

a) Sea ki_, el mdzimo de los percentiles de orden 100(1 - p) de las distribuciones
asintdticas (3.88) y (3.89). Si Hy en (3.21) es cierta, entonces:

limsup P (Té(o’l) > kf_p) <p cs.—[P] (3.92)

n—oo

y la igualdad se alcanza o bien cuando mid E(X)-mid A+ (2d-1)spr E(X) =spr A
y dspr E(X) =spr A, o bien cuando —mid E(X)+mid A+ (2d—1)spr E(X) =spr A
y dspr E(X) = spr A. Como consecuencia, el test que consiste en rechazar Hy en

.1) o
(8.21) cuando T > ki_, es asintdticamente correcto.

b) Sea kj, el mdzimo de los percentiles de orden 100p de las distribuciones asintdticas

(5.90) y (3.91). Si Hy en (3.61) es cierta, entonces:

h’msupP(Tn( }0’1)) <kp)<p cs.-[P] (3.93)

n— o0
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y la igualdad se alcanza o bien cuando mid g(xy —mid v + (2d - 1)spr gxy = Spry
Yy dspr g(x) = Spry, o bien cuando —mid p(x) + midy + (2d - 1)spr B(x) = SPr'y
Y dspr gexy = Spry. Como consecuencia, el test que consiste en rechazar Hy en

(8.61) cuando Tn( 1(0,1)) <k es asintéticamente correcto.

Caso d=0

En este caso se pretende aplicar técnicas bootstrap para resolver el Test (3.33). Sean X
un intervalo aleatorio tal que spr E(X) > 0, Xi,...,X,, una m.a.s. extraida a partir de

X y Ae K:(R) con spr A > 0. Se consideran las siguientes poblaciones bootstrap:
{Yil}ll = {Xi +mid A - X, + sprA}?=1 y {Yf}?zl = {le +midA-X,, - sprA}j=1 .
Es inmediato ver que
miinn1 - mid A - sperin1 =sprd y - mid?ﬁ +mid A - serT? =spr A,
siendo estos los peores casos bajo la hipétesis nula segiin se indicé en el Lema 3.1.5.

Se extrae una muestra bootstrap de {X;}1;, {X}I,, y se utiliza para construir

muestras bootstrap procedentes de {Y;1 }:.L:l y {Yf}ll que seran las siguientes:

{Yil*}n {X; +mid A - X,, +spr A}Zl y {Yf*}j:l = {Xi* +midA- X, - sprA};ll )

i=1

A partir de las muestras que se acaban de definir, el estadistico T,{O introducido en

(3.34) se transforma en los siguientes estadisticos segin el caso que se esté considerando:

Tt = /i (Jmid X - mid X, + spr A| - (spr X7 - sprX,) - spr A). (3.94)
T = /i (jmid X - mid X, - spr A| - (spr X7 - sprX,) —spr A) (3.95)

De modo andlogo al caso intervalar, con el fin de resolver el Test (3.70) correspon-
diente al caso difuso, se considera un CDA X definido sobre el espacio de probabilidad

(2, A, P) tal que spr g(x), >0 para a <1y una m.a.s. a partir de ¢l para cada n € N,
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Xi,...,X,. Sea Iy, v el indicador del soporte de V € F2(RP), con spry, >0 para a < 1.
Se definen los siguientes estadisticos:

Ty (f2) = 2||min {0, |miolF — mid 5~ +spr

suppv‘

2 (3.96)

)

0,7

— (Seri;; — SpI‘Z + spr [Suppv) }

T () =%

min {0, ‘midxfﬁ - midyn = SPI' Ivppv ‘
9 (3.97)
_ (SPTQT; — ST 7~ + Spr Isumjv) }

0,

)

En el Lema 3.1.17, cuya demostracién se obviard por resultar andloga a la del Lema
3.1.15, considerando en este caso los Lemas 3.1.5 y 3.1.11, se indica la distribucién

O O
asintética de los estadisticos T , Tp? | T (f2)y Tr (f2)-

Lema 3.1.17 Sean Tﬁ”, T,{QO*, T (flol) y Tx (f?z) definidos como en (3.94), (3.95),
(3.96) y (3.97), respectivamente. Si X € P y X € P, entonces:

a.1) Cuando mid E(X) - mid A —spr F(X) =spr A, se cumple:

T £ N (0,020 xupr x) €5~ [P]: (3.98)
a.2) Cuando -mid E(X) + mid A —spr E(X) =spr A, se cumple:

T2 5 N (0, 0% xsspex) 5~ [P]: (3.99)
b.1) Cuando mid g(xy —midy - spr B(x) = SPry, se cumple:

. c 1,
() = 5\|nmn{o7zl}\|jA c.s.—[P] (3.100)

con Z1 una variable gaussiana en Lg(Sp’l x [0,1]) que tiene esperanza nula y el

mismo operador de covarianzas que el de (s_x — E(s-x)).
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b.2) Cuando —mid p(xy + mid v —Spr g(x) =Spry, se cumple:
* c 1,
T (7)) = J |min{0,Z2} [ , c.s. - [P] (3.101)

con Zs una variable gaussiana en Eg(Sp’l x [0,1]) que tiene esperanza nula y el

mismo operador de covarianzas que el de (sx — E(sx)).
Teniendo en cuenta el resultado anterior, se concluye el Teorema 3.1.18.

Teorema 3.1.18 Considérense las condiciones del Lema 3.1.17 y p € [0,1].

a) Sea k}, el mdzimo de los percentiles de orden 100p de las distribuciones asintdticas
(8.98) y (3.99). Si Hy en (3.33) es cierta, entonces:

lim sup P (TéO < k;) <p cs.-[P] (3.102)

n—oo

y la igualdad se alcanza o bien cuando mid E(X) - mid A —spr E(X) = spr 4, o
bien cuando —mid E(X) + mid A — spr E(X) = spr A. Como consecuencia, el test

. 0 . s, .
que consiste en rechazar Hy en (3.33) cuando T < k; es asintoticamente correcto.

b) Sea ki_, el mdrimo de los percentiles de orden 100(1 - p) de las distribuciones
asintdticas (3.100) y (3.101). Si Hy en (3.70) es cierta, entonces:

limsup P (T, (f7) >ki_,)<p c.s.—[P] (3.103)

n—oo

y la tgualdad se alcanza o bien cuando mid gy -mid 1, —SPr g(x) = SPr Louppv?

o bien cuando —mid g(xy+mid ;

cuppv ~SPT p(xy =spry . Como consecuencia, el

test que consiste en rechazar Hy en (3.70) cuando T, (f7) > ki_, es asintéticamente

correcto.

A continuacién se presentan los algoritmos correspondientes a los tests bootstrap
presentados a lo largo de esta seccién. Especificamente, se exponen los algoritmos corres-

pondientes al trabajo con CDAs, resultando analogos los mismos para intervalos.



Contrastes de hipéGtesis comparativos para la media de elementos imprecisos aleatorios 133

Algoritmos para los contrastes bootstrap (Test de inclusién)

Paso 1. En cada caso, elegir una m.a.s. de tamano n a partir de X, X1,....X,.

Paso 2. Para esta muestra calcular:

= El valor del estadistico T, (f{) definido en (3.54) en el caso d = 1.
= El valor del estadistico Tn(f;O’l)) definido en (3.62) en el caso d € (0,1).

= El valor del estadistico T, (f?) definido en (3.71) en el caso d = 0.
Paso 3. En cada caso, obtener una m.a.s. bootstrap {X;};", de {X;}\, y calcular:

= El valor del estadistico bootstrap T, (f}) definido en (3.75) en el caso d = 1.

= Los valores de los estadisticos bootstrap T, ( 1(10’1)) y I ( 1(20’1)) definidos en
(3.84) y (3.85), respectivamente, en el caso d € (0,1).

= Los valores de los estadisticos bootstrap 7, ( f?l) vy ( f}l) definidos en (3.96)

y (3.97), respectivamente, en el caso d = 0.

Paso 4. Repetir el Paso 3 un gran nimero B de veces con el fin de conseguir un con-
junto de B valores de los estadisticos en cada uno de los casos. Estos conjuntos se

denotaran por E7, sid=1, El*f’*l) y E;éo,l) side(0,1), E;? y E}*g sid=0.

Paso 5. Calcular el p-valor bootstrap segun el grado de inclusién que se esté consideran-

do:

CASO d=1: Sise quiere contrastar (3.53), el p-valor aproximado viene dado por

la proporcién de valores en E7, mayores o iguales que T, (f Il)

CASO de€(0,1): Sise quiere contrastar (3.61), el p-valor aproximado viene dado

por el maximo de las proporciones de valores en E;(m) y en E;(O‘l) menores O
1 2

iguales que Tn(fl(o’l)).

CASO d=0: Sise quiere contrastar (3.70), el p-valor aproximado viene dado por

el méximo de las proporciones de valores en E7, y en Ej, mayores o iguales
1 2

que Tn(f?).
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3.1.6. Estudios de simulacién

En esta seccién se van a llevar a cabo estudios de simulaciéon para analizar el fun-
cionamiento de los tests bootstrap presentados en la Seccién 3.1.5. En el caso intervalar,

se van a resolver los siguientes contrastes de hipdtesis:

H):E(X)cA frentea H{:FE(X)¢A, conA-=[-1,3]; (3.104)
H3:1(E(X),B) =1/2 frente a H; : I(E(X), B) #1/2, con B =[1,3]; (3.105)
H}:E(X)¢C frentea H}:E(X)cC, conC =[3,5]. (3.106)

Dado el intervalo aleatorio X, se van a considerar dos casos diferentes segun las

distribuciones del mid y el spread:

La) mid X = N(1,5) y spr X = x3.

Lb) mid X = U(-4,6) y spr X = x3.

Es inmediato comprobar que en los dos casos anteriores se cumple E(X) = [-1,3].
En este contexto no se han realizado simulaciones para los tests asintéticos (tanto sin
estimacién de varianza como con ella) puesto que la distribucién limite para todos los
grados de inclusién considerados es dificil de manejar. El algoritmo bootstrap seguido es

el incluido al final de la Seccién 3.1.5.

En las Tablas 3.1 y 3.2 se presentan los resultados correspondientes a los tests pro-
puestos anteriormente. En todos los casos se han realizado 10000 simulaciones a diferentes
niveles de significacion, asi como 1000 réplicas bootstrap por simulacién, lo cual implica
un error muestral asintético del 0.195% para p = 0.01, del 0.427% para p = 0.05 y del
0.588 % para p = 0.1, a un nivel de confianza del 95 %.

Como se observa en las Tablas 3.1 y 3.2, el porcentaje de rechazos de H esta bastante
préximo al nivel de significaciéon nominal para tamanos de muestra mayores o iguales que

n = 100. Por tanto, los tamanos de muestra necesarios para obtener resultados adecuados
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Hj:E(X)cA HZ:I(E(X),B)=1/2 H3:E(X)¢C
nn100p] 1 [ 5 [ 10 | 1] 5] 10 1| 5 | w0
10 242 | 784 | 1362 || 2.86 | 7.36 | 1202 || 14.79 | 22.04 | 27.74
30 126 | 6.18 | 1048 || 1.54 | 595 | 1122 || 7.19 | 13.22 | 18.32
50 1.08 | 5.02 | 990 || 147 | 546 | 1047 || 422 | 9.91 | 14.76
100 1.06 | 5.16 | 9.74 || 1.30 | 5.11 | 1053 || 2.14 | 6.26 | 10.73
200 110 | 5.00 | 1034 || 125 | 506 | 1011 || 1.06 | 525 | 10.56

Tabla 3.1: Tamano empirico de los tests bootstrap para el grado de inclusién en el caso

intervalar I.a)

Hl:E(X)cA | H2:I(E(X),B)=1/2 | H}:E(X)¢C
nn100p] 1 [ 5 [ 10 | 1] 5| 10 1| o5 | 0
10 182 | 642 | 11.64 || 370 | 7.35 | 1230 || 473 | 11.00 | 16.33
30 0.90 | 4.72 | 1026 || 1.69 | 6.01 | 1060 | 1.72] 6.15 | 10.79
50 082 | 480 | 970 || 1.63 | 574 | 1051 | 1.19 | 5.06 | 10.08
100 0.70 | 468 | 9.72 |[ 140 [ 5.41 | 1031 || 1.08 | 499 | 10.16
200 0.90 | 5.02 | 9.82 |[ 099 | 491 | 100 | 0.89 | 5.03 | 9.04

Tabla 3.2: Tamano empirico de los tests bootstrap para el grado de inclusién en el caso

intervalar 1.b)

son moderados. Como futuro estudio, puede abordarse la opcién de estimar la matriz de

varianzas-covarianzas de la distribucién limite de los estadisticos de contraste mediante

el empleo de Monte Carlo.

Por otro lado, se van a realizar estudios de simulacién para el grado de inclusién de

la esperanza de un CDA X en ciertos valores difusos fijados, U, V,W € F.(R). Concre-

tamente se considera un CDA trapezoidal X = Tra(a,b,c,d) de manera que b—a = x3,,

d—-c=x2y by csiguen las siguientes distribuciones:



136 Capitulo 3

F.a) b=N(-0.5,2) y c=b+N(1,1).

F.b) b=U(-1,0) y c=U(1,2).

En los dos casos la esperanza de X' viene dada por E(X) = Tra(-14.5,-0.5,1.5,9.5).

En este caso se pretenden resolver los tests siguientes:

H):E(X)cU frentea H{:E(X)¢U; (3.107)
HY:1(E(X),V)=1/2 frente a Hy : [(E(X),V) #1/2; (3.108)
H : Lapprxey ¢ W frente a HY : I, piay € W, (3.109)

donde Isyp, p(x) es el indicador del soporte de E(X) para ponernos en el peor ca-
so bajo Hp segin se vio en la Seccién 3.1.5, U = Tra(-14.5,-0.5,1.5,9.5), V =
Tra(-3.5,0.5,1.5,9.5) y W = Tra(9.5,9.5,12.5,20.5). El estadistico de contraste para
el grado de inclusién en el caso difuso estd definido en funcién de la norma || - [|gx,
aunque es facil ver que el valor de # no influye en el procedimiento bootstrap. Por tanto,
sin pérdida de generalidad, se va a trabajar con 6 = 1/3. Al igual que antes, se van a
realizar 10000 simulaciones de los correspondientes procedimientos bootstrap (implican-
do los mismos errores muestrales) a distintos niveles de significacién y con 1000 réplicas

bootstrap en cada una de ellas. Los resultados se presentan en las Tablas 3.3 y 3.4.

HEB(X) U | B3 I(BQ)V) =12 || B Ly oy £ WV

nn100p] 1 [ s o [ 1] s | 10 1|5 | w0
10 190 | 7.01 [ 12.39 || 247 [ 6.97 | 1299 [ 3.01 | 7.79 | 12.63
30 137 | 5.86 | 10.35 || 1.32 | 559 | 1045 || 1.64 | 5.94 | 10.81
50 111 | 487 [ 1011 || 1.15 [ 510 | 1031 || 1.34 | 4.83 | 11.02
100 0.89 | 4.86 | 9.87 || 1.16 | 487 | 1011 || 1.18 | 5.10 | 10.72
200 0.97 | 491 | 10.00 || 114 [ 5.24 | 997 | 1.02]5.20 | 1015

Tabla 3.3: Tamano empirico de los tests bootstrap para el grado de inclusién en el caso
difuso F.a)
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HE B U | B3 1B V) =12 | B+ Loy £ W

nn100pf 1 ] s [0 1] 5] 10 1|5 | 10
10 1.04 | 456 | 9.66 || 1.58 | 5.96 | 1152 | 3.99 | 8.17 | 12.62
30 0.54 | 3.63 | 891 || 0.95 | 480 | 974 | 190|639 | 10.82
50 0.65 | 401 | 881 || 0.99 | 450 | 950 | 157|571 | 10.20
100 0.68 | 392 | 897 || 0.95 | 467 | 983 | 146|554 1015
200 063 | 431 | 9.28 || 0.80 | 476 | 1021 | 112|515 | 9.93

Tabla 3.4: Tamano empirico de los tests bootstrap para el grado de inclusién en el caso
difuso F.b)

Segin se puede observar en las Tablas 3.3 y 3.4, los porcentajes de rechazos de
hipo6tesis nula se encuentran cerca del nivel de significacién nominal, en general, para
tamanos de muestra mayores o iguales que n = 100. De nuevo resultaria necesario llevar a
cabo una estimacién de la matriz de varianzas-covarianzas para acelerar la aproximacién

al nivel de significacién nominal.

3.1.7. Aplicacién practica

Un requerimiento que exige la permanencia de la mencién de Denominacién de Origen
del queso Gamonedo se basa en analizar si las opiniones de un experto concreto acerca de
determinadas caracteristicas del queso se encuentran dentro de unos limites establecidos
de antemano con cierto grado de inclusién. Al igual que en la Seccién 2.1.4, el estudio
se va a centrar en el aspecto, la calidad del olor y la calidad del sabor del queso y
las percepciones de las caracteristicas anteriores vendran dadas por ntumeros difusos

trapezoidales.

En primer lugar, las opiniones del experto se van a simplificar considerando tinica-
mente los intervalos dados por el 1-corte de los niimeros trapezoidales anteriores. En este

contexto se consideran los siguientes intervalos aleatorios:
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= X =“percepcion simplificada del experto sobre el aspecto de la pasta de cada queso”.
= Y =“percepcion simplificada del experto sobre la calidad del olor de cada queso”.

= 7 =“percepcién simplificada del experto sobre la calidad del sabor de cada queso”.

Se pretende analizar si la media de opiniones del experto acerca del aspecto, el olor
y el sabor del queso estd contenida en el intervalo A = [60,100] con grado mayor o igual
a 1/2, y si no estd contenida en el intervalo B = [0,60]. Para ello, se van a resolver los

siguientes contrastes de hipétesis.

H} :I(E(X),A)>1/2 frente a Hj : I(E(X),A) <1/2. 3.110

I(
HZ:I(E(Y),A)>1/2 frente a Hy : I(E(Y), A) < 1/2. 3.111
H3 :I(E(Z),A) >1/2 frente a H} : [(E(Z), A) < 1/2. 3.112
H}:1(E(X),B) =0 frente a H; : I(E(X), B) #0. 3.113
(
I(

HS:1(E(Y),B) =0 frente a H; : I(E(Y),B) #0. 3.114

AAA/_\/_\/.\
D O — =

HS:1(E(Z),B) =0 frente a H} : I(E(Z),B) #0. 3.115

Se considera una muestra de 20 percepciones intervalares a partir de los intervalos
aleatorios X, Y y Z, siendo las mismas los 1-cortes de las muestras expresadas en la

Tabla 2.11. Las muestras se recogen en la Tabla 3.5.

Las medias muestrales en los tres casos vienen dadas por X = [58.30,63.70], Y =
[63.70,69.05] y Z = [61.65,67.30]. Se ha aplicado el procedimiento bootstrap desarrollado
en la Seccién 3.1.5 para el test de inclusiéon de un intervalo aleatorio en un intervalo
en los casos d € (0,1) y d = 0, llevdndose a cabo 10000 réplicas del mismo. Los p-
valores obtenidos segin cada caso son siempre p = 1 para los Tests (3.110), (3.111) y
(3.112), y p = 0.2026, p = 0.9543 y p = 0.7320 para los Tests (3.113), (3.114) y (3.115),
respectivamente. Por tanto, no se rechaza ninguna de las hipdtesis nulas a los niveles de
significacién usuales y asi se puede concluir que la media de las opiniones del experto
acerca de la apariencia, el olor y el sabor del queso puede considerarse que esta contenida

en [60,100] con grado mayor o igual a 1/2 y que no estd contenida en el intervalo [0, 60].
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N® queso H Aspecto de la pasta ‘ Calidad olor ‘ Calidad sabor ‘

1 [75,84] [70,76] [49,56]
2 [56,60] 53,56] [65,70]
3 [56,63] [70,75] [74,80]
4 [52,56] [67,73] [54,60]
5 [79,84] [54,60] [44,50]
6 [57,63] [60,65] [55,60]
7 [52,57] [56,63] [50,56]
8 [54,60] [70,75] [49,53]
9 [48,53] [50,56] 68,72]
10 (60,66] [77,80] [75,80]
11 [53,56] [78,82] [55,60]
12 60,65] [50,55] [80,86]
13 [58,62] 68,72] [74,80]
14 44,50] [80,86] [54,60]
15 [64,70] [75,80] [77,84]
16 [70,76] [56,63] [45,50]
17 [65,70] [60,65] [73,80]
18 [55,61] [46,54] [70,74]
19 58,62] [60,65] [47,53]
20 50,56] [74,80] 75,82

Tabla 3.5: Muestra simplificada de opiniones del experto acerca del aspecto de la pasta,

la calidad del olor y la calidad del sabor de 20 quesos

En un segundo estudio, se quiere analizar el grado de inclusién basidndose en los

siguientes CDAs trapezoidales:

= X =“percepcién del experto sobre el aspecto de la pasta de cada queso”.
= ) =“percepcion del experto sobre la calidad del olor de cada queso”.

= Z =“percepcién del experto sobre la calidad del sabor de cada queso”.
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De nuevo se va a considerar § = 1/3. Las medias muestrales de los tres CDAs
anteriores son X = Tra(53.15,58.3,63.7,69), YV = Tra(58.5,63.7,69.05,74.85) vy Z =
Tra(56.45,61.65,67.3,73). Se quiere contrastar si la media de las opiniones del ex-
perto para cada caracteristica estd contenida en el nimero difuso trapezoidal U =
Tra(55,70,100,100) con grado mayor o igual a 1/2 y si puede considerarse que la misma

no estd incluida en el ndmero V' = Tra(0,0,50,60). Asi, se llevardn a cabo los siguientes

contrastes:
H}:I(E(X),U)>1/2 frente a H} : I(E(X),U) < 1/2. (3.116)
HZ:I(E(Y),U) >1/2 frente a HY : I(E(Y),U) < 1/2. (3.117)
HS:1(E(Z2),U) >1/2 frente a H; : I(E(Z),U) <1/2. (3.118)
Hy:I(E(X),V) =0 frente a Hy : [(E(X),V) #0. (3.119)
HS:I(E(Y),V) =0 frente a H? : I(E(Y),V) # 0. (3.120)
HS:1(E(Z),V)=0 frente a H? : I(E(Z),V) # 0. (3.121)

En este caso las muestras de opiniones para cada caracteristica son las mismas que
las dadas en la Tabla 2.11. Se han realizado 10000 réplicas del procedimiento bootstrap
presentado en la Seccién 3.1.5 para el caso difuso cuando d € (0,1) y d = 0. Los p-
valores obtenidos son p = 0.0796, p = 1 y p = 0.5456 para los Tests (3.116), (3.117) y
(3.118), y p = 0.0868, p = 0.4534 y p = 0.3538 para los Tests (3.119), (3.120) y (3.121). Se
puede concluir que en el caso de la calidad del olor y del sabor, las hipdtesis nulas no se
rechazarian a los niveles de significacién usuales, mientras que en el caso del aspecto de
la pasta no se rechazarian a los niveles p = 0.01 y p = 0.05 aunque si se rechazarian las

hipétesis nulas en (3.116) y (3.119) al nivel p = 0.1.

Otras aplicaciones

En las siguientes situaciones también puede resultar 1til recurrir a la resolucién de un
test de hipdtesis para el grado de inclusién de la esperanza de un CDA (o de un conjunto

aleatorio) en un conjunto difuso (o conjunto) previamente fijado.



Contrastes de hipéGtesis comparativos para la media de elementos imprecisos aleatorios 141

= En el caso de inversion en bolsa es interesante analizar si la media de las predicciones
de los expertos sobre la posiciéon del indice de Bolsa en un determinado momento

se encuentra incluida dentro de ciertos limites con un grado de riesgo considerado.

= Ademsds, en el caso de la detecciéon de una enfermedad cardiaca en un paciente
especifico, es posible analizar si la fluctuacién de las tensién de un paciente que
esté enfermo puede considerarse contenida entre un minimo y un maximo previa-
mente establecido (por ejemplo, los limites que presente un paciente sano) con al

menos determinado grado.

= Finalmente, puede resultar 1til comparar si el movimiento de las mareas en un
determinado punto varia entre determinados limites con cierto grado con el fin de

detectar cambios climéticos a lo largo del tiempo.

3.2. Contrastes de hipdtesis para el grado de simila-
ridad de la esperanza de un elemento impreciso

aleatorio en un valor impreciso fijado

A continuacion se incluyen algunas definiciones previas sobre el grado de interseccién

entre conjuntos y conjuntos difusos.

3.2.1. Grado de similaridad. Definiciones previas

Si U,V € F2(RP), se define el grado de similaridad de U en V segiin Dubois & Prade
(1980), S(U, V'), como [UnV|/[lUuV|. Aqui |U| denota la potencia del conjunto U definida
por De Luca & Termini (1972) como se vio en (3.7), concepto que resulta equivalente
al de medida de un conjunto introducido en (3.4). De este modo, se tiene la siguiente
expresiéon para el grado de similaridad de U y V:

m(UnV)

S(U,V) = m7

(3.122)
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donde m(Uu V) =m(U) +m(V) -m(UnV). Es inmediato comprobar que el rango de
valores del grado de similaridad es [0,1], ya que m(UnV) < m(UuV'). Ademds, se puede
definir andlogamente el grado de similaridad para elementos de K .(R) y K.(RP).

Sean (€2, A, P) un espacio de probabilidad, X un CDA y V un conjunto difuso fijado.

Dado d € [0,1], el objetivo en este caso es contrastar

Hy:S(E(X),V)=d frentea H;:S(E(X),V)#d. (3.123)

Al igual que ocurria para el grado de inclusién, se pueden plantear los correspon-

dientes contrastes unilaterales como sigue:

Hy:S(E(X),V)<d frentea H;:S(E(X),V)>d; (3.124)

Ho:S(E(X),V)>d frentea H,:S(E(X),V)<d. (3.125)

Inicialmente se resolveran los tests propuestos para intervalos aleatorios y A com-
pacto con sprA > 0, y a continuacién se extenderan los resultados al contexto difuso
en F2(RP). Seguidamente se llevardn a cabo simulaciones para probar el buen compor-
tamiento de los tests propuestos. Por ultimo, se aplicaran los resultados obtenidos sobre
ejemplos reales. En este caso, no tiene sentido analizar el grado de similaridad entre
E(X) y A cuando este tltimo es un intervalo no acotado, ya que como la medida de A

es infinita dicho grado sera siempre 0.

3.2.2. Caso particular: intervalos aleatorios en R

Sean (2, A, P) un espacio de probabilidad, X : Q — K.(R) tal que spr E(X) >0y A
un intervalo compacto fijado para el que spr A > 0. En este caso, objetivo se centra en
resolver los Tests (3.123), (3.124) y (3.125) para el grado de similaridad entre F(X) en
A.
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De la definicién dada en (3.1) se tiene que las hipétesis del Test (3.123) pueden

expresarse de modo equivalente como:

Hy: méx{ ~2d (spr E(X) + spr A) ,min {spr E(X) - dspr A, spr A - dspr E(X),
(1-d) (spr E(X) +spr A) - (1+ d) [mid E(X) - mid A[ }} = 0;

H, :méx{ —-2d (spr E(X) +spr A) , min {sprE(X) —dspr A,spr A -dspr E(X),
(1-d) (spr E(X) +spr A) - (1+ d) [mid E(X) - mid A| }} # 0.

(3.126)

Asimismo, las hipétesis de los Tests (3.124) y (3.125) son andlogas a las del anterior
cambiando el signo = en Hy por < y > respectivamente, asi como el signo # en la H; por

>y <, respectivamente.

Observacién 3.2.1 Al igual que sucedia en el caso del grado de inclusién, hay tres
situaciones diferentes en cuanto al modo de llevar a cabo su estudio, d =1, d € (0,1) y
d=0.

= d =1 quiere decir que el intervalo E(X) y A son iguales.

= de(0,1) supone que el intervalo E(X) se parece a A con cierto grado d.

= d =0 significa que E(X) no tiene nada en comuin con A.

La Figura 3.3 refleja los diversos grados de similaridad que se pueden presentar.

En los siguientes apartados se analizan las diferentes situaciones que se acaban de

citar.

Caso d=1
Las hip6tesis del Test (3.123) pueden expresarse del siguiente modo:

{ Hy : méx {|spr E(X) - spr A|, jmid E(X) - mid Al} = 0; (3.127)

Hiy :méx {|spr E(X) —spr A], jmid E(X) - mid A|} > 0.
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S(E(X),A)=1 S(E(X),A)=1/2 S(E(X),A)=0

Figura 3.3: Diferentes formas de representacién de distintos grados de similaridad entre

E(X) (en rojo) y A (en azul)

El Test (3.125) resulta igual al anterior puesto que el grado de similaridad no puede
ser superior a 1y, por otro lado, el estudio del Test (3.124) para d = 1 carece de interés,

ya que siempre se cumple que el grado de similaridad es menor o igual que 1.

Dada una m.a.s. extraida a partir de X, {X;}%,, en el Lema 3.2.1 se analiza la

convergencia bajo ciertas condiciones del siguiente estadistico:

Tfl = \/ﬁméxﬂmidXin—midA‘,|ser7n—sprA|}. (3.128)

Lema 3.2.1 Para cada n € N, se consideran n intervalos aleatorios independientes e
igualmente distribuidos que X, Xi,...,X,, definidos sobre el espacio de probabilidad
(Q,A,P). Sea T;?l definido como en (3.128). Si X e P y E(X) = A se cumple que:

75" £ max{|z1], |z} (3.129)

n
donde (z1,29)T = Ny(0,2) con matriz de varianzas-covarianzas
) ?

2
Omid X Omid X,spr X

2
Omid X,spr X Uspr X

Y= (3.130)
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Demostracion. Bajo la condiciéon E(X) = A, el estadistico (3.128) es igual a:

TS = mzix{\/ﬂmidXin— E (mid X)

n

7\/ﬁ|ser7n—E(ser)|}.

Utilizando el Teorema Central del Limite para variables bidimensionales se tiene

Vn(mid X,, - E (mid X))

=0 (7,2),
Vi (sprX, - E (sprX)) (0 E)

donde ¥ estd definida como en (3.130). Asimismo, como las funciones valor absoluto y

maximo son continuas, se tiene el resultado buscado. O

En el siguiente teorema se prueba que el test que consiste en rechazar Hy en (3.127)

1 . Y
cuando T,f > k:l_p es asintoticamente correcto.

Teorema 3.2.2 Considérense las condiciones del Lema 3.2.1. Sea p € [0,1] y ki—, el
percentil de orden 100(1 — p) de la distribucidn asintdtica (3.129). Si Hy en (8.127) es
cierta, entonces:

h'msupP(Tf1 > k‘l_p) <p

n—o0

y la igualdad se alcanza cuando E(X) = A. Como consecuencia, el test que consiste en

rechazar Hy en (3.127) cuando T;?l > ki, es asintdticamente correcto.

Caso d€(0,1)

En esta seccién se estudiard el test unilateral (3.125) para un grado de similaridad d €
(0,1), dejando el anélisis de los otros dos contrastes para trabajos futuros. Las hipdtesis

del Test (3.125) pueden escribirse de modo equivalente como sigue:

Hy: méx{ dspr A-sprE(X),dspr E(X) —sprA,

(1+d) jmid B(X) - mid A| + (d - 1) (spr B(X) +spr 4) } <0;
H, :mzix{ dsprA-sprE(X),dspr E(X) —sprA,

(1+d) [mid E(X) - mid A| + (d - 1) (spr E(X) + sprA)} >0;

(3.131)
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Se considera {X;}!; una m.a.s. obtenida a partir de X y se define el estadistico

(0,1)

75 =\/ﬁméx{dsprA—sprE,dserT—sprA,

- . (3.132)
(1+d) |mian - midA| +(d-1) (sern + sprA) },

encontrandose su distribucién limite bajo ciertas condiciones en el Lema 3.2.3. Ademas,

el Teorema 3.2.4 muestra que el test que consiste en rechazar Hy en (3.131) cuando
0.1)
TS

oy > k1-, es asintéticamente correcto. La demostracion de ambos es andloga a las

correspondientes al Lema 3.1.3 y al Teorema 3.1.4, respectivamente, y por tanto no se

incluirdn en esta memoria.

Lema 3.2.3 Para cada n € N, se consideran n intervalos aleatorios independientes e
igualmente distribuidos que X, X1,...,X,, definidos sobre el espacio de probabilidad
(Q,A4,P). Sea T;f(o'l) definido como en (3.132). Si X € P, entonces:

a) Cuando spr E(X) =dspr A y mid E(X) - mid A = (1 - d)spr A, se cumple que:

75 L5 méx{r, ) (3.133)

donde (11,72)T ENQ(O, 21) con matriz de varianzas-covarianzas

2
g i _ O (1+d)mid X +(d-1)spr X,spr X
¥, = (1+d)mid X +(d-1)spr X (1+d)mi 2( )spr X,spr . (3_134)
O (1+d)mid X +(d-1)spr X ,spr X aser

b) Cuando spr E(X) =dspr A y -mid E(X) + mid A = (1 -d)spr A, se cumple que:

757 £ max{(i, G} (3.135)

donde ((1,6)7T = NQ(O, 22) con matriz de varianzas-covarianzas

5, = U%(lﬁ—d)mid X+(d-1)spr X O~ (1+d)mid X +(d-1)spr X,spr X . (3.136)
O—(1+d)mid X +(d-1)spr X ,spr X O—SQer
1-d
¢) Cuando dspr E(X) =sprA y mid E(X) -mid A = ( = )spr A, se cumple que:

Trf«m = max{&;, &} (3.137)
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donde (&1,&)7T = NQ(O, 23) con matriz de varianzas-covarianzas

2
23 _ 0(1+d)mid X+(d-1)spr X O (1+d)mid X +(d-1)spr X,dspr X ) (3138)

2 2
O(1+d)mid X +(d-1)spr X,dspr X d Ospr X

1-d
d) Cuando dspr E(X) =sprA y -mid F(X) +mid A = ( 7 )spr A, se cumple que:

0,1)
TS

n

£, max{vr, v2} (3.139)

donde (vy,v)T EN2(0,24) con matriz de varianzas-covarianzas

¥, = Ug(l+d)midX+(d—1)ser 0-(1+d)mid X+(d-1)spr X,dspr X . (3.140)

2 2
O—(1+d)mid X +(d-1)spr X,dspr X d Ospr X

Teorema 3.2.4 Considérense las condiciones del Lema 3.2.3. Sea p € [0,1] y ki_, el
mazimo de los percentiles de orden 100(1 - p) de las distribuciones asintdticas (3.133),
(8.135), (3.137) y (3.189). Si Hy en (3.131) es cierta, entonces:
ligl_}s;}pP (T;?(OJ) > k;l_p) <p
y la igualdad se alcanza en cuatro situaciones diferentes: o bien cuando spr E(X) = d sprA
y midE(X)-midA=(1-d)sprA; o cuando sprE(X) =dsprA y -mid E(X) + mid A =
(1-d)sprA; o cuando dsprE(X) = sprA y midE(X) — midA = @sprfl; o bien
(1-4d)
d

cuando dsprE(X) = sprA y -mid E(X) + mid A = sprA. Como consecuencia, el
test que consiste en rechazar Hy en (3.131) cuando Tns(o'l) > ki_, es asintoticamente

correcto.

Caso d=0

En este caso, el Test (3.123) se reduce al contraste (3.33) introducido para el grado de
inclusién igual a 0. Esto es debido a que el hecho de que un conjunto no esté en absoluto

contenido en otro es equivalente a que el grado de similaridad se anule.
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Asimismo, el Test (3.124) se reduce al (3.33) ya que el grado de similaridad no puede
ser menor que 0, mientras que el Test (3.125) no es interesante debido a que dicho grado

es siempre mayor o igual que 0.

3.2.3. Extensién a F2?(Rr)

Dado un espacio de probabilidad (2,4, P), un CDA X : Q — F2(RP) asociado tal que
SPT p(x),, > 0 para a <1, y un valor difuso fijado V € FZ(RP) con spry, >0 para « < 1,
el objetivo de esta seccién se centra en resolver los Tests (3.123), (3.124) y (3.125) sobre
el grado de similaridad de E(X) en V.

Cuando se trabaja con CDAs, las hipétesis del Test (3.123) pueden expresarse equi-

valentemente como

Hy: /(0’1] - méx{f2d (spr B(x) + sprv) (u, ), min { (spr B(x) — dsprv) (u, ),

(sprv - dsprE(X)) (u, ), (1-4d) (sprE(X) + sprv) (u, @)
~(1+d)|(mid gy - mid v ) (u, @)] }} dAgp-1 (u)dA(a) = 0. (3.141)
Hy: _/(0,1] - méx{—Qd (spr B(x) + sprv) (u,a),mfn{(spr B(X) — dsprv) (u, ), .
(sprv - dsprE(X)) (u, @), (1-4d) (sprE(X) + sprv) (u, @)
~(1+d) |(mid per) - midv) (u,@)| }} dAgor (u)dA # 0.

Al igual que sucedia en el caso intervalar, es inmediato ver que las hipétesis de los
Tests (3.124) y (3.125) en el marco de CDAs pueden expresarse equivalentemente de
modo andlogo a las del (3.141), cambiando el simbolo = en Hy por <y >,y # en H; por

>y <, respectivamente.

De nuevo, los casos d = 1, d € (0,1) y d = 0 deben analizarse separadamente. En
esta seccién se estudiard el test bilateral (3.141) para d € {0,1}, as{ como el contraste
unilateral correspondiente para d € (0,1), (3.141’), donde = se sustituye por > bajo la
hipétesis nula, y # por < bajo la hipétesis alternativa. De nuevo, los desarrollos del test
bilateral y el otro test unilateral en el caso d € (0,1) se dejan como problema abierto

para futuros trabajos.
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Casod=1

En el caso d = 1, se tiene la siguiente funcién continua y no positiva que para cada
(u, ) € SP71 x (0,1] se define como:
fé(u, a) = mzix{—2 (spr B(x) + sprv) (u, a),min{ (spr B(X) sprV) (u, ),
(sprv - sprE(X)) (u, ), -2 |(midE(X) - midv) (u, a)| }}

La hipétesis nula definida en (3.141) implica que la funcién anterior debe ser 0 en cada

punto. Ademds, sin pérdida de generalidad se puede considerar la funcién no negativa

(Spr E(x) — SPr V) (u7a)| } (3.142)

b

fa(u,a) = méx{ |(mid B(X) midv) (u, @)

o lo que es lo mismo, con (fé)2 Por tanto, las hipdtesis del Test (3.141) se pueden escribir

como sigue:

H, :'/(0’1] ’/Spil (fé(u,a))Qd)\gp—l (w)dA(«) = 0;

2 (3.143)
H, : f@,u fS (fAn ) D (w)dr (@) > 0.

Por otro lado, al igual que sucedia cuando se trabajaba con el grado de inclusién,
se cumple que mid y1 (u, ) =0y spr 1 (u, o) = f&(u, ) para todo (u,a) € S~ x (0,1],

obteniéndose finalmente las hipétesis siguientes:

1 1
Hoing;'”;)\:O frente a Hl:ngéHZ,,\>O' (3.144)

Para resolver el test propuesto se considera el estadistico

T, (f%) = % |méix { [mid %~ - mid v

spr)?n—sprv””zv)\. (3.145)

La distribucién del estadistico T, ( f é) bajo ciertas condiciones viene dada en el Lema
3.2.5. Su demostracién es analoga a la descrita en el Lema 3.1.7, en este caso teniendo

en cuenta el Lema 3.2.1 asi como el Teorema Central del Limite en espacios de Hilbert

separables.
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Lema 3.2.5 Para cada n € N, se consideran n CDAs independientes e igualmente dis-
tribuidos que X, Xi,...,X,, definidos sobre el espacio de probabilidad (2, A, P). Sea
T, (fé) definido como en (3.54). Si X € P y E(X) =V se cumple que:

c 1,
To (£5) = 5 [max{|Za]. | Za|} 5 (3.146)

donde (Z1,Z2)" se distribuye como un proceso gaussiano en el espacio L (SP™x[0,1]) x
E“;(Sp’l x [0,1]) con esperanza nula y el mismo operador de covarianzas que el de

(mid » — E(mid x),spr y —E(ser))T.

El siguiente teorema afirma que el test que consiste en rechazar Hy en (3.144) cuando
T, ( fé) > ki_, es asintéticamente correcto. Su demostracién es andloga a la del Teorema

3.1.8.

Teorema 3.2.6 Considérense las condiciones del Lema 3.2.5. Sea p € [0,1] y ki, el
percentil de orden 100(1 - p) de la distribucion asintdtica (3.146). Si Hy en (3.144) es

cierta, entonces:

h’msupP(Tn (fé) > kl_p) <p

n—o00
y la igualdad se alcanza cuando E(X) = V. Como consecuencia, el test que consiste en

rechazar Hy en (3.144) cuando T, (fé) > k1-, es asintdticamente correcto.

Caso d € (0,1)

En este caso, la funcién continua

féo’l)(u,a) = méx{f2d (spr B(x) + sprv) (u,a),ml’n{ (spr B(x) — dsprv) (u, @),
(SpI‘V —dspr E(X)) (u, ), (1-4d) (Spr B(x) + sprv) (u, @) (3.147)
-(1+d)|(mid g(xy - mid v ) (u, @)] }}

toma en unas ocasiones valores positivos y en otras valores negativos. A partir de las

funciones continuas F' y G introducidas en (3.58) y (3.59), respectivamente, se tiene que
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cuando d € (0,1) las hipétesis del Test (3.1417) son equivalentes a las siguientes:

[0 1] fSP 1 f(o " (u o) - G( éo,l)) (uaa))d)‘Sp—l(u)d)\(a) 2 0;
(3.148)
s [ o (F(E0) (0) = 6 (577) (w,0)) ddrs (A (@) <0,

Teniendo en cuenta que se cumple midF(fm,l))(u,a) = midG(f(o,l))(u,a) = 0,
S S

Ser(féle))(uva) = F(féo’l)) (u,a) y Spl“G(féo,n)(u,a) = G( éo’l))(u,a), para todo

(u,) € SP~1 x (0, 1], las hipétesis del test anterior se pueden escribir del siguiente modo:

LS (o : a(+OD : 50
g\ [VEEED)], vels)] )z

(3.149)

a2 e (e : a (oD : 0
v VRS Vel ) <o

Se considera el estadistico siguiente basado en féo’l):

(f(o 1)) n( H(F(mé,x{ -2d (sprm+ sprv) (u,a),nlin{(sprm— dsprv) (u, @),
(sprv dspr )(u a),(1-4d) (sprﬁﬂ-sprv) (u, @)

1/22
~(1+d) |(mid g~ mid v ) (w00 }})) o

(3.150)
—H(G(méx{—2d(spr +sprv)(u a), mm{(spr —dsprv) (u, @),

(sprV dsprz— )(u a),(1-4d) (spr—+sprv) (u, )

1/212
) (mia - mid ) )]} }) “)

En el Lema 3.2.7 se plantea la convergencia del estadistico anterior bajo ciertas

condiciones y en el Teorema 3.2.8 se prueba que el test que consiste en rechazar Hj en
(3.149) cuando T, ( éo’l)) <k, es asint6ticamente correcto. Su demostracién es andloga
a la del Lema 3.1.7 y a la del Teorema 3.1.8, considerando en este caso los resultados del

Lema 3.2.3 y el Teorema Central del Limite para espacios de Hilbert separables.
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Lema 3.2.7 Para cada n € N, se consideran n CDAs independientes e igualmente dis-
tribuidos que X, Xi,...,X,, definidos sobre el espacio de probabilidad (2, A, P). Sea
Tn( éo’l)) definido como en (8.150). Si X € P, entonces:

a) Cuando spr g(xy =dspry y mid gxy —midy = (1 -d)spry, se cumple que:

T, ( éo’l))ié(H\/F(min{Zl,ZQ})HZ’A—H\/G(mfn{Zl,Zz})Hz’/\) (3.151)

donde (Z1,Z2)T se distribuye como un proceso gaussiano en el espacio ,Cg(Sp‘1 x
[0,1]) x L (SP™! x [0,1]) con esperanza nula y el mismo operador de covarianzas

que el de

(s-x —dsx — E(s_x —dsx), (sx +s5-x) /2= E((sx +s-x)/2)" . (3.152)

b) Cuando spr gxy =dspry y —mid g(x) + midy = (1 -d)spry, se cumple que:

T, (£0) = % (H\/F(ml’n{zl,zz})HZ/\ - ”\/G(mfn{zl,zg)HzA) (3.153)

donde (Z1,Z2)T se distribuye como un proceso gaussiano en el espacio Cf(Sp’l X
[0,1]) x £F(SP™ x [0,1]) con esperanza nula y el mismo operador de covarianzas

que el de

(s —ds_x — E(sx —ds_x),(sx +5-x) /2= E((sx +s-x)/2))" . (3.154)

(1-d)
d

¢) Cuando dspr B(x) =SPry y mid pxy —midy = Spry, se cumple que:

7, (100) L 5 (VF itz 22|, - [VE minize 2], ) (3159)

donde (Z1,Z2)T se distribuye como un proceso gaussiano en el espacio E(f(Sp‘l X
[0,1]) x £F(SP™ x [0,1]) con esperanza nula y el mismo operador de covarianzas

que el de

(s-x —dsx — E(s_x —dsx),d(sx +s-x)/2-E(d(sx +s-x)/2))" .  (3.156)
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(1-d)

d) Cuando dspr E(x) =SPry y —mid gx) + mid y = Spry,, se cumple que:

7, (100) L 5 ([VF Gz 20 - Ve itz za), ) @157

donde (Zy,7Z2)T se distribuye como un proceso gaussiano en el espacio Eg(Sp‘l X
[0,1]) x L7 (SP™ x [0,1]) con esperanza nula y el mismo operador de covarianzas

que el de

(sx —ds_x — E(sx —ds_x),d(sx +5-x)[2-E(d(sx +s-x)/2)) .  (3.158)

Teorema 3.2.8 Considérense las condiciones del Lema 3.2.7. Sea p € [0,1] y k, el
mdzimo de los percentiles de orden 100p de las distribuciones asintdticas (3.151), (3.153),

(8.155) y (3.157). Si Hy en (3.149) es cierta, entonces:

lim sup P (Tn (fg“)) < kp) <p

mn—o0
y la igualdad se alcanza en cuatro situaciones diferentes: o bien cuando sprpx) = d spry

y midgxy — midy = (1 -d)sprv; o cuando sprgxy = dspry y —midgxy + midy =

1-d)spry; o cuando dspr = spry y midgxy — midy = @sprv; o bien cuan-
E(X) (x) d

do dsprgxy = sprv Yy —midg(xy + midy = ugd) spry. Como consecuencia, el test que

consiste en rechazar Hy en (3.149) cuando Tn( éo’l)) <k, es asintéticamente correcto.

Caso d=0
Al igual que sucedia en el caso intervalar, el test de similaridad (3.141) en el caso difuso

para d = 0, se escribe igual que el contraste correspondiente al grado de inclusién (3.70)

cuando dicho grado es igual a 0.

3.2.4. Procedimiento bootstrap

El procedimiento bootstrap desarrollado para el test sobre el grado de inclusién va a servir

de inspiracién para el del grado de similaridad de un intervalo aleatorio (o un CDA) en
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un intervalo (o en un valor difuso) fijado. De nuevo, el bootstrap que se utiliza es de
tipo residual, empledndose residuos por diferencia con respecto a la media muestral.
Se analizard el caso intervalar segin los diferentes grados de similaridad considerados

previamente, extendiendo mdis adelante los resultados que se obtengan a F2(IRP).

Caso d=1

En este caso, la idea consiste en resolver el Test (3.127) mediante el empleo de técni-
cas bootstrap. Dado X un intervalo aleatorio definido sobre el espacio de probabi-
lidad (9,4, P) tal que sprE(X) > 0, se consideran para cada n € N, n intervalos
aleatorios independientes e igualmente distribuidos que X, siendo estos Xi,...,X,.
Sea A € K.(R) para el que sprA > 0. Se considera la poblacién bootstrap {Y;}1, =
{XZ- +mid A - X, + [-spr A, spr A]}Zl. Es féacil comprobar que Y,, = A, que es el peor de

los casos bajo Hy segun el Lema 3.2.1.

Se extrae una muestra bootstrap {X}, a partir de {X;}",, para construir otra

muestra bootstrap a partir de {Y;}7:

{Yi*}?:l = {Xi* +mid A - X,, + [-spr A, spr A]}Zl .

A partir de la expresién del estadistico T " definido en (3.128), se calcula para la

muestra anterior el valor del siguiente estadistico:

Tfl* = \/ﬁméx{|midX7;{—midX7n|,|ser7;;—ser7n|}. (3.159)

De forma andloga, con el fin de resolver el test para el grado de similaridad d = 1 en el
caso difuso, (3.144), se considera un CDA X definido sobre (€2, A, P) tal que spr g(x), >0
para a < 1 y una m.a.s. a partir de él para cada n e N, X,..., X,. Dado V € F2(RP) tal

que spry, > 0 para a <1 se define el siguiente estadistico:

2

T (L) = % |t { |mid = — mid 5 }HM. (3.160)

s |Spf77,§ - spr/.?n
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En el Lema 3.2.9 se presenta la distribucién asintética de Tfl* y T (fé) La
demostracién del mismo se obviard puesto que es andloga a la correspondiente al

Lema 3.1.13, en este caso teniendo en cuenta los Lemas 3.2.1 y 3.2.5.

1%
Lema 3.2.9 Sean T,{S yTr (fé) definidos como en (3.159) y (3.160), respectivamente.

a) Si X eP y E(X)=A, se cumple:
TS £ max{|z], 2]} e.s. - [P], (3.161)
donde (z1,22)T = Ng(f), Z) con la matriz de varianzas-covarianzas dada en (3.130).

b) Si X eP y E(X)=V, se cumple:
T3 (1) Lo 1 Imix(Z0,22) 3, .- [P), (3.162)

donde (Z1,Z2)T se distribuye como un proceso gaussiano en el espacio E“;(S”‘l X
[0,1]) x £F(SP~ x [0,1]) con esperanza nula y el mismo operador de covarianzas

que el de (mid x — E(mid x),spr , — E(spr x))" .
Como consecuencia del Lema 3.2.9, se concluye el siguiente resultado.
Teorema 3.2.10 Considérense las condiciones del Lema 3.2.9 y p € [0,1]:

a) Sea ki_, el percentil de orden 100(1 - p) de la distribucion asintética (3.161). Si
Hy en (3.127) es cierta, entonces:

lfim sup P (T,fl >k,)<p cs.-[P] (3.163)

y la igualdad se alcanza cuando E(X) = A. Como consecuencia, el test que consiste

1 . sy .
en rechazar Hy en (3.127) cuando TS > ki_, es asintdticamente correcto.

b) Sea ki_, el percentil de orden 100(1 - p) de la distribucion asintdtica (3.162). Si

Hy en (3.144) es cierta, entonces:

limsup P (T, (f§) > ki_,) <p c.s.-[P] (3.164)

n—00
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y la igualdad se alcanza cuando E(X) =V . Como consecuencia, el test que consiste

en rechazar Hy en (3.144) cuando T, (fé) > ki_, es asintdticamente correcto.
Caso d€(0,1)

Sean X un intervalo aleatorio tal que spr E(X) > 0, X1,...,X,, una m.a.s. extraida a

partir de X y A € K.(R) con spr A > 0. Se consideran las siguientes poblaciones bootstrap:
vy, = {Xi +midA - X, + (1-d)sprA+ [—dsprA,dsprA]}:L:1 ,
(V2 e, ={X;+midA- X, - (1-d)sprA+[- dsprA,dsprA]}:lzl,

{Y3 r 1—{X +mid A - X, +1 dsprA+[—lsprA 1sprA]} ,
d d d el

n

— 1- 1 1
vy, = {Xi +mid A - X,, - dsprA + [—gsprA, ésprA]}

i=1

Es inmediato ver que
midY,! —-midA=(1-d)sprA y sprY,! =dsprA,

~midY,l +mid A= (1-d)sprA y sprY]l=dsprA,

midYT}—midA:(l;d)bprA y dpr‘lepr‘A,

_ 1-d _
-midY,! + mid A = ( g )sprA y dsprY,l =sprA,
siendo estos los peores casos bajo la hipétesis nula segiin se comprobé en el Lema 3.2.3.

Se extrae una muestra bootstrap de {X;}%,, {X/},, ¥ se utiliza para construir
muestras bootstrap procedentes de {Yi1}¢=1v {Yi2}¢=1’ {Yi3}¢=1 e {Yi4}j=1 que seran las
siguientes:

{Yl*} —{X*+m1dA X, +(1-d)sprA+[- dsprA,dsprA]}?=17

{YQ*} —{X*-i—mldA X, (1—d)sp1"A-i—[—dsprA,dsprA]}:.L:17
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n

n — 1 1
{Yf*}i:l = {X; +midA - X, + spr A + [—gspr A, Z5Pr A]}

)
=1

{}/;4* }:L:l

. ) — 1-d 1 1 "
X! +midA-X, - sprA+[-=sprA, —sprA]
d d d i=1
A partir de las muestras bootstrap que se acaban de definir, el estadistico T;f ©n
introducido en (3.132) se transforma en los siguientes estadisticos segin el caso que se

esté considerando:

(0,1)% - - JE— _
T[?l = \/ﬁméx{sern - Ser;;7d(ser;§ - sern) +(d®>-1)sprA,
(1+d) |mid X} - mid X,, + (1 - d) spr 4| (3.165)
+(d—1)(ser;—sprE+(d+1)sprA)},
Sgo,l)*_ , _ 5 5 - 9
" —\/ﬁmax{sern—sern,d(sern—sern)+(d - 1)sprA,
(1+d) |mid X} - mid X,, — (1 - d) spr 4| (3.166)
+(d—1)(seri;;—serin+(d+1)sprA)},
(0,1)% __ __ d2-1 __ __
T{?3 = \/ﬁméx{sern —spr X} + SprA,d(ser;; - Sern) ,
(1+d)‘mid7;—mid7n+ ;z spr A (3.167)
— — d+1
+(d—1)(ser;;—sern+ hl SprA)},
IR o _ 2 _ _ _
et = nméx{sern—ser;;+ sprA,d(ser,’{—sern)7
— — 1-d
(1+4d) ‘midX;; -mid X, - TSprA‘ (3.168)

+(d-1) (seri;g— spr X,, +

1sprA)}.

Andlogamente, en relacién con el Test (3.149) para el caso difuso, se considera un
CDA X tal que spr g(x), >0 para a <1y una m.a.s. X1,..., &, extraida a partir de &

Dado V € F2(RP) tal que spry, >0 para « < 1, se definen los siguientes estadisticos:

T (£9) = %(

‘ (0,1)*

2 2
- H G(re0r) ) (3.169)
JA A

Ve
0,

T (£97) = %(

), (3.170)
A
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2 2
()= (Ve Vet )
2 2
r(16) - (VR - [VetE ], )
donde

fé(l),l)* - méx{ -2d (ser— spry—+ (d+1) sprv) ,
min { spr 4+ — ser—n,d(ser—nf ser) +(1-d*)spry,

(1-4d) (sprx—:fsprﬁ+ (d+ 1)sprv)
—(1+d) ‘midx—;—midx—”+ (1-d) sprvl }}7

fég,l)* = méax { -2d (ser —Spry-+ (d+1) sprv) ,

min { spr 4+ — sprﬁ,d(sprx—"— spr?) +(1-d*)sprv,
(1-4d) (serf spry—+(d+1) sprv)

—(1+d) ‘midx—;—midz— (1-d) sprvl }}7

* , d+1
fé(;'l) — maX{ -2d (serT,; —Spry-+ Tsprv) ,

min 4 spr—= —spry—+ (1 - d*) sprv,d(sprz— ser) ,
d+1
(1-d) (ser— Sprz—- + Tsprv)

1-d
mid 5 — midm+ —sprv‘ }},

-(1+4d) 7

* . d+1
sy =max{—2d(sprx—$—spr7n+—d sprv),

min SPI xx —SPrz,~+ (1- d2) Sprv,d<sprz— Spr?ﬁ) ,

d+1
(1-4d) (sprx—;;—sprm+ %Sprv)

—(1+d) |mid %= - mid - - 1%Ulsprv‘ }}

Capitulo 3

—

3.171)

—

3.172)

(3.173)

(3.174)

(3.175)

(3.176)

En el Lema 3.2.11 se establece la distribucion asintdtica de los estadisticos anteriores.

La demostracion del mismo no se llevard a cabo, ya que es anédloga a la del Lema 3.1.15

pero considerando en esta ocasion los resultados desarrollados en los Lemas 3.2.3 y 3.2.7.
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(0,1)* (0,1)* (0,1)* (0,1)*

Lema 3.2.11 Sean T2 , T.> , T.° , Ty* , T¢ (fg;m), T (f;gxn),

T (£500) v 1 (F5)7) definidos como en (3.165), (3.166), (3.167), (3.168), (5.169),

(3.170), (3.171) y (3.172), respectivamente. Si X € P y X € P, entonces:

a.1) Cuando spr E(X) =dspr A y mid E(X) -mid A = (1 -d)spr A, se cumple:

550,1)*

T, R méx{7, 2} c.s.—[P] (3.177)

donde (7'1,T2)T = ./\/2(0,21) con la matriz de varianzas-covarianzas dada en

(3.134).

a.2) Cuando spr E(X) =dspr A y -mid E(X) + mid A = (1 —d)spr A, se cumple:

01
T2

£, max{C1, G} c.s. - [P] (3.178)

donde (Cl,CQ)T = Ng(ﬁ,Eg) con la matriz de wvarianzas-covarianzas dada en

(3.156).

1—
a.3) Cuando dspr E(X) =spr A y mid E(X) -mid A = ( 7 d) spr A, se cumple:

(0,1)%
SS

T L méx{en, &) cs. - [P] (3.179)

donde (fl,fg)T = Ng(ﬁ,Eg) con la matriz de wvarianzas-covarianzas dada en

(3.138).

a.4) Cuando dspr E(X) =sprA y -mid E(X) + mid A = @spr A, se cumple:

Sio,l)*

Tn =N méx{vy,va} c.s.— [P] (3.180)

donde (’Ul,UQ)T = N2(6,24) con la matriz de wvarianzas-covarianzas dada en
(8.140).

b.1) Cuando spr pxy =dspry, y mid gxy -midy = (1 -d)spry, se cumple:

T (fé?’l))i)%(H\/F(min{zl,Z2})H2 \/G(min{Zl,Zg})HZ,A) c.s.—[P] (3.181)

o

donde (Z1,Z2)T se distribuye como un proceso gaussiano en el espacio Ef(Sp’l X
[0,1]) x £F(SP™ x [0,1]) con esperanza nula y el mismo operador de covarianzas

que el de (3.152).
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b.2) Cuando spr g(xy =dspry y —mid gxy + midy = (1 -d)spry,, se cumple:
* 1 " 2 ” 2
T (s50) = (H\/F(mln{ZL z2))[; , - VG Gmin{za, zz})H“) c.s.~[P] (3.182)

donde (Zy1,Z2)T se distribuye como un proceso gaussiano en el espacio £§(Sp’1 X
[0,1]) x L£F(SP™! x [0,1]) con esperanza nula y el mismo operador de covarianzas

que el de (3.154).

(1-d)
d

\/G(min{Zl,Zz})H:A) c.s.~[P] (3.183)

b.83) Cuando dspr B(x) =SPry y mid px) —midy = spry,, se cumple:

T (700) £ %(H\/F(min{zl,zz})‘f

o

donde (Z1,Z2)T se distribuye como un proceso gaussiano en el espacio E(f(Sp‘l X

[0,1]) x L£F(SP™! x [0,1]) con esperanza nula y el mismo operador de covarianzas

que el de (3.156).

(1-d)
d

T (£O0) i»%(H\/F(min{zl,zg})Hz’A—Hx/G(min{Zl,Zg})Hz’A) c.s.—[P] (3.184)

b.4) Cuando dspr B(x) =SPry y —mid p(x) + midy = spry,, se cumple:

donde (Zy,Z2)T se distribuye como un proceso gaussiano en el espacio ,Cg(Sp‘1 x
[0,1]) x LF(SP™! x [0,1]) con esperanza nula y el mismo operador de covarianzas

que el de (3.158).

A partir del resultado anterior, se concluye el Teorema 3.2.12.
Teorema 3.2.12 Considérense las condiciones del Lema 3.2.11 y p € [0,1]:

a) Sea ki_, el mdzimo de los percentiles de orden 100(1 - p) de las distribuciones
asintdticas (3.177), (3.178), (3.179) y (3.180). Si Hy en (3.131) es cierta, entonces:
lim sup P (T;?(O’l) > kf,p) <p cs.—[P] (3.185)

y la igualdad se alcanza o bien cuando spr E(X) =dspr A y mid F(X) - mid A =
(1-d)spr A, o bien spr E(X) =dspr A y -mid F(X) +mid A = (1-d)spr A, o bien
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1-
dspr E(X) =sprA ymid E(X)-mid A = ( dd) spr A, o bien cuando dspr E(X) =

1-d
sprA y —mid E(X)+mid A = ( 7 )spr A. Como consecuencia, el test que consiste

©.1) o
en rechazar Hy en (3.131) cuando TS~ > ki_, es asintdticamente correcto.

b) Sea kj, el mdzimo de los percentiles de orden 100p de las distribuciones asintdticas
(3.181), (3.182), (3.183) y (3.184). Si Hy en (3.149) es cierta, entonces:

timsup P (T, (FE0) <k3) <p cs.-[P] (3.186)

y la tgualdad se alcanza o bien cuando se cumple spr gyy = dspry y mid px) —

mid y = (1 -d)spry, o bien spr gyy = dspry y —mid g(xy +midy = (1 -d)spr y,

(1-d)

S

bien dspr p(xy =spry ymid gx)-midy =

(1-d)

Spry, o bien cuando dspr gy

spry y —mid px) + midy = spry,. Como consecuencia, el test que consiste

en rechazar Hy en (3.149) cuando Tn( éo’l)) <k, es asintdticamente correcto.

Caso d=0

Debido a que el estudio del grado de similaridad para d = 0 se reduce al estudio del
grado de inclusién cuando d = 0, el andlisis bootstrap en este caso es el mismo que el

desarrollado en la Seccién 3.1.5 para d = 0.

Los algoritmos relativos a los tests bootstrap que acaban de exponerse para el grado
de similaridad del valor esperado de un CDA con un valor difuso fijado se presentan a

continuacion.

Algoritmos para los contrastes bootstrap (Test de similaridad)

Paso 1. En cada caso, elegir una m.a.s. de tamano n a partir de X', &7,....&,.
Paso 2. Para esta muestra calcular:

= El valor del estadistico T}, (f&) definido en (3.145) en el caso d = 1.
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= El valor del estadistico Tn(féo’l)) definido en (3.150) en el caso d € (0,1).
Paso 3. En cada caso, obtener una m.a.s. bootstrap {X;"},", de {X;}._, y calcular:

= El valor del estadistico bootstrap T, (fé) definido en (3.160) en el caso d = 1.

= Los valores de los estadisticos bootstrap T, (fglll))7 T (fé(;,l))’ T* (fég,l))
y T (&) definidos en (3.169), (3.170), (3.171) y (3.172), respectivamente,

en el caso d € (0,1).

Paso 4. Repetir el Paso 3 un gran nimero B de veces con el fin de conseguir un con-
junto de B valores de los estadisticos en cada uno de los casos. Estos conjuntos se

denotaran por £, sid=1y E;(O,l), E;(O,l), E;(O,l) y E;(O,l) side(0,1).
1 2 3 4

Paso 5. Calcular el p-valor bootstrap segtn el grado de inclusién que se esté consideran-

do:

CASO d=1: Sise quiere contrastar (3.144), el p-valor aproximado viene dado por

la proporcién de valores en EY, mayores o iguales que T, ( fé)

CASO de€(0,1): Sise quiere contrastar (3.149), el p-valor aproximado viene dado

por el méximo de las proporciones de valores en E¥ , ,y, E*
5

S(O,l)a
2
E* menores o iguales que 7, (f(o’l))
SO0 n([fg .

E* y en
(0,1)
Sy

3.2.5. Estudios de simulacién

A continuacién se analiza el funcionamiento de los tests bootstrap para el grado de simi-
laridad presentados en la seccién anterior. En lo relativo al caso intervalar, se pretenden

resolver los siguientes contrastes de hipotesis:

H}:S(E(X),A)=1 frentea Hi:S(E(X),A)<1, conA=[-1,3]; (3.187)
HZ:S(E(X),B)=1/2 frente a H? : S(E(X),B) #1/2, con B =[-5,3]. (3.188)

Como se ha mencionado a lo largo del capitulo, el grado de similaridad para d = 0

es equivalente al grado de inclusién para d = 0, por lo que no se estudiard en esta
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seccién. Dado el intervalo aleatorio X, se llevan a cabo dos estudios diferentes segun las

distribuciones del mid y el spread de X siguientes:

La) mid X = N(1,5) y spr X = x2.

Lb) mid X =U(-4,6) y spr X = x3.

En los dos casos anteriores se verifica E(X) = [-1, 3] y el algoritmo bootstrap seguido
es el incluido al final de la Seccién 3.2.4. En las Tablas 3.6 y 3.7 se presentan los resultados
correspondientes a los Tests (3.187) y (3.188). En todos los casos se han realizado 10000
simulaciones a los niveles de significacién p = 0.01, p = 0.05 y p = 0.1, asi como 1000
réplicas bootstrap por simulacién, lo cual implica un error muestral asintético del 0.195 %
para p = 0.01, del 0.427 % para p = 0.05 y del 0.588 % para p = 0.1, a un nivel de confianza
del 95 %.

Hl:S(E(X),A)=1 | H2:S(E(X),B)=1/2
100 1[5 [ w0 1] 5| 10
10 352 ] 9.86 | 1498 || 324 | 722 | 13.26
30 182 | 6.76 | 11.54 || 1.78 | 5.78 | 11.36
50 164 | 5.82 | 1054 || 1.32 | 5.64 | 10.86
100 114 | 5.56 | 10.40 || 1.18 | 554 | 10.22
200 108 | 538 | 9.96 | 1.24 | 5.46 | 10.00

Tabla 3.6: Tamano empirico de los tests bootstrap para el grado de similaridad en el

caso intervalar I.a)

Como se observa en las Tablas 3.6 y 3.7, el porcentaje de rechazos de H estd bastante
préximo al nivel de significacién nominal para tamanos de muestra mayores que n = 100.
Al igual que sucedia para el caso de inclusién, se puede plantear como trabajo futuro la

estimacién de la matriz de varianzas-covarianzas de los estadisticos correspondientes.

En segundo lugar, se realizaran estudios de simulacién para el caso difuso, analizan-

do el grado de similaridad entre la esperanza de un CDA X y ciertos valores difusos
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HY:S(E(X),A)=1| H2:S(E(X),B)=1/2
nn100p] 1 [ s [ 10 [ 1] s [ 10
10 382 ] 6.10 | 14.84 || 3.98 | 744 | 1234
30 1.96 | 5.80 | 10.72 || 2.06 | 6.18 | 10.66
50 150 | 5.76 | 10.58 || 1.52 | 5.36 | 9.80
100 128 | 5.48 | 10.28 || 148 | 5.38 | 10.28
200 124 | 522 | 982 | 120|524 | 10.18

Tabla 3.7: Tamano empirico de los tests bootstrap para el grado de similaridad en el

caso intervalar 1.b)

previamente fijados (U, V, C € F.(R)). Especificamente, se considera un CDA trapezoidal
X = Tra(a,b,c,d) de manera que b—a = x5, d—c = x2 y b y c siguen las siguientes
distribuciones:

F.a) b=N(0.5,5) y c=b+N(1,3).

F.b) b=U(0,90) y ¢c=b+U(0,20).

En la primera situacién, la esperanza de X viene dada por E(X) =
Tra(-2.5,0.5,1.5,9.5), mientras que en la segunda E(X) = Tra(42,45,55,63). En este

caso se pretenden resolver los tests siguientes:
Hy:S(E(X),U)=1 frentea Hi:S(E(X),U)<1; (3.189)
HF:S(E(X),V)=1/2 frente a Hi : S(E(X),V) #1/2, (3.190)

donde U = Tra(-2.5,0.5,1.5,9.5) y V = Tra(-14.5,-0.5,1.5,9.5) en el caso F.a), y U =
Tra(42,45,55,63) y V = Tra(21,35,55,9.5) en el caso F.b). De nuevo se va a trabajar
con 6 =1/3 y se van a realizar 10000 simulaciones de los correspondientes procedimientos
bootstrap (implicando los mismos errores muestrales que en el caso intervalar) a distintos
niveles de significacion y con 1000 réplicas bootstrap en cada una de ellas. Los resultados

se recogen en las Tablas 3.8 y 3.9.

Segun los resultados expuestos en las Tablas 3.8 y 3.9, los porcentajes de rechazos de

la hipdtesis nula estan cerca del nivel de significaciéon nominal en general para tamanos
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H}:S(E(X),U)=1| H2:S(E(X),V)=1/2
nn100p] 1 [ s [ w0 [ 1[5 [ 10
10 372 ] 9034 | 15.68 || 2.86 | 7.85 | 13.00
30 190 | 6.24 | 1114 || 148 | 572 | 11.08
50 1.66 | 6.14 | 10.54 || 1.52 | 5.62 | 10.72
100 1.38 | 5.86 | 10.30 | 1.40 | 5.48 | 10.34
200 1.30 | 5.56 | 10.24 || 1.08 | 522 | 10.08

165

Tabla 3.8: Tamano empirico de los tests bootstrap para el grado de similaridad en el

caso difuso F.a)

H.:S(E(X),U)=1| H2:S(E(X),V)=1/2
nn100p 1[5 ] w0 [ 1] 5| 10
10 422 1 968 | 15.14 || 3.56 | 7.86 | 13.12
30 1.90 | 6.54 | 10.66 || 1.80 | 6.58 | 10.32
50 1.60 | 6.04 | 10.60 || 1.60 | 5.56 | 10.28
100 110 | 552 | 1040 || 142 | 510 | 10.08
200 1.06 | 5.34 | 10.26 || 1.08 | 5.04 | 10.18

Tabla 3.9: Tamano empirico de los tests bootstrap para el grado de similaridad en el

caso difuso F.b)

de muestra mayores o iguales que n = 100 y en algunos casos para tamanos mayores que

n = 50. Al igual que en ocasiones anteriores, resultaria conveniente llevar a cabo una

estimacién de matriz de varianzas-covarianzas.

3.2.6. Aplicacién practica

Con el objetivo de que la menciéon de Denominaciéon de Origen del queso Gamonedo se

mantenga, se va a analizar si las opiniones de determinado experto acerca de la apariencia,

la calidad del olor y la calidad del sabor del queso pueden considerarse similares a unos
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valores previamente fijados con cierto grado de similaridad. El estudio se realizara sobre
la base de las opiniones del experto acerca de las tres caracteristicas anteriores con las
que se trabajé también en la Seccion 3.1.7. Tales opiniones vienen dadas en forma de
numeros difusos trapezoidales aunque de nuevo en un primer estudio van a simplificarse
mediante la consideracion del intervalo definido por el 1-corte de cada uno de los valores.

Los intervalos aleatorios con los que se va a trabajar son:
= X =“percepcién simplificada del experto sobre el aspecto de la pasta de cada queso”.
= Y =“percepcion simplificada del experto sobre la calidad del olor de cada queso”.
= 7 =“percepcién simplificada del experto sobre la calidad del sabor de cada queso”.
En este contexto, se quiere estudiar si la media de las opiniones del experto acerca
del aspecto, el olor y el sabor del queso puede considerarse similar al intervalo A = [60, 70]
con grado mayor o igual que 2/3. Ademds, se va a analizar también si la media de las

opiniones anteriores puede considerarse similar al intervalo B = [60,65] con grado 1. Asf,

se van a llevar a cabo los siguientes tests de hipdtesis.

Hj :S(E(X),A) >2/3 frente a H : S(E(X), A) < 2/3. (3.191)
HZ:S(E(Y),A)>2/3 frente a H: : S(E(Y), A) < 2/3. (3.192)
H}:S(E(Z),A)>2/3 frente a H} : S(E(Z), A) <2/3. (3.193)
Hj:S(E(X),B) =1 frente a Hi : S(E(X),B) < 1. (3.194)
H{:S(E(Y),B) =1 frente a H2 : S(E(Y),B) < 1. (3.195)
HS:S(E(Z),B) =1 frente a H} : S(E(Z),B) < 1. (3.196)

Se consideran muestras de 20 percepciones intervalares a partir de los intervalos
aleatorios X, Y y Z y que estan reflejadas en la Tabla 3.5 en la Seccién 3.1.7. Al igual
que se mencioné en dicha seccién, las medias muestrales son X = [58.30,63.70], Y =
[63.70,69.05] y Z = [61.65,67.30]. En este caso, se ha aplicado el procedimiento bootstrap

desarrollado en la Seccién 3.2.4 en el caso intervalar para d € (0,1) y d = 1 se han llevado
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a cabo 10000 réplicas del mismo. Los p-valores obtenidos segin cada caso son p = 0.1094,
p =0.4830 y p = 0.459 para los Tests (3.191), (3.192) y (3.193), y p = 0.4527, p = 0.0869
y p = 0.4837 para los Tests (3.194), (3.195) y (3.196). Se puede concluir que las hipdtesis
nulas de todos los tests, exceptuando la del Test (3.195), no se rechazan a los niveles de
significacion usuales por lo que las tres caracteristicas pueden considerarse similares a
[60,70] con un grado mayor o igual que 2/3, mientras que tanto el aspecto de la pasta
como la calidad del sabor pueden considerarse similares a [60,65] con grado 1. Por otro
lado, la calidad del olor puede considerarse similar a [60,65] a los niveles de significacién

p=0.01y p=0.05 mientras que tal hipdtesis se rechaza al nivel p = 0.1.

En segundo lugar, se quiere analizar el grado de similaridad basdndose en los CDAs

trapezoidales

= X =“percepcién del experto sobre el aspecto de la pasta de cada queso”.
= ) =“percepcion del experto sobre la calidad del olor de cada queso”.

= Z =“percepcién del experto sobre la calidad del sabor de cada queso”.

Las medias muestrales de los tres CDAs anteriores son X = Tra(53.15,58.3,63.7,69),
Y =Tra(58.5,63.7,69.05,74.85) y Z = Tra(56.45,61.65,67.3,73). Ademés, se va a consi-
derar 6 = 1/3 (término que, como ya se ha citado en mds de una ocasién, no influye a la
hora de resolver el test mediante técnicas bootstrap). Se quiere contrastar si la media de
las opiniones del experto para cada caracteristica puede considerarse similar al nimero
difuso trapezoidal U = T'ra(57,62,70,75) con grado mayor o igual que 2/3 asi como si
el grado de similaridad de tales medias es similar a V' = Tra(55,60,65,70) con grado

maximo. Por tanto, se llevaran a cabo los siguientes contrastes:

H) :S(E(X),U) >2/3 frente a H{ : S(E(X),U) < 2/3. (3.197)
HZ:S(E(Y),U) >2/3 frente a H : S(E(Y),U) < 2/3. (3.198)
HE:S(E(Z),U) >2/3 frente a HY : S(E(2),U) < 2/3. (3.199)
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Hy:S(E(X),V)=1 frente a H} : S(E(X),V)<1. (3.200)
H:S(E(Y),V) =1 frente a Hy : S(E(Y),V) < 1. (3.201)
HS:S(E(Z),V) =1 frente a H} : S(E(Z),V) < 1. (3.202)

Las muestras de opiniones de tamafio 20 son las reflejadas previamente en la
Tabla 2.11. Se han realizado 10000 réplicas del procedimiento bootstrap presentado en la
Seccién 3.2.4 en el contexto difuso cuando d € (0,1) y d = 1. Los p-valores obtenidos toman
valores p = 0.087, p =1y p = 1 para los Tests (3.197), (3.198) y (3.199), y p = 0.4388,
p=0.0569 y p = 0.4283 para los Tests (3.200), (3.201) y (3.202). Asi, la calidad del sabor
y del olor del queso Gamonedo puede considerarse similar al nimero difuso trapezoidal
Tra(57,62,70,75) con grado mayor o igual que 2/3 a los niveles de significacién usuales
sobre la base de las percepciones del experto, mientras que del aspecto de la pasta del
queso puede concluirse lo mismo para los niveles de significacion p = 0.01 y p = 0.05 pero
al nivel p = 0.1 se rechaza la hip6tesis nula en (3.197). Por otro lado, también se puede
concluir que el aspecto de la pasta y la calidad del sabor puede considerarse similar al
numero Tra(55,60,65,70) a los niveles de significacién usuales, resultando andloga la
conclusién para la calidad del olor a los niveles p = 0.01 y p = 0.05 pero no al nivel p = 0.1,

donde se rechazarfa la hipétesis nula en (3.201).

Otras aplicaciones

Al igual que sucedia para el grado de inclusién, existen situaciones en las que también se
puede analizar el grado de similaridad entre la esperanza de un CDA (o de un conjunto

aleatorio) y un conjunto difuso (o conjunto) previamente fijado, como son las siguientes:

= En el caso de inversién en bolsa se puede estudiar si las predicciones de los expertos
sobre la posicién del indice de Bolsa en un determinado momento resulta similar a

la correspondiente al ano anterior.

= Por otro lado, también se puede analizar si la fluctuacién de la tensién de un
paciente a lo largo de un periodo de tiempo es similar en cierto grado a la tensiéon

media de un paciente que esté sano.
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= De modo anilogo, se puede comparar el movimiento de las mareas en determina-
do punto con el correspondiente a otro punto y con grado de similaridad fijado

previamente, con el fin de establecer comparaciones entre ambos puntos.

3.3. Contrastes de hipotesis para el grado de inter-
seccion de la esperanza de un elemento impreciso

aleatorio en un valor impreciso fijado

Finalmente, se introduce el concepto de grado de interseccién y posteriormente se van a
desarrollar contrastes de hipétesis para analizar el grado de interseccion entre la esperanza

de un intervalo aleatorio o de un CDA en un intervalo o valor difuso fijado previamente.

3.3.1. Grado de interseccion. Definiciones previas

Dados U,V € F2(RP), el grado de interseccion entre U y V se ha definido dentro de
la Teorfa de la Posibilidad (ver, por ejemplo, Dubois et al., 1988) teniendo en cuenta las

funciones de pertenencia de U y V como sigue:

o, v) = sgp min{U(z),V(z)}. (3.203)

Esta definicién puede extenderse teniendo en cuenta el concepto de hipervolumen
(Hip) de un conjunto y una ¢t-norma cualquiera (ver Bloch, 2005) asi:

Hip(t(U,V))
min{Hip(U), Hip(V)}"

o,V) = (3.204)
Equivalentemente, a partir de la definicién de medida de U € F2(R?) introducida
en (3.4), el grado de interseccién entre U y V puede definirse en [0,1] de la siguiente

manera:

m(UnV)
min{m(U),m(V)}

O, V) = (3.205)
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La expresién anterior para intervalos de K.(R) y conjuntos de IC.(R?) es andloga.
Considérense un espacio de probabilidad (Q, A, P), un CDA X y V € F2(RP) fijado. En

este caso, dado d € [0,1] van a plantearse los tests siguientes:
Hy:0(E(X),V)=d frentea H;:0(E(X),V)+d, (3.206)
asi como los correspondientes contrastes unilaterales:

Hy:0(E(X),V)<d frentea H;:O0(E(X),V)>d, (3.207)
Hy:O(E(X),V)>d frentea H;:O(E(X),V)<d. (3.208)

Aplicando el procedimiento seguido para el caso del grado de inclusién o el grado
de similaridad, se resolveran los tests propuestos para el caso concreto de intervalos
aleatorios y A un intervalo compacto con spr A > 0, extendiendo posteriormente dichos
estudios al contexto de CDAs. En el caso intervalar, si se trabaja con un intervalo A no
acotado, el estudio se reduce a considerar el grado de inclusiéon de la esperanza en un
intervalo A fijado no acotado (ver Seccién 3.1.3). Por tltimo, se presentan simulaciones

de los tests propuestos asi como su aplicacién en ejemplos de la vida real.

3.3.2. Caso particular: intervalos aleatorios en R

Dado un espacio de probabilidad (£2,.A, P), se consideran un intervalo aleatorio X : Q —
K.(R) tal que spr E(X) > 0 y un intervalo compacto fijado A con spr A > 0. Esta seccién
se centra en resolver los Tests (3.206), (3.207) y (3.208) para el grado de interseccién entre
E(X)y A. Por un lado, las hipdtesis del Test (3.206) pueden expresarse equivalentemente

como
Hp :méx {O7 min {spr A + spr E(X) - |mid E(X) - mid 4|, 2spr E(X), 2sprA}}
—2d min {spr E(X),spr A} =0;
H; :méx {O, min {sprA +spr E(X) - |mid E(X) - mid A|, 2spr E(X), 25prA}}
—2dmin {spr E(X),spr A} #0.

(3.209)
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Ademds, los tests unilaterales (3.207) y (3.208) pueden expresarse al igual que el
bilateral, pero cambiando el signo = en la hipétesis nula por < y > respectivamente,

asi como el signo # en la hipétesis alternativa por > y <, respectivamente.

Observacion 3.3.1 De nuevo existen tres situaciones diferentes que deben estudiarse

por separado: d=1,d e (0,1) y d=0.

s d = 1 implica que o bien E(X) estd completamente contenido en A, o bien A

estd completamente contenido en E(X).

= de(0,1) supone que E(X) y A estdn intersecados parcialmente, con grado d.

= d =0 equivale a decir que E(X) y A son disjuntos.

En la Figura 3.4 se representan distintos grados de interseccién entre E(X) y A.

O(E(X),A)=1 O(E(X),A)=1/2 O(E(X),A)=0

Figura 3.4: Diferentes formas de representacién de distintos grados de interseccién entre
E(X) (en rojo) y A (en azul)

A continuacion se analizan los tres casos anteriores independientemente.
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Casod=1
En este caso, las hipétesis del Test (3.206) se escriben como:

{ Ho : [mid E(X) - mid A| < |spr B(X) - spr Al; (3.210)

Hy:|mid E(X) - mid A| > |spr E(X) —spr 4].

Ademsds, el Test (3.208) se reduce al (3.210) ya que el grado de interseccién no puede
ser mayor que 1, y el Test (3.207) carece de interés ya que el grado de interseccién siempre
es menor o igual que 1. Sea {X;}, una m.a.s. extraida a partir de X. Para resolver el
Test (3.210), se propone el siguiente estadistico:

TO" - \/ﬁ(|midX7n— mid A| - ‘ser7n — spr A|) . (3.211)

n

En el Lema 3.3.1 se plantea la convergencia de T¢ ' bajo ciertas condiciones. El

procedimiento de demostracion sigue lineas analogas a la del Lema 3.1.1.

Lema 3.3.1 Para cada n € N, se consideran n intervalos aleatorios independientes e
igualmente distribuidos que X, Xq,...,X,, definidos sobre el espacio de probabilidad
(2, A,P). Sea Tf?l definido como en (3.211). Si X e P y E(X) = A se cumple que:

Tfl)l R méx{min{zl,ZQ},mfn{—zl,—22}} (3.212)

donde (zl,zg)T ENQ(O, E) con matriz de varianzas-covarianzas

2 2 2
¥ o O mid X +spr X Ospr X ~ Omid X ' (3.213)

2 2
Ospr X ~ Omid X Omid X -spr X

A continuacién se propone un resultado que afirma que el test que consiste en re-
1 . Y Le
chazar Hy en (3.210) cuando )¢ > ky_, es asintéticamente correcto. Su demostracién es

similar a la del Teorema 3.1.2 y no se incluird en esta memoria.
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Teorema 3.3.2 Considérense las condiciones del Lema 8.8.1. Sea p € [0,1] y ki, el
percentil de orden 100(1 — p) de la distribucion asintdtica (3.212). Si Hy en (3.210) es
cierta, entonces:

limsup P (TI1 > kl_p) <p

n
n— 00

y la igualdad se alcanza cuando E(X) = A. Como consecuencia, el test que consiste en

rechazar Hy en (3.210) cuando Tno1 > ki, es asintdticamente correcto.

Caso d€(0,1)

Aligual que en el caso d € (0,1) correspondiente a los grados de inclusién y de similaridad,
el objetivo ahora se centra en resolver el test unilateral (3.208) dejando el test bilateral
y el otro test unilateral para su desarrollo en futuros trabajos. En este caso, las hipétesis

del Test (3.208) pueden escribirse de modo equivalente como sigue:

Hy: méx{ml’n{midE(X) -mid A+ (2d-1)spr E(X) —spr A4,
mid F(X) -mid A —spr E(X) + (2d - 1)sprA},
mfn{ -mid F(X) +mid A + (2d — 1) spr E(X) —spr A4,
—mid F(X) +mid A - spr E(X) + (2d - 1)sprA}} <0;
H, :méx{ml’n{midE(X) -mid A+ (2d-1)spr E(X) —spr A,
mid E(X) - mid A - spr E(X) + (2d - 1) spr A},
min { - mid E(X) + mid A + (2d - 1) spr E(X) - spr 4,
-mid F(X) +mid A - spr E(X) + (2d - 1)sprA}} > 0.

(3.214)

Dada {X;}", una m.a.s. obtenida a partir de X, se considera el estadistico

Tf(o’l) = \/ﬁméx{mfn {mid X,, - mid A + (2d - 1) spr X,, — spr 4,
mid X,, - mid A —spr X,, + (2d - 1) sprA},
min{ —mid X,, + mid A + (2d - 1) spr X,, —spr 4,
-mid X,, + mid A - spr X, + (2d - 1)sprA}},

(3.215)

exponiéndose su distribucién limite en el Lema 3.3.3 bajo ciertas condiciones. La de-

mostracién del mismo no se llevard a cabo, puesto es andloga a la del Lema 3.1.3.
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Asimismo, en el Teorema 3.3.4 se afirma que el test que consiste en rechazar Hy en
(0,1) g . Sy ,
(3.214) cuando T > k1, es asintéticamente correcto, siendo su demostracién andlo-

ga a la del Teorema 3.1.4.

Lema 3.3.3 Para cada n € N, se consideran n intervalos aleatorios independientes e
igualmente distribuidos que X, Xi,...,X,, definidos sobre el espacio de probabilidad
(2, A, P). Sea Tno(o'l) definido como en (3.215). Si X € P, entonces:

a) Cuando mid E(X) =mid A+2(1-d)spr A yspr E(X) =spr A, se cumple que:

0,1 L

79" = min{r, 7} (3.216)

donde (Tl,Tg)T = NQ((), 21) con matriz de varianzas-covarianzas
02 id X +(2d-1) X Omid X +(2d-1)spr X,mid X -spr X
i = i TJSpr ) ’ . (3.217)
Omid X+(2d-1)spr X,mid X -spr X O id X-—spr X
b) Cuando mid E(X)=mid A+2(d-1)sprA yspr E(X) =spr A, se cumple que:
70" £ min{¢y, G} (3.218)

donde (¢1,¢2)T ENQ(O, 22) con matriz de varianzas-covarianzas

2
) 0 _mid X+(2d-1)spr X O —mid X +(2d-1)spr X,-mid X -spr X
2= .

2
O _mid X +(2d-1)spr X,-mid X —spr X O _mid X-spr X

(3.219)

Teorema 3.3.4 Considérense las condiciones del Lema 3.3.5. Sea p € [0,1] y ki, el
mdzimo de los percentiles de orden 100(1 - p) de las distribuciones asintdticas (3.216) y
(3.218). Si Hy en (3.214) es cierta, entonces:

limsup P (Tno(ow > k‘l_p) <p

n—o00

y la igualdad se alcanza o bien cuando mid E(X) = mid A +2(1 -d)spr A y spr E(X) =
spr A, o bien cuando mid F(X) = mid A + 2(d - 1)spr A y spr E(X) = sprA. Como
consecuencia, el test que consiste en rechazar Hy en (3.214) cuando TS(O’I) > ki, es

asintoticamente correcto.
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Caso d=0

Como sucedia en el contraste de similaridad con grado d =0, el Test (3.206) se reduce al
contraste (3.33) introducido para el grado de inclusién igual a 0, ya que si dos conjuntos
son disjuntos es lo mismo que afirmar que uno de ellos no esta contenido en el otro. Por
otro lado, el Test (3.207) se reduce al correspondiente contraste bilateral ya que el grado
de interseccién no puede tomar valor 0, mientras que el Test (3.208) no presenta interés

debido a que dicho grado es siempre mayor o igual que 0.

3.3.3. Extensién a F2?(Rp)

Sean (2,4, P) un espacio de probabilidad, X : Q@ — F2(RP) un CDA asociado tal que
SPrg(x), >0 paraa<l, y Ve F2(RP) un valor difuso fijado con spry, >0 para a < 1.
El objetivo ahora es extender los desarrollos anteriores al caso difuso para resolver los
contrastes (3.206), (3.207) y (3.208) acerca del grado de interseccién entre E(X) en V.

El primero de ellos resulta equivalente al de las hipotesis siguientes:

Hy: /;071] Ap—l (méx{O,ml’n{ (spr v+ sprE(X)) (u, a)—’(mid B(X) — midv) (u, a)’ ,
2spr E(Xx) (u7 a)? 2spr V(u7 CZ)}}

—2d min {spr B(x)(u, ), sprv (u, a)})dASpfl (w)dA\(a) =0;
(3.220)
H;: /(0 ] /Sp_l (mé,x {O,min{ (sprv + sprE(X)) (wa)—’(midE(X) - midv) (u7a)|,

QSpI‘ E(X) (u7 Oé), QSPT V(u7 Oé)}}

—2dmin {spr B(x)(u,a),sprv (u, a)})d)\sp_1 (u)dX 0.

mientras que los Tests (3.207) y (3.208) pueden escribirse de modo andlogo a (3.220),
cambiando el simbolo = en la hipdtesis nula por <y >, y # en la alternativa por > y <,
respectivamente. Al igual que en ocasiones anteriores, los casos d =1, d€ (0,1) yd=0
se analizardn por separado. Ademads, en las secciones siguientes se analiza el Test (3.220)

para los valores de d € {0,1}, asf{ como el correspondiente test unilateral (3.220’) para
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d € (0,1), de manera que los signos = y # se cambian por > y <, respectivamente. Los

desarrollos de los dos tests restantes en el caso d € (0,1) quedan como problema futuro.
Caso d=1
Para cada (u,a) € SP~1 x (0, 1] se define la siguiente funcién no positiva y continua:
f;l) (u, ) = méx{ —2min {spr B(x) (U, a),sprv(u, a)} ,
min { (sprv + spr E(X)) (u, a)—|(mid E(x) —mid v) (u, a)|

~2min {spr s (1, @), sprv(u, )}

2 (spr B(x)(u,a) —min {spr B(x)(u,a),sprv (u, a)})

2 (spr v (u, @) — min {spr B(x) (U, a),sprv(u, a)}) }}

Si la integral de una funcién continua que toma valores no positivos en todo punto
se anula (segin Hy en (3.220)), entonces dicha funcién debe anularse en cada punto. Asi,

sin pérdida de generalidad, se puede trabajar con la funcién no negativa
£ (u, o) = max {0, |(mid B(X) ~ midv) (u, a)| - |(Spr B(X) ~ Sprv) (u, a)| } (3.221)

2
0, equivalentemente, con ( fé) y, de este modo, las hipétesis del Test (3.220) se pueden

escribir de la siguiente manera:

o :f(o,u fsw (ffl)(“vo‘))Z dAsp-1 (u)dA(a) = 0;

(3.222)
H f( - fS (f(l)(u,a)fd)\gy-l(u)d/\(a)>O.

Por otro lado, teniendo en cuenta que mid 2 (u,a) =0y spr £ (u, @) = f5(u, @) para

todo (u,a) € SP™! x (0,1], se obtiene finalmente:

1 1
Hy: 7 ||f(1)Hz/\ =0 frentea H;: 7 ||f(1)HZ/\ > 0. (3.223)

Para resolver el test propuesto se considera el siguiente estadistico:

T, (15) =  [mic {0, jmid -~ midv |~ spr g —sprv[}, . (3:224)
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La distribucion del estadistico T, ( fé) bajo ciertas condiciones se plantea en el Lema

3.3.5 y su demostracion no se incluye puesto que resulta andloga a la del Lema 3.1.7.

Lema 3.3.5 Para cada n € N, se consideran n CDAs independientes e igualmente dis-
tribuidos que X, Xi,...,X,, definidos sobre el espacio de probabilidad (X2, A, P). Sea
T, (fé) definido como en (3.224). Si X e P y E(X) =V se cumple que:

c 1 , , ,
To (f5) = g [max{0,min {Zy, Z5} , min {~Zs, ~Z2}} 5 (3.225)

donde (Z1,Z2)" se distribuye como un proceso gaussiano en el espacio L (SP™x[0,1]) x
L5 (SP™1 x [0,1]) con esperanza nula y el mismo operador de covarianzas que el de

(SX - E(Sx),s_;\{ —E(S_X))T.

En el siguiente teorema se afirma que el test que consiste en rechazar Hy en (3.223)
cuando T, ( f(lj) > ki, es asintéticamente correcto. Su demostracién se obviard puesto

que resulta analoga a la del Teorema 3.1.8.

Teorema 3.3.6 Considérense las condiciones del Lema 3.8.5. Sea p € [0,1] y ki—, el
percentil de orden 100(1 - p) de la distribucion asintdtica (3.225). Si Hy en (3.223) es

cierta, entonces:

h’msupP(Tn (f(l)) > kl_p) <p

n—oo
y la igualdad se alcanza cuando E(X) = V. Como consecuencia, el test que consiste en

rechazar Hy en (3.223) cuando T, (fcl)) > k1_, es asintoticamente correcto.

Caso d€(0,1)

En el caso d € (0,1), se satiface que la funcién continua

fg)’l)(u, ) = méx{ O,ml’n{ (spr v + spr E(X)) (u, a)—’(mid B(X) — midv) (u, a)’ ,
2spr gx) (u, @), 2sprv(u,a)}} (3.226)

—2d min {spr B(x)(u,a),sprv(u, a)}
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es positiva en unas ocasiones y negativa en otras. Por tanto, se consideran de nuevo las
funciones continuas F'y G definidas en (3.58) y (3.59) y asf, las hip6tesis del Test (3.2207)

pueden expresarse equivalentemente como sigue:

to: [ L (FE) (w0) =G (157 (n.0)) dsrs (u)ir(e) 2 0

(3.227)
(o, 1) _ (0,1)
fo1 fSP 1 f (u,a) G( o) )(U>a))d)\§p—1(u)d>\(a)<0,
0, del mismo modo, considerando que midF(f(o,l))(ma) = midG(f<o,1>)(U7a) = 0,
1 I

ser(fI(o,l))(u,oz) = F( }O’l))(u,a) v sprG(ffo,l))(u,oz) = G( 1(0’1)) (u, ), para todo
(u, ) e SP1 % (0,1],

Ho:l( F( (0,1)) 2 B G( (0,1)) 2 )>0.
o © 0,1 © ox] ’
(3.228)
Hl( D e )<0.
o © 0,1 © 'Ry

Para la resolucién el test propuesto se considera el siguiente estadistico basado en
la funcién f&1) definida en (3.226)

2 2
T (187 = %( F(7E) _”G(gw) ) (3.229)
0, 0,
donde
’30,1) = méx{ -2d SPrz, —-2dspry,,
min {mld—fmldv +(1-2d)spr— —+Sprv,

mid 5— +m1dv+(1 2d) sprx— —+Sprv,
2(1- d)sprz, 2(sprv — dsprx—n)}, (3.230)
min {midx—n —mid v +spry—+ (1 -2d)sprv,

—mid %+ mid v +spryz—+ (1 - 2d) sprv,

2(1-d)spry—, 2(sprv — dsprx—n)}}.
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En el Lema 3.3.7 se propone la convergencia del estadistico 7;, (féo’l)) bajo ciertas
condiciones, siendo su demostracién andloga a la del Lema 3.1.9. Ademsds, en el Teorema
3.3.8 se expone que el test que consiste en rechazar Hy en (3.228) cuando T;, ( (()0’1)) <k,
es asintéticamente correcto, aunque su comprobacién no se incluird por ser andloga a
la del Lema 3.1.7 y a la del Teorema 3.1.8, considerando en este caso los resultados del

Lema 3.3.3 y el Teorema Central del Limite para espacios de Hilbert separables.

Lema 3.3.7 Para cada n € N, se consideran n CDAs independientes e igualmente dis-
tribuidos que X, Xi,...,X,, definidos sobre el espacio de probabilidad (2, A, P). Sea
Tn( 1(0,1)) definido como en (3.62). Si X € P, entonces:

a) Cuando mid g(xy =midy +2(1 - d)spry y Spr g(x) = Spry, se cumple que:

7, (15) L 5 (VFmaxz 22|, - [VE ez zaD)], ) 23)

donde (Z1,7Z2)T se distribuye como un proceso gaussiano en el espacio Eg(Sp‘l X
[0,1]) x L7 (SP™ x [0,1]) con esperanza nula y el mismo operador de covarianzas

que el de

(dsx + (d=1)s_x — E(dsx + (d—=1)s_x),s-x - E(s_x))" . (3.232)

b) Cuando mid p(xy =midy +2(d - 1)spry y Spr g(x) =Spry, se cumple que:

7, (180) L 5 (VF iz )|, - Ve iz za), ) :2)

donde (Z1,Z2)T se distribuye como un proceso gaussiano en el espacio Ef(SP‘l x
[0,1]) x £ (SP™ x [0,1]) con esperanza nula y el mismo operador de covarianzas

que el de

(ds_x + (d=1)sx - E(ds_x + (d-1)sx),sx - E(sx))" . (3.234)

Teorema 3.3.8 Considérense las condiciones del Lema 3.3.7. Sea p € [0,1] y k,, el mdwi-

mo de los percentiles de orden 100p de las distribuciones asintdticas (3.231) y (3.253).
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Si Hy en (3.61) es cierta, entonces:

timsup P (T, (£§) <k,) < p

n—oo

y la igualdad se alcanza o bien cuando mid p(xy = midy +2(1-d)spry y sprpx) = sprv,
o bien cuando mid g(xy = midy +2(d~-1)spry y sprgx) = sprv. Como consecuencia, el
test que consiste en rechazar Hy en (3.228) cuando Tn( (()0’1)) <k, es asintéticamente

correcto.

Caso d=0

Las hipétesis del Test (3.220) cuando se trabaja con valores difusos de F2(RP) para
un grado de interseccién igual a 0 se expresan del mismo modo que las del contraste

correspondiente al grado de inclusién (3.70) cuando dicho grado es 0.

3.3.4. Procedimiento bootstrap

En esta seccion se desarrolla un procedimiento bootstrap para el grado de interseccién
de un intervalo aleatorio (o un CDA) en un intervalo (o valor difuso) fijado, andlogo al
presentado para el correspondiente grado de inclusién o el grado de similaridad. Al igual
que en ocasiones anteriores, se trata de un bootstrap residual. Como es usual, en primer
lugar se analiza el caso intervalar y posteriormente se extienden los resultados al caso

difuso.

Casod=1

En primer lugar se aplican técnicas bootstrap para resolver el Test (3.210). Sea X un
intervalo aleatorio definido sobre (€,.A,P) tal que spr E(X) > 0. Para cada n ¢ N
se consideran n intervalos aleatorios independientes e igualmente distribuidos que X,

Xi,...,Xn, vy Ae K(R) con sprA > 0. Se considera la poblacién bootstrap {Y;}7, =
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{Xi +mid A - X, + [-spr A, spr A]}Zl a partir de él. Es inmediato ver que Y,, = A, sien-
do este el peor de los casos bajo Hy segin se indicé en el Lema 3.3.1. A continuacion,
se extrae una muestra bootstrap de {X;}7,, {X/},, v se utiliza para construir una

muestra bootstrap procedente de {Y;}7, siendo esta la siguiente:

(V4 = {X; +mid A~ X, + [-sprA,sprA]}. .

A partir de la expresién del estadistico 79 " definido en (3.211), se calcula para la
muestra anterior el valor del siguiente estadistico:
TO" = /nméx { min {mid X} - mid X,, + spr X — spr X,,,
mid X - mid X,, - spr X + serin},
min { —mid X + mid X,, +spr X —spr X,,,
~mid X + mid X,, - spr X + sprfn}}.

(3.235)

Andlogamente, para resolver el Test (3.223) correspondiente al caso difuso, se con-
sidera un CDA X' definido sobre (€2, A, P) tal que spr g(x), >0 para a <1y una m.a.s.
extrafda a partir de X para cadan e N, Xy,...,X,. Si V e F2(RP) tal que spry, >0 para

a < 1, se define el siguiente estadistico:
n
* 1 _ ’ /. 1 1 . o o
T, (fo) = EH max {O,mm {mld X mid %, +SPIpx —SPr %
mldx—; - mldx—n ~ SPI s + ser—n},
) . : ' (3.236)
min { - mldxi;: + Hlld?n + SpI'Xi;: - spr/,?n,
2

_m1d7fl+ mldxfn— SPI zx + sprxfn}}He \

En el Lema 3.3.9 se muestran las distribuciones asintéticas de 7. " vy ( f(lj), siendo
su demostracion analoga a la correspondiente al Lema 3.1.13, considerando en este caso

los resultados expuestos en los Lemas 3.3.1 y 3.3.5.

Lema 3.3.9 Sean Tnol* y T (f5) definidos como en (3.235) y (3.236).

a) Si X eP y E(X)=A, se cumple:

70" £, mzix{ml’n{zl, 29}, min{ -z, —22}} c.s.—[P] (3.237)

n
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donde (z1,2)7T = NQ(G, > ) con la matriz de varianzas-covarianzas dada en (3.213).

b) SiXeP yE(X)=V, se cumple:
T (f5) = é |méx{0, min {Z1,Z} 7mfﬂ{—Z1,—Z2}}||g,A cs.—[P] (3.238)
donde (Z1,Z2)T se distribuye como un proceso gaussiano en el espacio ﬁg(Sp‘l x

[0,1]) x £ (SP™ x [0,1]) con esperanza nula y el mismo operador de covarianzas

que el de (sx — E(sx),s-x - E(s_x))".
A partir del resultado anterior, se concluye el Teorema 3.3.10.

Teorema 3.3.10 Considérense las condiciones del Lema 3.3.9 y p € [0,1]:

a) Sea ki_, el percentil de orden 100(1 - p) de la distribucion asintdtica (3.237). Si

Hy en (3.210) es cierta, entonces:

n

limsup P (T > ki) <p c.s.-[P] (3.239)

n—00
y la igualdad se alcanza cuando E(X) = A. Como consecuencia, el test que consiste

1 3 Yo
en rechazar Hy en (3.210) cuando T > ki_, es asintdticamente correcto.

b) Sea ki_, el percentil de orden 100(1 - p) de la distribucion asintdtica (3.238). Si
Hy en (3.223) es cierta, entonces:

limsup P (T, (f5) > ki_,)<p cs.—[P] (3.240)

n—>00
y la igualdad se alcanza cuando E(X) =V . Como consecuencia, el test que consiste

en rechazar Hy en (3.223) cuando T, (fé) > ki_, es asintdticamente correcto.

Caso d€(0,1)

Considérese X un intervalo aleatorio tal que spr E(X) > 0 y sea A un intervalo compacto
fijado para el que sprA > 0. Sean Xi,..., X, una m.a.s. extraida a partir de X y las

siguientes poblaciones bootstrap:

vy, = {Xi +mid A - X, +2(1-d)sprA+ [—sprA,sprA]}j:17
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{y2ym, = {Xi +mid A - X,, —2(1 —d)spr A+ [-spr A, sprA]}j=1 .
Es inmediato ver que
midY,! =mid A +2(1-d)sprA y sprY]! =sprA,

midY,2 =mid A +2(d-1)sprA y sprY2=sprA,

siendo estos los peores casos bajo la hipétesis nula segin se comprobé en el Lema 3.3.3.
A continuacién, se extrae una muestra bootstrap de {X;}I,, {X;}, y se utiliza para

construir muestras bootstrap procedentes de {Yil}?:l e {Yf}ll que seran las siguientes:
) % . —_— n
{vi! }izl ={X; +midA-X, +2(1-d)sprA+ [—sprfLsprA]}iZ1 ,

{Yf*}il ={X; +midA-X, +2(d-1)spr A+ [—sprA,sprA]}Zl .

Teniendo en cuenta estas muestras, el estadistico 7 “* introducido en (3.215) se

transforma en los siguientes estadisticos segin el caso que se esté considerando:

(0,1)* - - J— —_—
T a/ﬁméx{min {mid X —mid X, + (2d - 1) (ser;{ -sprX,),
min {mid X, —mid X} + (2d - 1) (ser:{ - sern) +4(d-1)sprA,
mid X, - mid X,, — spr X;; + spr X,, + 4(d - 1) sprA}}7
O(O’l)* . - R -
T,2 = nméx{min {midX;{ -mid X,, + (2d - 1) (ser;{ - sern) +4(d-1)sprA,
midXi,’;—midXin—seriﬁ+ser7n+4(d—l)sprA}, (3.242)

min {midx—midﬁ+ (2d-1) (seriig - serin) ,
midXinfrnidXi;Qfseri,’{wL serT}}.

En relacién al Test (3.228) en el contexto difuso, dados X un CDA tal que spr g(x), >
0 para a < 1, Xy, ..., X, una m.a.s. extraida a partir de X y V e F2(RP) tal que spry,, >0

para « < 1, se definen los siguientes estadisticos:
2

« [ pOD)) _ VT (0,1)# _ (0,1)%

T (£60) = ¢ (‘\/F(fol ). H\/G(fol )

2
), (3.243)
29N
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" JvetE);

), (3.244)
6,

( (01)

T (157) = %(

donde

féol Dx mé,x{ -2d (sprx* Spr -+ sprv) -2dspry,,

min {mid - mid 5~ + (1 -2d) (sprx* sprz) +4(d-1)sprv,

mldx* mid 5+ (1 -2d) (spr ® sprz)

2(1-4d) (sprx* Spry— +sprv) Z(Sprv—d(sprx* Spry— +sprv))}
min {mid - mid 5~ +spry= % ~SPry, + 4(d-1)sprv,

mldx—;— mldz + 8P s — SPI g, -

2(1-4d) (serTt— SPI % + Spr V) ,2 (sprv - d(sprx* Sprz— + sprv>) }},
fé()z,l)* - mé,x{ -2d (sprx* SPr 7 + Spr V) —2dspry,,
min {midx—; - mid %+ (1 -2d) (sprxf;— sprﬁ) )
midx—;— mid 5z~ + (1 - 2d) (Ser— sprz) +4(d-1)sprv
2(1-4d) (ser* Sprx— +sprv) 2(sprv—d(spr){* Sprx— +sprv>)}
min {midx—;—midz+ SPI 3= ~ SPT %
midx—;—midx—”+spr —spry—+4(d-1)sprv

2(1—d)<sprx* Spry— +sprv) 2(sprv—d(sprx* Spr%— +Sprv>)}}-

En el Lema 3.3.11 se expone la distribucién asintética de los estadisticos anterio-
res, siendo el modo de proceder en la demostracién analogo al del Lema 3.1.15 pero

considerando en este caso los resultados obtenidos en los Lemas 3.3.3 y 3.3.7.

(O 1)% (0,1)*
Lema 3.3.11 Sean T , Tno2 (f(o 1)) ] T*( ©, 1)) definidos como en
(8.241), (3.242), (3.243) y (3.244), respectivamente. Si X € P y X € P, entonces:

a.1) Cuando mid E(X) =mid A+ 2(1-d)spr A y spr E(X) =spr A, se cumple:

oD o )
T," —min{r,m} cs. - [P] (3.245)
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donde (Tl,TQ)T = NQ(O,El) con la matriz de varianzas-covarianzas dada en

(5.217).
a.2) Cuando mid E(X)=mid A+2(d-1)spr A y spr E(X) =spr A, se cumple:

Oéo,nyr

79 A min{G, G} es. - [P] (3.246)

donde (Cl,CQ)T = NQ(G,EQ) con la matriz de wvarianzas-covarianzas dada en

(3.219).

b.1) Cuando mid g(xy = mid v +2(1 - d)spry y Spr gy =spry,, se cumple:

17 (£500) £ % (H/F (max(Z1,22))|, ~ |V/@ (mix(Zs, zz})H;) c.5.~[P] (3.247)

donde (Z1,7Z2)" se distribuye como un proceso gaussiano en el espacio E“;(Sp’l x

2

oa |

[0,1]) x £F(SP~ x [0,1]) con esperanza nula y el mismo operador de covarianzas

que el de (3.252).
b.2) Cuando mid p(xy =midy +2(d - 1)spry y Spr g(x) =Spry, se cumple:
< (pon) £ 1 \/,—2_\/,—2 B
T (550) 5 5 (H F(mix{(Zs, Z2))|, | - [V& (méx(Zr. 22D, ) - [P (3.248)

donde (Z1,Z2)T se distribuye como un proceso gaussiano en el espacio E“;(Sp’l x
[0,1]) x £F(SP™ x [0,1]) con esperanza nula y el mismo operador de covarianzas

que el de (3.234).
Teniendo en cuenta el Lema 3.3.11, se concluye el siguiente resultado.

Teorema 3.3.12 Considérense las condiciones del Lema 3.3.11 y p € [0,1]:

a) Sea ki_, el mdzimo de los percentiles de orden 100(1 - p) de las distribuciones
asintdticas (3.245) y (3.246). Si Hy en (3.214) es cierta, entonces:

timsup P (70 > ki) <p .- [P] (3.249)

y la igualdad se alcanza o bien cuando mid E(X) = midA + 2(1 — d)spr A4 y

spr E(X) =spr A, o bien cuando mid F(X) = mid A +2(d-1)spr A y spr E(X) =
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spr A. Como consecuencia, el test que consiste en rechazar Hy en (3.214) cuando

0,1 o
Tno > ki p €s asintoticamente correcto.

b) Sea kj, el mdzimo de los percentiles de orden 100p de las distribuciones asintdticas

(8.247) y (3.248). Si Hy en (3.228) es cierta, entonces:

timsup P (T, (f§"0) <k;)<p cs.-[P] (3.250)

n—oo0

y la igualdad se alcanza o bien cuando mid g(xy = mid v +2(1~-d)spry y spr B(x) =

spry, o bien cuando mid g(xy = midy + 2(d - 1)spry, y spr B(x) = Spry. Como

consecuencia, el test que consiste en rechazar Hy en (3.228) cuando T, (féo’l)) <k,

es asintoticamente correcto.

Caso d=0

Como se comprobé anteriormente, cuando el grado de interseccién es 0, su analisis se
reduce al estudio del grado de inclusion para d = 0. De este modo, los desarrollos bootstrap

en este caso se corresponden con los mismos de la Seccién 3.1.5 para d = 0.

A continuacién se introducen los algoritmos correspondientes a los contrastes boot-
strap presentados en esta seccién, necesarios para la aplicacién de los mismos en la

practica.

Algoritmos para los contrastes bootstrap (Test de interseccién)

Paso 1. En cada caso, elegir una m.a.s. de tamano n a partir de X, Xy,....X,.
Paso 2. Para esta muestra calcular:

= El valor del estadistico T, (f5) definido en (3.224) en el caso d = 1.

= El valor del estadistico Tn(féo’l)) definido en (3.229) en el caso d € (0,1).

Paso 3. En cada caso, obtener una m.a.s. bootstrap {X;"}._, de {X;}!; y calcular:
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= El valor del estadistico bootstrap T}, (fé) definido en (3.236) en el caso d = 1.
= Los valores de los estadisticos bootstrap 7., ( (()0171)) y T ( é0271)) definidos en

(3.243) y (3.244), respectivamente, en el caso d € (0,1).

Paso 4. Repetir el Paso 3 un gran nimero B de veces con el fin de conseguir un con-
junto de B valores de los estadisticos en cada uno de los casos. Estos conjuntos se

denotardn por £, sid=1,y E:)go’l) y Eggm) side(0,1).

Paso 5. Calcular el p-valor bootstrap segtn el grado de inclusién que se esté consideran-

do:

CASO d =1: Sise quiere contrastar (3.223), el p-valor aproximado viene dado por

la proporcién de valores en Ef,, mayores o iguales que T, ( fé)

CASO de€(0,1): Sise quiere contrastar (3.228), el p-valor aproximado viene dado

or el méximo de las proporciones de valores en E* en B* menores
o Y 0D
1 2

o iguales que Tn(féo’l)).

3.3.5. Estudios de simulacién

En esta seccién se analiza la consistencia de los tests bootstrap estudiados en la Se-
ccién 3.3.4. En primer lugar se analizan los siguientes contrastes correspondientes al caso

intervalar:

Hj:O(E(X),A)=1 frentea H;:O(E(X),A)<1, conA-=[-1,3]; (3.251)
H2:O(E(X),B)=1/2 frentea H?:0(E(X),B)#1/2, con B=[-53]. (3.252)

De nuevo el grado de interseccién para d = 0 no se estudia por ser igual al grado de
inclusién para d = 0. Dado X : Q - K.(R), se distinguen dos situaciones segtin diferentes

distribuciones de mid X y de spr X:

La) mid X = N(1,5) y spr X = x3.
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Lb) mid X =U(-4,6) y spr X = x3.

En todos los casos se tiene E(X) = [-1,3] y el algoritmo bootstrap seguido es
el incluido al final de la Seccién 3.3.4. Las Tablas 3.10 y 3.11 muestran los resultados
correspondientes a los Tests (3.251) y (3.252). En cada caso se han llevado a cabo 10000
simulaciones a diferentes niveles de significacion, asi como 1000 réplicas bootstrap por
simulacién, lo cual implica un error muestral asintético del 0.195% para p = 0.01, del

0.427% para p = 0.05 y del 0.588 % para p = 0.1, a un nivel de confianza del 95 %.

Hl:O(E(X),A)=1 | HZ:0(E(X),B)=1/2
nN100p] 1 | 5 [ 10 1| s | 10
10 392978 | 1402 [ 360|812 1228
30 2.06 | 6.72 | 11.66 | 2.06 | 6.22 | 10.70
50 152 | 6.38 | 11.02 || 1.46 | 5.82 | 10.58
100 148 | 524 | 10.82 || 1.38 | .78 |  9.84
200 122 | 518 | 1032 || 1.22 [ 545 9.90

Tabla 3.10: Tamano empirico de los tests bootstrap para el grado de interseccién en el

caso intervalar I.a)

Hl:O(E(X),A) =1 | HZ:0(E(X),B)=1/2
nN100p] 1 | 5 [ 10 1|5 | 10
10 448 [ 9.00 | 1370 [[ 330 ] 762 12.90
30 190 | 6.82 | 1220 || 2.16 | 578 | 9.8
50 1.80 | 6.02 | 11.10 || 1.54 | 5.66 | 10.12
100 132 | 548 | 9.94 | 1.32 ] 564 9.90
200 126 | 5.36 | 9.86 | 1.22 | 5.44 | 9.92

Tabla 3.11: Tamano empirico de los tests bootstrap para el grado de interseccién en el

caso intervalar 1.b)
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Segun lo mostrado en las Tablas 3.10 y 3.11, los tamanos de muestra necesarios para
obtener resultados proximos al nivel de significacién fijado son mayores que n = 100.
Por tanto, el procedimiento bootstrap es adecuado para tamanos de muestra moderados.
Como en ocasiones anteriores, podria ser interesante estimar la matriz de varianzas-

covarianzas de los estadisticos bootstrap correspondientes.

En relacién con el caso difuso, se considera un CDA trapezoidal X = Tra(a,b,c,d)

tal que b—a=x3, d-c=x2 y con by c que siguen las distribuciones siguientes:

F.a) b=N(05,5) y c=b+N(1,3).

F.b) b=U(0,1) y c=U(1,2).

Se tiene que en ambos casos E(X) = Tra(-2.5,0.5,1.5,9.5). Se van a contrastar las

hipotesis siguientes:

Hy:O(E(X),U)=1 frentea Hj:O(E(X),U)<1; (3.253)
H2:0(E(X),V)=1/2 frentea H?:0(E(X),V)%*1/2, (3.254)

donde U = Tra(-2.5,0.5,1.5,9.5) y V = Tra(-8,0,1,4) en los tres primeros casos, y
U =Tra(42,45,55,63) y V = Tra(31.5,40,50,52.5) en el tltimo de ellos. Al igual que en el
caso de inclusién y de similaridad se considera 6 = 1/3 y se realizan 10000 simulaciones de
los correspondientes procedimientos bootstrap (implicando los mismos errores muestrales
que en el caso intervalar) a distintos niveles de significacién y con 1000 réplicas bootstrap

en cada una de ellas. Los resultados se recogen en las Tablas 3.12 y 3.13.

Segun los resultados expuestos en las Tablas 3.12 y 3.13, los porcentajes de recha-
zos de la hipdtesis nula estan cerca del nivel de significacién nominal en general para
tamanos de muestra mayores o iguales que n = 100 y en algunos casos para tamanos
sensiblemente mayores que n = 100. Al igual que en ocasiones anteriores, es recomenda-
ble la estimacién de la matriz de varianzas-covarianzas mediante el empleo de técnicas

estadisticas adecuadas.
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HE:O(E(X),U)=1 | HZ:0(E(X),V)=1/2
nN100p] 1 | 5 | 10 1| s | 10
10 424 | 974 | 1512 || 366 | 834 | 11.62
30 168 | 7.02 | 1134 || 1.70 | 5.90 | 10.82
50 1.60 | 6.54 | 10.66 || 1.58 | 554 | 10.48
100 144 | 544 | 1046 || 1.20 | 530 | 9.8
200 102 | 528 | 10.12 || 1.14 | 5.08 | 10.14

Tabla 3.12: Tamano empirico de los tests bootstrap para el grado de interseccion en el

caso difuso F.a)

HL:O(E(X),U)=1 | H2:0(E(X),V)=1/2
nx100p | 1 [ 5 [ 10 1] s | w0
10 478 | 10.10 | 14.00 || 6.66 | 11.46 | 15.40
30 272 | 734 | 1178 | 3.62 | 848 | 12.12
50 182 | 630 | 1118 [ 290 | 7.72 | 1174
100 130 | 6.10 | 10.66 || 2.40 | 6.58 | 10.96
200 124 | 550 | 1028 || 1.80 | 5.68 | 10.24

Tabla 3.13: Tamano empirico de los tests bootstrap para el grado de interseccién en el

caso difuso F.b)

3.3.6. Aplicacién practica

Como ultima aplicacién, y de nuevo con el objetivo de analizar si el queso Gamonedo
merece 0 no mantener la mencién de Denominacién de Origen, se llevara a cabo un estudio
sobre el grado de interseccién entre la calidad de ciertas caracteristicas del queso y unos
limites establecidos de antemano. De nuevo el analisis se centrard en tres caracteristicas
esenciales del queso: la apariencia, la calidad del olor y la calidad del sabor. Ademads,
se tendran en cuenta las opiniones con las que se ha trabajado en las Secciones 3.1.7 y

3.2.6 dadas en forma de nimeros difusos trapezoidales. En primer lugar se va a consi-
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derar tnicamente el 1-nivel de las opiniones anteriores y se trabajara con los siguientes

intervalos aleatorios:
= X =“percepcion simplificada del experto sobre el aspecto de la pasta de cada queso”.
= Y =“percepcion simplificada del experto sobre la calidad del olor de cada queso”.
= 7 =“percepcién simplificada del experto sobre la calidad del sabor de cada queso”.
En este caso, se va a analizar si la esperanza de las opiniones del experto acerca
del aspecto, el olor y el sabor del queso tiene interseccién con el intervalo A = [62,70]
en un grado mayor o igual a 1/2. También se estudiard si dicha esperanza interseca

completamente al intervalo B = [60,65]. De este modo, los contrastes que se van a llevar

a cabo son:

Hj : O(E(X),A) >1/2 frente a Hi : O(E(X),A) <1/2. (3.255)
HZ :O(E(Y),A)>1/2 frente a Hf : O(E(Y), A) < 1/2. (3.256)
HS :O(E(Z),A) >1/2 frente a HY : O(E(Z), A) < 1/2. (3.257)
Hj:O(E(X),B) =1 frente a Hi : O(FE(X),B) < 1. (3.258)
HE:O(E(Y),B) =1 frente a Hy : O(E(Y),B) < 1. (3.259)
HS:O(E(Z),B) =1 frente a H; : O(E(Z),B) < 1. (3.260)

Al igual que en ocasiones anteriores, se tienen en cuenta tres muestras de tamano
20 a partir de los intervalos aleatorios X, Y y Z y que vienen reflejadas en la Tabla 3.5
en la Seccién 3.1.7. Las correspondientes medias muestrales son X = [58.30,63.70], Y =
[63.70,69.05] y Z = [61.65,67.30]. Se ha aplicado el procedimiento bootstrap desarrollado
en la Seccién 3.3.4 para intervalos aleatorios en los casos d € (0,1) y d = 1. Se han llevado
a cabo 10000 réplicas del mismo, obteniéndose los siguientes p-valores segtin cada caso:
p =0.3058, p=0.9712 y p = 0.8303 en los Tests (3.255), (3.256) y (3.257), y p = 0.4844,
p=0.0892 y p = 0.5359 para los Tests (3.258), (3.259) y (3.260). Por tanto, se tiene que

la calidad de las tres caracteristicas puede admitirse que tiene interseccién con [62,70]
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en un grado mayor o igual a 1/2 a los distintos niveles de significacién usuales. Ademas,
el aspecto de la pasta y la calidad del sabor del queso Gamonedo puede considerarse
que interseca completamente al intervalo [60, 65] a los niveles habituales, mientras que la
hipétesis nula en (3.259) relativa a la calidad del olor no se rechaza a los niveles p = 0.01

y p = 0.05, pero si al nivel p =0.1.

En segundo lugar se analizara el grado de inclusién en el caso difuso considerando

los siguientes CDAs:

= X =“percepcién del experto sobre el aspecto de la pasta de cada queso”,
= )Y =“percepcién del experto sobre la calidad del olor de cada queso”,

= Z =“percepcion del experto sobre la calidad del sabor de cada queso”,

cuyas medias muestrales vienen dadas por X = Tra(53.15,58.3,63.7,69), Y =
Tra(58.5,63.7,69.05,74.85) v Z = Tra(56.45,61.65,67.3,73). Como en otras ocasiones
se considerard 6 = 1/3. En este caso el primer objetivo se centra en analizar si la media
de las opiniones del experto para cada caracteristica interseca a U = Tra(60,65,70,75)
con un grado mayor a 1/2, y el segundo en estudiar si dichas medias intersecan comple-
tamente al numero difuso V' = Tra(50,60,65,75). Asi, los contrastes que van a llevarse a

cabo a continuacién son:

Hy : O(E(X),U) >1/2 frente a Hy : O(E(X),U) <1/2. (3.261)
HF:O(E(Y),U) >1/2 frente a Hi : O(E(Y),U) <1/2. (3.262)
HP:O(E(Z),U) >1/2 frente a H : O(E(Z),U) < 1/2. (3.263)
HY:O(E(X),V) =1 frente a H; : O(E(X),V) < 1. (3.264)
H:O(E(Y),V) =1 frente a H2 : O(E(Y),V) < 1. (3.265)
HS:O(E(2),V) =1 frente a H} : O(E(Z),V) < 1. (3.266)

Para ello, se consideran de nuevo las muestras de opiniones de un experto acerca de

las tres caracteristicas introducidas inicialmente en la Tabla 2.11. Se han realizado 10000
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réplicas del procedimiento bootstrap presentado en la Seccién 3.3.4 en el contexto difuso
teniendo en cuenta que d € (0,1) y d = 1. Los p-valores obtenidos fueron p = 0.2881, p =1
y p = 0.8366 para los Tests (3.261), (3.262) y (3.263), y p=0.7211, p = 0.2575 y p = 0.6926
para los Tests (3.264), (3.265) y (3.266). Como conclusién, ninguno de las hipdtesis nulas
de los tests anteriores se rechaza a los niveles de significacién usuales y, por tanto, la
esperanza de las opiniones del experto acerca del aspecto, la calidad del olor y la calidad
del sabor del queso Gamonedo puede admitirse que interseca a U = Tra(60,65,70,75)

con grado mayor o igual que 1/2 y que interseca completamente a V' = T'ra(50, 60,65, 75).

Otras aplicaciones

El grado de interseccién entre la esperanza de un CDA (o de un conjunto aleatorio) y un
conjunto difuso (o conjunto) previamente fijado también podria aplicarse en las siguientes

situaciones:

= En el caso de inversién en bolsa resulta interesante analizar si la media de las
predicciones de los expertos sobre la posicion del indice de Bolsa en determinado

momento interseca unos limites concretos con cierto grado de interseccién.

= Ademsds, con el objetivo de comparar la fluctuacién de la tensiéon de un paciente
enfermo con un paciente sano a lo largo del tiempo, puede estudiarse si la me-
dia de las fluctuaciones de las tensiones del paciente enfermo intersecan la media

correspondiente al paciente sano con cierto grado si esta tltima es conocida.

= Aligual que sucedia para el grado de similaridad, se puede comparar el movimiento
de las mareas en un determinado punto con el correspondiente a otro punto (si
este dltimo se conoce), analizando el grado de interseccién entre la media de las

variaciones en el primer punto y la variacién en el ultimo.






Epilogo

En la presente memoria se han desarrollado varios contrastes de hipotesis relacionados
con la variabilidad y la imprecisién de elementos aleatorios asociados con datos expe-
rimentales cuyos valores son intervalos o conjuntos difusos. Los procedimientos tedéricos
empleados para ello se han formalizado, respectivamente, dentro del marco de intervalos
aleatorios y conjuntos difusos aleatorios mediante el empleo de una familia de métricas

generalizada.

En la primera parte de este trabajo se ha analizado el test de una muestra para la
varianza (difusa) de un conjunto difuso aleatorio, extendiendo posteriormente los resul-
tados obtenidos al andlisis de la igualdad de varianzas de dos o més conjuntos difusos
aleatorios. Ambos estudios se han basado en la teoria de UH-estadisticos y en el Teorema
Central del Limite. Ademads, se han aplicado técnicas bootstrap que proporcionan una
aproximacién a la distribucién muestral con velocidad superior a la conseguida con los
tests asintéticos correspondientes, resultando adecuadas para tamanos de muestra mo-
derados. Con el objetivo de analizar la idoneidad de los tests propuestos, se han llevado
a cabo estudios de simulacién de varios tipos de conjuntos difusos aleatorios, teniendo
en cuenta distintos tamanos muestrales y diferentes métricas de la familia considerada.
También se ha analizado la potencia de los tests asintéticos planteados mediante alter-
nativas locales. En particular, se ha probado la consistencia de tales tests. Los resultados

obtenidos se han utilizado en un ejemplo real con el fin de mostrar su aplicabilidad.

195
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A continuacién se senalan algunas lineas de investigacién generales que se pretenden

abordar en el futuro:

= En relacién con el test de igualdad de varianzas de dos o més conjuntos difusos
aleatorios, es posible la definicion de diferentes estadisticos de contraste basados
o bien en modificaciones del estadistico propuesto en esta memoria, o bien en el
clasico test de Bartlett. Este ultimo es el caso del test de Shoemaker, cuyo analisis
empirico se ha llevado a cabo en el Capitulo 2 y cuyo estudio tedrico es necesario
abordar en futuros trabajos. También puede analizarse la posibilidad de definir otro
tipo de tests basados en diferentes técnicas, para compararlos posteriormente de

forma empirica.

= Resultaria interesante llevar a cabo un anélisis de sensibilidad més profundo con
respecto a diferentes elecciones de los valores de 0 y ¢, asi como de la forma de
las distribuciones involucradas y de los conjuntos difusos elegidos para describir las

valoraciones/percepciones imprecisas.

= Puede resultar til analizar empiricamente el comportamiento de los tests propues-
tos en el espacio F2(IRP) (con p > 1), asf como la aplicacién practica de los mismos

en diferentes campos.

En la segunda parte de la memoria se han introducido diversos tests de hipdtesis con
el fin de analizar si la esperanza de un elemento impreciso aleatorio puede ‘compararse’
en cierto modo con un valor impreciso fijado. En este contexto, se han desarrollado
tests sobre el grado de inclusion, grado de similaridad y grado de interseccién de la
media de un elemento impreciso aleatorio en o con un valor impreciso previamente fijado.
Para ello, se han establecido métodos aproximados basados en técnicas asintoticas que
aprovechan las buenas propiedades de los estimadores consistentes y asintéticamente
normales. Ademds, se han aplicado técnicas bootstrap para aproximar la distribucién
muestral de los estadisticos de contraste y se ha analizado el comportamiento de los

mismos por medio de estudios de simulacién, resultando adecuados para tamanos de
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muestra moderados. Finalmente, la aplicabilidad de los resultados teéricos se ha mostrado

sobre un ejemplo real.

De nuevo se establecen posibles lineas de investigaciéon futura sobre la base de los

resultados obtenidos:

= Es necesario analizar la funcién potencia de los tests propuestos para determinar
su consistencia, tanto tedrica como empiricamente, y comparar la idoneidad de los

indices en los que se basan.

= Con el objetivo de mejorar los resultados empiricos obtenidos, puede resultar in-
teresante integrar en el estudio la estimacion bootstrap de la matriz de varianzas-

covarianzas de cada estadistico de contraste mediante el uso de técnicas adecuadas.

= Aligual que en el caso de la varianza, es interesante el andlisis empirico considerando
conjuntos difusos aleatorios definidos sobre FZ(IR?) (con p > 1) y su aplicacién sobre

ejemplos reales.

= También podria desarrollarse un estudio para contrastar el grado de inclusion,
interseccién o similaridad de la esperanza de un conjunto difuso aleatorio en la

esperanza de otro.

= La principal linea de investigacién que se propone se centra en la formalizacion de
nuevos contrastes de hipotesis para la esperanza de elementos imprecisos aleato-
rios, basados en una mayor flexibilizacién de las hipotesis. En este contexto, seria
interesante analizar, por ejemplo, si “F(X) estd alrededor de V” o si “E(X) puede
considerarse que es mucho méas grande que V7. Para ello, es necesario establecer
en primer lugar cémo formalizar las ideas “estar alrededor de” y “ser mucho mas
grande que”, para posteriormente proceder al desarrollo del test mediante el empleo

de técnicas estadisticas adecuadas.
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