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1.- INTRODUCCION.

Los modelos lineales son frecuentes en Economia, bien como
aproximaciones simplificadoras o bien como resultado de la naturaleza del
problema. Por ello y, situados en este enfoque lineal, las matrices

juegan un papel fundamental.

Hay ciertos tipos de matrices gque presentan propiedades
especialmente interesantes con  aplicaciones tanto finales como
intermedias muy importantes en Economia. En una primera aproximacién,
podemos decir que esta clase de propiedades se refieren a la relacién
entre la estructura de la matriz y el maximo médulo de los valores
propios de dicha matriz, es decir, su radio'espectral. Son evidentes las
consecuencias de disponer de una acotacién para el radio espectral debido

a su relacién con la norma de la matriz.

En cualquier problema que precise una acotacién para la norma de
la matriz, es eventualmente aplicable la teoria de matrices especiales
que vamos a desarrollar en esta leccién. A modo de ejemplo citaremos:

- la convergencia de métodos iterativos para resolucién de

sistemas de ecuaciones lineales,
- el estudio del numero de condicidén de una matriz,

- estudio de la estabilidad de las soluciones de Ecuaciones

Diferenciales y de Diferencias,

- los multiplicadores matriciales en modelos intersectoriales de

ingreso-gasto,

- el andlisis interindustrial de Leontiev, etc.

En el tema gque vamos a exponer aplicamos los resultados

mateméticos que se vayan obteniendo, al andlisis interindustrial.

Vamos a considerar las matrices con elementos no negativos:
matrices no negativas; la no negatividad de las variables econémicas es
casi intrinseca puesto que suelen representar cantidades o precios;

concretandonos en nuestro tema, el planteamiento del modelo input-output



(o factor-producto) nos va a dar pie a su estudio puesto que la no
negatividad de la inversa de Leontiev resolveria la viabilidad de la
economia representada en dicho modelo. El principal resultado que se
obtiene para estas matrices es la existencia de la raiz de Frobenius, es
decir, cualquier matriz no negativa tiene un valor propio no negativo con

vectores propios también no negativos.

Los resultados sobre la existencia de soluciones no negativas de
sistemas de ecuaciones lineales: condiciones de resolubilidad débil,
fuerte y de Hakwins-Simons se relacionan de forma sencilla con los

obtenidos en este trabajo.

La caracteristica de las economias gue poseen Unicamente
mercancias béasicas, o bien bésicas y no bésicas, esti vinculada al
caricter indescomponible o no de la matriz de coeficientes técnicos.
Ademas, las matrices indescomponibles y no negativas verifican un teorema

de Frobenius mas fuerte que el correspondiente a las descomponibles.

Respecto a los elementos de mateméticas utilizados en esta
leccién son tanto resultados de teoria de matrices, de valores y vectores

propios, etc. asi como nociones topolégicas de sucesiones y series.

2.- MODELO SIMPLIFICADO DE LEONTIEV.

En 1936, Wassily Leontiev publicaba en The Review of Economic and
Statistics sus primeros trabajos cuantificados sobre las relaciones
productivas intersectoriales en Estados Unidos, siguiendo una metodologia
«nput-output».

Al proponer el andlisis input-output, el objetivo de Leontiev era
construir un modelo de equilibrio general estatico, es decir, Leontiev
intentaba cuantificar el modelo matematico del economista suizo Ledn
Walras (1874).



TABLAS INPUT-OUTPUT.-

Desde el punto de vista de la informacién estadistica, el modelo
input-output de Leontiev utiliza como punto de partida una tabla en la
que se contabilizan en fila los bienes y servicios vendidos a los
diferentes sectores productores y a la demanda final (o sea los outputs)
y en columna los bienes, servicios y factores primarios adquiridos por un
sector productivo ’(los inputs). Se requiere por consiguiente para su
elaboracién una informacién estadistica muy precisa sobre los flujos
intersectoriales de bienes y servicios, y sobre la demanda final y el

valor afiadido de la economia también desagregados sectorialmente.

Los flujos econdémicos tienen una interesante caracteristica: su
observacién puede hacerse en términos reales o en términos monetarios.
Para el agente econdémico que vende un bien, el flujo de salida de este
bien corresponde a un flujo de entrada de su equivalente monetario. Asf,
para un sector, los outputs de bienes y servicios corresponden a entradas
de recursos monetarios. En cambio los flujos de bienes y servicios

reales, medidos por unidades fisicas no son agregables.

El sistema input-output por definicién se limita a las relaciones
entre sectores productores y utiliza los flujos intersectoriales que
constituyen un elemento esencial de toda descripcién cuantitativa del

sistema de flujos econémicos.
MODELIZACION INPUT-OUTPUT.-

Cualquier modelo de produccién lineal con las siguientes
caracteristicas: coeficientes fijos, con varios procesos de produccién o
actividades, cada una de las cuales da lugar a un solo producto,
presentara las siguientes caracteristicas: |

- La producciéon de una unidad del j-ésimo producto, por ejemplo,
requiere una cantidad fija, aU, del i-ésimo factor.

- Como el modelo es lineal, para producir una cantidad x‘l del
producto j serda necesaria una cantidad alJXJ de factor i.

- Como los coeficientes de produccién son fijos, no existe

sustitucién entre los factores, de modo que para la produccién de xj es



necesario a x del factor j y ademads aij.l del factor k.
- Una caracteristica esencial del modelo es que por lo menos

algunos de los factores necesarios sean a su vez el producto corriente de

algin otro proceso del sistema.

Tendr{famos asi un modelo de input-output (o factor-producto), y
los a serian los coeficientes técnicos del modelo. La matriz (aU) es

la matriz de factores.

Si el conjunto de bienes que aparecen por lo menos una vez como
factores del sistema es idéntico al el de los bienes que figuran como
productos, no existe otra fuente de factores que la produccién corriente
y los productos no se utilizan mas que como factores, diremos que el

modelo es cerrado. En los deméas casos tendremos un modelo abierto.

Cuando un modelo de factor-producto representa un sistema
econémico completo es un modelo de Leontiev.
En sus primeros trabajos de inspiracién walrasiana, Leontiev utiliza un
modelo descriptivo de Ia interdependencia, totalmente cerrado, en el
sentido de que ninguna variable era exdgena al sistema: todos los bienes
y factores estaban interrrelacionados entre ellos y por consiguiente eran
todos enddgenos.

El modelo cerrado es puramente descriptivo; deja indefinidos los

niveles de produccién y los precios.

Para que el modelo input-output del equilibrio general de una
economia fuese operativo era necesario exogeneizar algunas de las

producciones y precios.
EL MODELO ABIERTO DE LEONTIEV.-

Un modelo puede ser abierto de muchas maneras. Aquf{ nos
limitaremos a considerar el modelo abierto de Leontiev. Se trata de un
modelo factor-producto de una economia completa que consta de un sector
de produccién de n productos que son también factores dentro del sector,
un factor adicional que no es producto de ningin proceso productivo y una

demanda de productos ademdas de la que se hace de ellos como factores. El



factor  adicional suele identificarse como traba jo, pero dicha

identificacién no es esencial.

v

Si sélo consideramos los  sectores productores, podemos

representar sus interrelaciones mediante una matriz de factores n x nno

negativa.
Describir el modelo de demanda y el de precios:

El modelo de demanda.-

I-A)X=c

El modelo de precios.-

(1-A)p=v

Interés y aplicaciones.~

La utilizacién de estas ecuaciones de Leontiev para simular los
efectos sobre la produccién y los pfecios de cambios exdgenos de demanda
y de precios del capital y del trabajo es inmediata, siempre en un marco
de estadtica comparativa, midiendo variaciones entorno a un equilibrio

observado.

Como los coeficientes de la matriz A de Leontiev representan
combinaciones de factores productivos para obtener un bien o servicio, es
evidente que los agentes productores adoptardn en el tiempo esas
combinaciones en funcién de la evolucién de los precios de los factores
productivos y de la tecnologia; si la tecnologia lo permite, se
observardn fenémenos de sustitucién entre factores relativamente mas
caros o mas baratos.

El elemento central de la dindmica a corto y largo plazo se
establece en la inversién, y por ello es éste un tema que ha interesado

prioritariamente a Leontiev,

Pero se presentan problemas matematicos de inestabilidad en

dichos modelos dindmicos de Leontiev.



3.- ORDEN PARCIAL EN R* Y EN M. MATRICES NO NEGATIVAS Y
POSITIVAS.

Vamos a definir una relacién de orden en R" y en el conjunto de
las matrices cuadradas de orden n | mn. Dicha relacién, que no va a ser
de orden total, nos va a permitir definir vectores y matrices no
negativos y positivos, siendo éstos los que tienen todos sus elementos no

negativos o estrictamente positivos, respectivamente.
Definiciéon de relacién de orden parcial:

. n .
Sean x e y dos vectores cualesquiera de R, diremos que x
es menor o igual que y , y lo denotaremos por x =y, si y sélo si
vi=l12,...,n0

Andlogamente definiremos una relacién de orden parcial en el
conjunto M . Dadas dos matrices cuadradas de orden n , A y B, diremos
n
que A es menor o igual que B,A=B, si y sélo si
aU = blJ Y i,j=1,2,...,n.
En particular, tomando en estas relaciones y =0 y B =0
tendremos que un vector X es no negativo si cada una de sus componentes
lo es, e igualmente se obtiene la condicién de no negatividad de una

mnatriz.

Diremos que el orden parcial es estricto si las desigualdades se
verifican estrictamente. Lo que darfa lugar a vectores y matrices
positivos.

ALGUNAS PROPIEDADES DE LAS MATRICES Y VECTORES NO NEGATIVOS.

Dadas dos matrices A y B, cuadradas de orden n, y un vector

x de R", se cumple:

.-Si Az20 y B=O0O entonces A+ B =z 0.
2-S1 A=z 0O y B=O entonces A+ B = 0.
3-Si Az20O0 y x =20 entonces A x = 0.



4-Si A>0O0 y x=z=0, nonulo, entonces A x > 0.

A partir de estas propiedades podemos considerar que la no
negatividad de la matriz inversa de Leontiev (I - A)_1 =z O permitiria
asegurar que siempre es posible abastecer un consumo final, c, puesto que

el producto matricial

(1-a"ec

darfa lugar a una produccién no negativa en todos los sectores.

4.- MATRICES DESCOMPONIBLES E INDESCOMPONIBLES. INTERPRETACION.

Definicién de matriz descomponible:
Sea A € UIIn , se dice que A es una matriz descomponible o

reducible si 3 P matriz de permutacién tal que:

T Bu 12
B=P AP-=
(o] B
22
siendo B, B matrices cuadradas -de orden inferior a A. En caso

11 22
contrario, si no existe P se dice que la matriz A es indescomponible

o irreducible.

Observacién:

Otra forma de decir lo mismo seria definir una matriz como
descomponible si mediante una determinada (la misma) permutacién de filas
y columnas se obtienen dos matrices cuadradas: B11 y Bzz’ de orden
inferior al de la matriz A, en la diagonal, y por debajo de ellas
aparecen ceros, es decir, si se pueden agrupar todos los ceros en las

dltimas filas y primeras columnas.

(o)

Por tanto A es descomponible si existe

Ic{,2,...,n}, I#@ / a=0: iel y jedJ=1=%02



Si se verifica esto, tomando como permutacién:

c:J > { 1,2,...,m }
donde "m" es el orden de la matriz B11 , podemos transformar la matriz

A en una de la forma B .

Interpretacién econémica de la DESCOMPONIBILIDAD en la matriz de
LEONTIEYV.

Podemos ilustrar lo anterior mediante la matriz de coeficientes
de input A del andlisis interindustrial. Cuando A es descomponible
esto significa que el j-ésimo sector (j € J) no realiza compras al
i-ésimo sector (i € I). Ningin sector del conjunto I interviene en la
produccién de los bienes (o productos) del conjunto J, luego los
productos de I son no-bdsicos, es decir, no son necesarios para las

restantes producciones.

Sin embargo, ello no excluye necesariamente la posibilidad de que
el i-ésimo sector (i € I) realice compras al j-ésimo sector (j € J).
En e caso de que también se tenga dicha situacién, es

decir,

a“=0 YV ielI, V jelJ
y, por tanto, B1z= O , la produccién de las mercancias del conjunto I
depende so6lo de éstos as{ como la producciéon de las mercancias de los

sectores que pertenecen a J.

Si la economia entera estd completamente separada en dos grupos
totalmente independientes, I y J, se puede decir que es completamente

descomponible.

Para estudiar la indescomposibilidad de una matriz, es muy

ventajoso utilizar el grafo de la misma, concepto que suponemos conocido.

TEOREMA.-

Una matriz cuadrada de orden n , A, es indescomponible si y

sélo si su grafo dirigido es fuertemente conexo.



Interpretacién econémica de la INDESCOMPONIBILIDAD en la matriz de

LEONTIEYV.

Cuando la matriz A es indescomponible, no es posible realizar
ninguna permutacién del conjunto de indices {1,2,...,n} que permita
escribir la matriz A en la forma anteriormente indicada por lo que no
es posible encontrar ninguna mercancia que no intervenga (directa o

indirectamente) en la produccién de todas las restantes.

Podemos entonces interpretar econémicamente la conexidad fuerte
del grafo de una matriz tecnoldgica indescomponible de la siguiente
manera:

cualesquiera que sean los sectores i, J , el sector { es un
input para el sector j que puede ser directo si aLlj # 0, o bien si
aLIj = O entonces i es un input indirecto para el producto j .Puesto
que existe un camino de elementos no nulos, es decir, enlaces input
directo que terminan‘ en J » luego el input { se emplea en la

produccién de otra mercancia k , que si es input directo de j.

5.- NORMAS VECTORIALES Y MATRICIALES. RELACION DE LA NORMA DE
UNA MATRIZ CON SUS VALORES PROPIOS.

NORMAS VECTORIALES.

Recordaremos a continuacién la definicién de norma vectorial:

Una norma en R" es un aplicacién:
| ) : R —— R
que cumple: ‘
D]lx]=0 & x=0
2) Jax|=]a«]|]=x]| VeaeR VxeR
D x+y|=lx]+]y] VYxyeR

10



Normas habituales en R":

n
> | x|, =L | x| norma ¢ o norma octaedral.
12 1 1
n 172
> || x "2 = [ r | xl} ] norma ¢ o norma euclidea.
1=1
> | x || =max {| x|} norma £ o norma del maximo

|

 Si A es una matriz definida positiva, se define la norma
eliptica:

| x ”A = ( <TA x )1/2

en las normas elipticas los entornos son de tipo elipses.

> Si | - | es una norma en R" y P una matriz no singular,
entonces definimos la aplicacién || « ||’ en R" mediante:
| = ’=1 P x|

2 n
que también se puede comprobar es una norma en R.

Normas equivalentes:

Se dice que dos normas en R", I -1 v | - |' son equivalentes
si
3 czc, >0 tales que Vx eR: c, ||x||5||x||’5cl | x|
TEOREMA.-

. .2 . . . n
La relacién anterior es de equivalencia, todas las normas en R
son equivalentes; luego la convergencia que se cumple para una norma se

cumple para todas las restantes.
La demostracciéon se puede realizar probando que todas las normas

sobre R" son equivalentes a la euclidea aplicando la desigualdad de

Schwarzt y la compacidad de la n-esfera unidad.

11



NORMAS MATRICIALES.

Sea mn el espacio vectorial de las matrices cuadradas de orden

n sobre R.

Definiciéon de norma matricial:

Llamaremos norma matricial sobre smn a cualquier aplicacién

|- m, — R
que verifica:
D|JA]=0 e A=0
2) e A =] ]| | Al VeeR VYVAem
3 |JA+B|=|A|+|B] VABem
HfaB|=|a]]e] VA Bem

Definiciones:
> Una norma matricial se dice que es compatible con una norma

vectorial cuando se verifica:

[ Axl=lallx] VAem  vxed
> Sea | + | wuna norma vectorial, se llama norma matricial
subordinada a la norma vectorial | + |, y se denota con el mismo

simbolo, a la norma matricial definida como:

n

| A] = sup ———xeR ,x#0 = sup | Ax|
| = | Ixli=1

Es sencillo comprobar que la definicién anterior da lugar a una
aplicacién | - | que verifica la definicién de norma matricial, ademas

dicha norma va a ser compatible con la norma vectorial de la que procede.

Por tanto, dada una norma vectorial siempre existe al menos una

norma matricial compatible con ella (la subordinada).

También es cierto que dada una norma matricial siempre existen

normas vectoriales con las que es compatible:

12



Sea la norma matricial | - || , definimos:

| x| =1 dag(x-u)lj
donde u es un vector unitario, diag ( x * u ) representa la matriz

cuadrada cuya diagonal es el producto escalar de x por u . Es una

norma vectorial compatible con la matricial.

Existen infinitas normas vectoriales con las que la norma

matricial es compatible (variando u).

Como consecuencia de todo lo anterior, podemos decir que todas
las normas matriciales son equivalentes. Por tanto, la convergencia con

una norma es equivalente a la convergencia con cualquier otra norma.

Normas matriciales subordinadas a las normas vectoriales mds habituales:

> a la norma ¢ : ||A|]1=méx {Z|au|}
j 1
Como se observa, esta norma es el maximo de las normas 21 de

los vectores columna que forman la matriz.

B T 12
b a la norma ¢ : ||A[§2—[p(A A) 1]
donde p ( AT A ) es el radio espectral de AT A .
> a la norma ¢ : | A ||m=mé.x{z | aUI }
1 J

Esta norma es el maximo de las normas 21 de los vectores fila

de la matriz A .
RELACION ENTRE NORMA MATRICIAL Y EL RADIO ESPECTRAL:

Cualquiera que sea la norma matricial considerada -se verifica que

el radio espectral de A es menor o igual que la norma de A:

p(A) = | A |
Vamos a definir seguidamente una norma matricial, | - ”‘ , que

nos va a permitir considerar la convergencia término a término en las

matrices.

13



Definicién de | - |, :

Dada A € mn , definimos | A |, =n méx | a UI
1y, )

PROPOSICION.-
| + |, es una norma matrical que es compatible con las normas

vectoriales Bl , £Z y Em , ¥, no estd subordinada a ninguna norma

vectorial.

6.- SERIES DE POTENCIAS MATRICIALES. LEMA DE NEWMAN.

Desarrollaremos a continuacién las definiciones y resultados que

permiten realizar una suma infinita de matrices.
SUCESIONES Y SERIES DE MATRICES.

Definicion de convergencia de una sucesién de matrices:

(r)

Una sucesién de matrices (A se dice que es

)rElN

convergente a una matriz A = ( aU) si se verifica:

lim a" = a Vi,
1

i
r-+0 .

Esta es la convergencia elemento a elemento y corresponde a la

norma del maximo:

| Al =nmax{|a])
ty)

Como todas las normas matriciales son equivalentes, Ila

convergencia se podria definir también, para cualquier norma matricial,

como:

A" >A siysolosi lim | A™-4] =0

>
Vamos a considerar sucesiones de matrices de la forma
r r_ r)
(A )relN donde \A = A A ... A
entonces como | A" =] A, siJ]A]<1 s limA =0
o

14



Vamos a ver un resultado importante para la convergencia de

sucesiones.

TEOREMA.-

Sea A€M : limA" =0 &  p(A) <1
n >0

Vamos a considerar ahora la convergencia de series matriciales de

potencias.

Definicién de convergencia de series de matrices:

«©
. (m) . .
La serie Y B se dice que es. convergente si lo es la
m=1

sucesién

k
k
S( ) - Z B(m)
m=1
(k)

y se llama suma de la serie al limite de la sucesién: ( S ).
El principal resultado de este apartado es el Lema de Newman que
proporciona una condicién necesaria y suficiente de convergencia de

series de potencias matriciales.

Lema de NEWMAN.-
Sea A € mn ysea z € R, z # 0. Entonces:

Am
E —  converge siysolosi p(A) < | z |
z

Como se puede observar es un resultado idéntico al de series de
potencias numéricas o funcionales cambiando el radio espectral por la

razén o radio de convergencia.

Ademas en caso de convergencia se verifica la siguiente igualdad:

m-1
) A=y
2

15



7.- CONSECUENCIAS DEL LEMA DE NEWMAN.

Sea A la matriz de coeficientes técnicos del modelo de Leontiev

entonces
p(A) <1 siy solo si existe (I - A)™

y ademds esta inversa es no negativa ya que es la suma de matrices no
negativas

0
1-a)t= 7y A" 20
m=1

Por tanto, el lema de Newman proporciona una condicién necesaria
y suficiente para la existencia y no negatividad de la inversa de

Leontiev. A partir de esto definimos la matriz A como productiva si

p(A) <1

Ademds el resultado anterior nos proporciona un método para
calcular de forma aproximada la inversa de Leontiev. Este resultado nos
sirve también para interpretar ios cambios, en cadena, sobre todos los

sectores que se producen al cambiar la demanda final.

Empezamos por introducir un incremento exégeno en la demanda

final, con lo que la produccién total como suma de empleos finales

aumentaba en esta cantidad.

EL EFECTO MULTIPLICADOR DE UNA VARIACION DE LA DEMANDA FINAL.-

: . " ix (0) .
Partimos de una situacién inicial, x ' = X, y estudiamos el

efecto de un incremento exégeno en la demanda final representado por Ac.
Este incremento da lugar a una nueva produccién calculada en esta primera

etapa. esto es, como suma de empleos finales:

xm=XDIAG (1) + c + Ac = X + Ac (1)

Sin embargo, el incremento inicial de la produccién sectorial

para abastecer la demanda adicional exige calcular los nuevos incrementos

16



que ocasiona en la produccién de todos los sectores.

, 1) . .
Para producir x es necesario que los sectores dispongan de:

X(Z) = A x(1)+ c + Ac

. 1 .
sustituyendo x” por su valor y teniendo en cuenta que en el momento

inicial x = Ax + ¢, la nueva produccién sectorial deberd ser ahora

x(?‘) = x(1)+ A Ac

El proceso deberd repetirse de nuevo, dado que la produccién
sectorial necesaria sufre ahora un nuevo incremento respecto a la etapa

anterior (A Ad). Por tanto, para producir x? - se debe disponer de:

(2)

(WL A% ac+c+ ac = x2 + A% ac

x(3)=Ax(2)+c+Ac= AXx

continuando sucesivamente, la produccién total debido a un incremento en

la demanda vendrd dada por:

xX = x%% Ac+rAanc+ATact .. =xT (1 +A+ AT+ L) AC

luego el incremento en la produccién sera

Ax=(-4)" ac
puesto que la condicién de que el radio espectral de la matriz A sea
menor que 1 permite asegurar la convergencia de la serie

I+A+A%+.. alainversa de la matriz de Leontiev (I - A)™.

INTERPRETACION DE LOS ELEMENTOS DE LA MATRIZ (I - A)—1 EN EL MODELO DE
LEONTIEV.

{

Sea A la matriz de coeficientes técnicos en el modelo de
LEONTIEV:

A= (a”)

El coeficiente de input alJ representa como sabemos la cantidad
de factor [ necesaria para producir una unidad del bien j, si todos los
factores vienen dados desde fuera del sistema y sélo se produce el bien
j. Por tanto, se puede considerar que alJ representa las “"necesidades

directas" del factor i en el sector j.
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Pero como el sector j es una parte del sistema completo, la
unidad de producto de dicho sector precisa de otros factores
k = 1,2,...,i-1,i+l,...,n ademds del i. A su vez estos otros sectores
también necesitan el bien j como factor, de modo que el sector j tendra
que producir una cantidad superior a la unidad a fin de suministrar a los

sectores que a su vez le proporcionan factores a ella.

Las necesidades del factor i que surgen por estas causas,
constituyen unas ‘'"necesidades indirectas" de factor { por parte del

sector j.

Las ‘"necesidades totales" de factor i por unidad de produccién

del sector j son la suma de las necesidades directas y de las indirectas.

Supongamos que el modelo es productivo, de manera que puede
producirse cualquier combinacién de demandas finales. Estas hipétesis nos
permiten asegurar la existencia y no negatividad de la matriz

B = (1-4)"

Nuestro objetivo ahora es calcular las necesidades totales de

todos los factores para el sector j.

Planteada la ecuacién general del modelo:

(I-A)x=c¢c
elegimos una combinacién particular de demandas finales (de bienes
netos):

c=e
J
es decir, la uUnica produccién neta corresponderd al sector j-ésimo. Sea

x’ la solucién en esta situacion, es decir,

X’ =B e )

x’ da los niveles a los cuales deben operar todos los sectores para

producir una unidad del bien j.

Toda la produccién del sector { se destina unicamente a
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’

satisfacer las necesidades de dicho bien como factor; por tanto x es
la cantidad total del factor i necesaria en la produccién de una unidad

(neta) del bien j .

Globalmente x’ contiene las necesidades totales de todos los

factores por unidad neta del producto j .

Ahora bien, teniendo en cuenta (1) X' no es mas que la
columna j-ésima de la matriz B . Si denotamos por BU el elemento
(i,j) de B™' entonces tenemos:

> son las necesidades directas de i en j.

a

1

> B son las necesidades totales de i en j.
B

1
> ! - aU son las necesidades indirectas de i en j.

Resumiento la columna j-ésima de la inversa de Leontiev
representa las necesidades totales de -todos los factores para la

produccién neta unitaria del sector j.

A partir de esto podemos enunciar el siguiente resultado:

TEOREMA.-
Para cualquier sector de un sistema productivo, las necesidades

totales de cualquier factor superan a las necesidades directas.

Este resultado  también se puede probar en version

indescomponible,

8.- TEOREMAS DE PERRON-FROBENIUS.
Consideraciones preliminares.-

Sea A una matriz cuadrada de orden n y no negativa: A=20,

definimos el siguiente conjunto:

M = { p € R / Blp) admite inversa no negativa}
donde B(p) = pl-A; si podemos comprobar que el conjunto M estd acotado
inferiormente por cero entonces segin el corolario del lema de NEWMAN

tendremos que el infimo del conjunto M es justamente el radio espectral
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de la matriz A.

Ahora bien, si p es un elemento cualquiera del conjunto M
entonces existe un vector X no negativo tal que el producto B(p)x es
estrictamente positivo -seria el resultado de multiplicar la inversa no

negativa de la matriz B(p) por un vector c estrictamente positivo.

De la positividad estricta de B(p)x se tiene que p X > Ax =2 0, y,

por tanto, efectivamente p > O, como querfamos demostrar.

Por todo lo anterior podemos determinar la estructura del

conjunto M:
M = (p(A),+x).

La propiedad fundamental de una matriz no negativa A, es que su

radio espectral es un valor propio de la misma y tiene asociados vectores

propios no negativos:

TEOREMA 1.-

Sea A una matriz cuadrada de orden n no negativa y no nula,
entonces la ecuacién
(A -A)x =0
tiene una solucién no negativa y no nula, X, para el valor de A igual al

radio espectral de la matriz, p(A).

TEOREMA 2.-

Sea A z O, entonces:

1.- A tiene valores propios reales no negativos. Existe un
vector propio no negativo, x = 0, asociado con el mayor valor propio no

negativo A(A),

2.- Todo nimero real pu , que cumpla:
Axzpux para algin x =z 0O (xz0 y x=#0)

satisface la desigualdad:

L= A(A)
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3.- A(A) es una funcién creciente de A ; es decir, si

A1 2 A2 = 0, entonces MA1) = A(Az).

4.- Sea p un ndmero real e I la matriz unidad de orden n ,

entonces existe (pI - A)_la O siysélosi p > A(A).
T
S.- A(A) = A(A").

Los resultados anteriores se obtienen, pero en forma estricta,
para matrices indescomponibles. En primer lugar

AA) < p siysélosi (pI -A)> O

y ya el teorema de Perron-Frobenius quedaria de la siguiente forma:

TEOREMA 3.-
Si A es una matriz es una matriz no descomponible de orden

mayor que 1:
1.- La raiz de Frobenius de A es A(A) > 0; existe un vector

propio asociado a ella, x, estrictamente positivo.

2.- El problema de la no negatividad de los valores propios

Ay=py, p=z=0 y>O0 tiene una solucién tUnica u = A(A).

3.- A(A) es una funcién estrictamente creciente de A; es decir,
si A1 = A2 z 0 , entonces A(Al) > A(Az) con tal de que una de las dos

matrices, A1 ) A2 sea no descomponible.

4.~ A(A) es una raiz simple de la ecuacién caracteristica.

9.- CONDICIONES SUFICIENTES PARA LA EXISTENCIA Y NONEGATIVIDAD DE LA
INVERSA DE LEONTIEY.

Cualquier condicién que permita afirmar que la norma de la matriz
de coeficientes es menor que 1 va a permitir asegurar la existencia y no

negatividad de la inversa de Leontiev.

Por supuesto, las normas matriciales mdas utilizadas por su

21



sencillez son la | - ﬂl yla | ||co

Tenemos, entonces, el siguiente teorema que suele aparecer en la
literatura como: Criterios de suma de fila y suma de columna de

Brauer-Solow.
i) Si todas las filas de la matriz A suman menos de la unidad,

entonces existe y es no negativa la inversa de Leontiev.

Nétese que en este caso se estd aplicando que | A ||m < L

ii) Si todas las columnas de la matriz A suman menos de la
unidad, entonces existe, y es no negativa, la inversa de
Leontiev.

Aqui se estd aplicando que || A “1 < 1.

Andlogamente se tienen condiciones suficientes para la matriz

generalizada pl - A sustituyendo la unidad por p.

Podemos relajar los criterios de suma de fila y de columna en el
caso de que la matriz A sea no descomponible de la siguiente forma:

"Si todas las filas (respectivamente columnas) de la matriz de
coeficientes técnicos suman menos o igual que la unidad y en alguna se
verifica que la suma es estrictamente menor entonces la matriz A es

productiva”.

Es sencillo demostrar esta condicién suficiente de productividad
puesto que sabemos que la raiz de Frobenius de la matriz A, A(A), es

menor que cualquier norma matricial de A.

En este caso tenemos:
*
s A=t

Veamos que A' no puede ser igual a 1.

Por hipétesis existe al menos una columna sea la k-ésima tal que:

n
5,= L a, <1
=1

»
Por otra parte sea X el vector propio estrictamente positivo y

tal que sus componentes suman la unidad, tenemos:

22



luego para cada i
n
A X, = ):aU X,

)=1

sumando en i las expresiones anteriores

- n n n
AT X, = Z(Zau) X,
i=1 Jj=11=1
A )rf
= Ys x
AN
. =1
si A =1 entonces
n
F(-s)x =0
17 7k
J=1
de la positividad de x' se tiene l1-s =0 para cualquier j, luego

J
llegamos a una contradiccién.

INTERPRETACION.
Si multiplicamos por el correspondiente producto en cada fila

tenemos:

Si es posible sumar la columna de recursos (por ejemplo si estdn
expresados en flujos monetarios) entonces, una condicién suficiente para
que el sistema sea productivo es que el total de recursos de cada uno de
los sectores sea menor o igual que la producciéon de cada uno de ellos

dandose para alguno la desigual estricta.
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10.- APLICACIONES ECONOMICAS DE LA RAIZ DE FROBENIUS.

EL PROBLEMA DE LA IGUALACION DE LOS VALORES ANADIDOS POR UNIDAD EN TODOS
LOS SECTORES.

Sea A la matriz de coeficientes de inputs de una economia

A=(aU)ZO

Designando el vector precio por p , obtenemos el modelo de
precios
p-Ap=v
siendo v = ( VoVyeeen Vo )T, donde vJ representa el valor afiadido del

j-ésimo bien; en general, vJ es la suma de beneficios y salarios (si

hay dos inputs primarios, capital y trabajo).

Definimos para cada sector j el valor afiadido por unidad de coste

y lo denotamos por wJ

Ela” P
Designamos por A (AT) la raiz de Frobenius de A'.

Dado un vector cualquiera de valores afladidos vz 0 (v # 0 )
la ecuacién p-Ap=v tiene como solucién un vector de precios
p=0,sia(A") <L

Pero los valores afiadidos sectoriales por unidad de coste: wJ

no son necesariamente iguales, difieren generalmente para cada sector.

La pregunta que nos planteamos es sexiste entonces un vector de

precios que iguale los valores afiadidos por unidad de coste de todos los

sectores?
Para responder a la pregunta hagamos w = w, = = wn = w, si
n
lo llevamos a la igualdad vJ = wJ ( Y aU P, } j=12,...,n;
1=1
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tendremos:

v=wATp

que sustituimos en la ecuacién del modelo:

p-ATp=v=wATp

entonces:
T
p=(l+w)Ap
como (1+w) =0 dividiendo nos queda:

T 1
Lp=Ap con pz0 (p#0) vy b= T
Por lo tanto la existencia de un vector de precios que iguale los
valores afladidos por unidad de coste de todos los sectores se reduce a la

resolucién del problema del valor propio con vector propic no

negativo: p p = AT P .

Se demostré que una solucién de este problema es pu = A(AT) . Si
A es descomponible podrfa existir otra solucién , pero tal solucién de
it debe siempre satisfacer p = A(AT) por el apartado segundo del

teorema de Frobenius.

Como conclusién tenemos que si existe un valor afiadido por unidad

de coste, w, uniforme éste satisface la desigualdad:

0z —— -1
AAT)
En particular, existe de hecho un vector de precios que hace
posible alcanzar el minimo valor afladido por unidad de coste igual en

todos los sectores:

Tomando p = A(AT) existe un vector de precios no negativo y

no nulo y se tiene:
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11.- TEOREMA DE SUSTITUCION.

Una caracteristica fundamental del modelo de Leontiev es. que
utiliza un solo proceso o actividad para la produccién de cada bien.
Existe una sola manera de producir el bien j, y viene representada por el
conjunto de coeficientes técnicos que forman la j-ésima columna de la

matriz de factores.

Sabemos, que si el sistema es productivo, puede producir
cualquier combinacién mediante el mismo conjunto de procesos utilizados
para una combinacién particular. Vamos ahora a modificar ligeramente una
de las hipétesis del modelo de Leontiev: suponemos que existen mas de una
forma de producir alguno o todos los productos. Cabe preguntarse si en
esta situacién es posible que los sectores o procesos O6ptimos para una
combinacién de bienes -para una demanda final particular- no sean los

6ptimos en la produccién de otra.

Para el modelo de Leontiev, que sdélo tiene un factor escaso,
Samuelson demostré que sélo se utilizaria una actividad para producir

cada tipo de bien, cualesquiera que fuesen los cambios en la demanda

final.

En el modelo abierto de Leontiev, con un sélo factor primario
escaso, el conjunto de actividades éptimo para producir una combinacién
particular de bienes es éptimo en la produccién de cualquier otra,

entendiendo por 6ptimo que minimice el uso del factor escaso.

Utilizaremos una demostracién basada en la Programacién Lineal.
Se supone que la técnica estd constituida por varias actividades, cada
una de las cuales produce un sélo producto. (El caracter de produccién no
conjunta del modelo de Leontiev se mantiene). Cada actividad se define
mediante n coeficientes técnicos y el bien particular producido por ella.
Puede haber muchas que tengan como producto a un determinado bien, pero a

cada actividad le corresponde un solo producto.

Puesto que ya no se tiene una correspondencia biunivoca entre
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actividades y bienes, tenemos que realizar una nueva formulacién del
modelo. En lugar de definir la actividad mediante la columna de
coeficientes técnicos solamente, como hasta ahora, lo haremos por medio
de una columna que contenga los coeficientes usuales, afectados de signo
negativo, correspondientes a los bienes que son factores de dicha

actividad, y un uno menos el coeficiente correspondiente en el lugar del

producto.

Si reunimos estas columnas de actividad en una matriz, cada fila
corresponde a un bien y cada columna a una actividad, en el lugar (i,j)
aparece, o bien la unidad menos el coeficiente correspondiente, en cuyo
caso i serd el producto de la actividad j, o un coeficiente negativo
(quizd nulo), que significa que el bien i es un factor de la actividad .
Cada columna tendrd por lo menos un elemento no negativo (cada bien es
producto de por lo menos una actividad), y lo mismo ocurrird con cada

columna (cada actividad tiene un producto).

Si formulamos el modelo ordinario de input-output de este modo,
la matriz que obtendremos serda la matriz tecnolégica (I - A) . En este
caso, la matriz es rectangular n X m , con mas actividades (m) que
bienes (n). La designaremos como A

Enunciamos a continuacién-el siguiente resultado:

TEOREMA DE SUSTITUCION.-

Supongamos que existe solucién del problema de Programacion

Lineal:
min lTy
s L)
Ay=c
y=zo0
y ademds que en dicha solucién la matriz bésica asociada, AB , €s

productiva, entonces para cualquier demanda final, ¢ , la solucién bésica
optima estd asociada a la misma base. Es decir, se puede satisfacer

cualquier consumo final utilizando el mismo conjunto de actividades.
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12.- OTRAS APLICACIONES.

ANALISIS DE LA ESTABILIDAD DE SOLUCIONES DE ECUACIONES EN DIFERENCIAS:

Sea la ecuacién en diferencias lineal y con coeficientes

constantes de orden k:
aof(x+k) + ...+ akf(x) = g(x) ¢}

con a a # 0.
0k

Si definimos la matriz

{ 3

0 10.. O
0 Q01.. O
0 00 1
a a
_ _k _ 1
a a
\ 0 O)

entonces cualquier solucién de (1) es asintéticamente estable si y sélo

si el radio espectral de B, p(B), es menor que 1.

ESTUDIO DE LA CONVERGENCIA DE METODOS ITERATIVOS PARA LA RESOLUCION DE
SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES.

Sea el sistema de ecuaciones lineales:
A X =Db, 2)
si lo transformamos en la forma:

X =B x + b,

con B =1- A, entonces el método iterativo definido por la ecuacién

(2) mediante

(m)

=B x + b

(m+1)
X

converge si y sélo si el radio espectral de B , p(B), es menor que l.
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JUAN TRESPALACIOS GUTIERREZ.- Estudio del sector
comercial en la ciudad de Oviedo.

JULITA GARCIA DIEZ.- Auditoria de cuentas: su
regulacién en la CEE y en Esparia. Una evidencia
de su importancia.

SUSANA MENENDEZ REQUEJO.- El riesgo de los

sectores ampresariales esparioles: rendimiento
requerido por los inversores.
CARMEN BENAVIDES GONZALEZ.- Una valoraciodn

econdmica de la obtencidén de productos derivados
del petroleo a partir del carbdn

IGNACIO ALFREDO RODRIGUEZ-DEL BOSQUE RODRIGUEZ. -
Consecuencias sobre el consumidor de las
actuaciones bancarias ante el nuevo entorno
competitivo.

LAURA CABIEDES MIRAGAYA. - Relacidén entre la
teoria del comercio internacional y los estudios
de organizaciodn industrial.

JOSE LUIS GARCIA SUAREZ.- Los
contables en un entorno de regulacion.

M? JESUS RIO FERNANDEZ; RIGOBERTO PEREZ SUAREZ. -
Cuantificacidén de la concentracidén industrial: un
enfoque analitico.

M? JOSE FERNANDEZ ANTUNA. - Reguladcicn y politica
comunitaria en materia de transportes.
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Esparia: nuevos resultados.
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JOAQUIN GARCIA MURCIA.- La supervision colectiva
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trabajadores.
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AMELIA BILBAO TEROL; CONCEPCION GONZALEZ VEIGA;
M?® VICTORIA RODRIGUEZ URIA. - Matrices especiales.
Aplicaciones econdémicas.

RODOLFO GUTIERREZ.- La representacién sindical:
Resultados electorales y actitudes hacia los
sindicatos.

VICTOR FERNANDEZ BLANCO. - Economias de
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industriales en Esparfia.
JOAQUIATLORENCES.RQDRIGUEZ, FLORENTINO FELGUEROSO
FERNANDEZ. - Salarios pactados en los convenios
provinciales y salarios percibidos.

ESTEBAN FERNANDEZ SANCHEZ; CAMILO JOSE VEZQUEZ
ORDAS. - La internacionallzacidn de la anpresa.
SANTIAGO R. MARTINEZ ARGUELLES.- Andlisis de los
efectos regionales de la terciarizacidn de ramas
industriales a través de tablas input-output. EI
caso de la economia asturiana.

VICTOR IGLESIAS ARGUELLES.- Tipos de variables y
metodologia a emplear en la identificacidén de los
grupos estratégicos. Una apllcacién empirica al
sector detallista en Asturias. ‘

MARTA IBANEZ PASCUAL; F. JAVIER MATO DIAZ.- La
formacion no reglada a examen. Hacia un perfll de
SUS usuarios.
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Planificacidn y organizacidon de la fuerza de
ventas de la empresa. .
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