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Introducciéon

La teoria combinatoria de grupos se puede ver como el estudio de los grupos dados
mediante generadores y relaciones o, como dirfamos hoy en dfa, mediante una presentacion.

Desde que, en 1882, Dyck introdujo la idea de generadores y relaciones, la teoria combi-
natoria de grupos se ha desarrollado, en muchos casos de la mano de problemas topolégicos,
que a medida que se iban estudiando, demandaban un soporte algebraico que ayudase a for-
malizar nuevos conceptos topologicos. En 1908, Tietze publicd un articulo de 118 péginas que
comienza con una definicién de variedad e introduce el grupo fundamental de una variedad,
probando que tiene una presentacién finita. Demuestra también que es un invariante topo-
logico, para lo que utiliza un resultado puramente algebraico, recogido también en el mismo
articulo, que afirma que dos presentaciones finitas de un grupo pueden transformarse una en
otra aplicando un ntmero finito de veces las tranformaciones que hoy en dia se conocen como
transformaciones de Tietze.

En 1911 Dehn publicdé un articulo que no sbélo comienza con la formulaciéon de tres de
los problemas de decision mas conocidos en teoria de grupos (problema de la palabra, de la
conjugacion y del isomorfismo), sino que ademas se da una motivacion topologica para su
planteamiento. Haciendo corresponder a cada nudo K un grupo infinito G dado mediante
una presentacion finita, Dehn motiva el problema de la palabra argumentando que K no esta
anudado si y solo si Gg es abeliano, lo que requiere la solucion del problema de la palabra,
que consiste en determinar si una palabra en los generadores de un grupo define o no el
elemento neutro, o equivalentemente, si dos palabras definen el mismo elemento.

Ademas, la cuestiéon de si un nudo K’ se puede deformar para obtener K requiere la
soluciéon del problema del isomorfismo para G y Gg.

Fue sobre todo la topologia la motivadora e impulsora de la teoria combinatoria de gru-
pos, ejerciendo un efecto estimulante para su desarrollo que fue especialmente intenso hasta
aproximadamente el final de la Primera Guerra Mundial, en 1918, cuando comenzaron a
aparecer articulos publicados por Nielsen en los que se empezaron a investigar y resolver pro-
blemas en teoria combinatoria de grupos sin una obvia dependencia de problemas topolégicos

o de otros campos. Sin que ésto signifique que cesase su influencia, la teoria combinatoria de



grupos comenzé a desarrollar sus propios problemas y sus propios métodos.

Esta memoria se organiza en cinco capitulos estructurados como se describe a continua-
cion. El primero de ellos tiene una finalidad introductoria. En él se describen las primeras
nociones sobre teorfa combinatoria de grupos, comenzando por definir de manera formal qué
se entiende por presentaciéon de un grupo y en qué sentido un conjunto de simbolos y un con-
junto de palabras en los mismos determinan, salvo isomorfismo, un tnico grupo. Se describe
también la presentacién de subgrupos y cocientes de un grupo G a partir de la presentacion
de G, y se introducen los ya mencionados problemas de Dehn.

El segundo capitulo se centra en construcciones béasicas de grupos a partir de otros.
Concretamente, se estudian el producto libre y el producto amalgamado de grupos, que
seran herramientas tutiles en el estudio de los grupos presentados con una tnica relacion, el
cual se aborda en el tercer capitulo.

A lo largo de esta primera parte de la memoria, nos encontramos como tema recurrente la
solucion del problema de la palabra para distintas clases de grupos, como los grupos libres en
el primer capitulo o los grupos dados por una sola relacion en el tercero. Se destaca también
en la seccion que para resolver el problema de la palabra en productos libres de grupos
se requiere la solucién de dicho problema en cada uno de los factores.

Es precisamente en este primer problema de Dehn en el que nos centraremos de forma
més especifica en los dos tltimos capitulos, dedicados respectivamente, a recopilar y enfatizar
algunos resultados recientes sobre el problema de la palabra, y a destacar como dicho pro-
blema de decisién puede emplearse para la construcciéon de criptosistemas de clave piblica o
de esquemas de intercambio de claves.

Resulta interesante resaltar como los problemas de decisiéon en teoria de grupos, que sur-
gieron motivados por su aplicacién a la resolucion de cuestiones topolédgicas, han evolucionado
(principalmente por efecto del desarrollo de las ciencias de la computacion) hasta convertirse
en puntos de encuentro entre la propia teoria combinatoria de grupos, la teoria de grafos y
la teoria de complejidad algoritmica.

Fue precisamente el desarrollo de ésta ultima el que permiti6 el estudio de estos problemas
bajo una perspectiva computacional. Los resultados en este campo han atraido la atencién
por las potenciales aplicaciones de la teoria combinatoria de grupos a la criptografia, tema

que se esboza brevemente en el dltimo capitulo de esta memoria.



Capitulo 1

Una introduccion a la teoria

combinatoria de grupos

1.1. El concepto de presentaciéon de un grupo. Generadores y

relaciones.

Cuando se trabaja con grupos, una manera sencilla de describir un grupo (al menos en
el caso de orden finito) es enumerar sus elementos y escribir la tabla de multiplicacion. Por
ejemplo, si consideramos As (el grupo alternado de grado 3), podemos describirlo enumerando

sus elementos:

Az = {17 (17 2, 3)7 (17 3, 2)}
y con una tabla que indique cémo se multiplica cada par de elementos.
1 (1,2,3) | (1,3,2)
1 1 (1,2,3) | (1,3,2)
(1,2,3) || (1,2,3) | (1,3,2) 1
(1,3,2) || (1,3,2) 1 (1,2,3)

Sin embargo, este método es inviable para grupos infinitos y altamente ineficiente para

) )

grupos finitos de orden suficientemente grande.

Otra forma de describir As es darse cuenta de que As es un grupo ciclico de orden 3. Esta
forma de describirlo consiste en considerar un generador del grupo, por ejemplo (1,2, 3), que
tendra orden 3. Asi, A3 = ((1,2,3)).

Si a representa el 3-ciclo (1,2,3), entonces a® = 1. Podemos preguntarnos entonces si
para describir As (salvo isomorfismo) bastara con decir que estid generado por un elemento

que cumple que al elevarlo al cubo se obtiene el elemento neutro. Tal como esté formulada



la pregunta, la respuesta es claramente negativa pues el grupo trivial G = 1 también cumple
esto y no es isomorfo a un ciclico de orden 3. No obstante, hay una diferencia clara entre
ambas situaciones: en el caso de G = 1 es imposible obtener, sabiendo simplemente que la
potencia tercera del generador es 1, que dicho generador ha de ser necesariamente trivial.
Sin embargo, en el caso de Az (ciclico de orden 3) toda relacion que se cumple en el grupo
se puede derivar del hecho de que a® = 1. En efecto, si en A3(= C3) tenemos una relacion,
como el grupo es ciclico, todo elemento es potencia del generador a, luego la relacién tomara
la forma:

a® = a®

que es equivalente a
a® P =1

L' = 42, de modo que la relacién que tenemos se puede trans-

Como a® = 1 tenemos que a~
formar en una relacion en la que el exponente que intervenga sea no negativo. Ademas, de
la relacion a® = 1, también obtenemos que el exponente de a se puede reducir médulo 3, de

modo que la relaciéon que teniamos se transforma en

a®=1con € € {0,1,2}

Pero si € fuese 1 6 2 entonces el lado izquierdo de la relacion serfa a o a?

, respectivamente.
Sin embargo, a representa el 3-ciclo (1,2,3) y a? representa el 3-ciclo (1,3,2) y ninguno de
ellos es trivial en As. De modo que necesariamente € = 0 y la relacién es 1 = 1.

Realizando los mismos pasos pero en orden inverso podemos derivar la relacion a® = a®
a partir de a® = 1, es decir, toda relacién en Az(= C3) se puede derivar de a® = 1.

Veamos otro ejemplo. Consideremos V' el cuatro grupo de Klein formado por las funciones
de R\{0} en R\{0} dadas por fi(z) = =z, fo(x) = —=z, f3(x) = 1/z, fa(x) = —1/x con la ley
de composicion de aplicaciones. Denotaremos fi, fo, f3, f4 simplemente por z, —z,1/x,—1/x.
Las funciones —x,1/x generan V. Si a representa —z y b representa 1/z entonces se tiene
a’? =1,b% = 1, ab = ba (aqui el elemento neutro de V, denotado por 1, es z). En V se verifican
también otras relaciones ademés de éstas, por ejemplo, se cumple a® = a, (ab)? = 1,... pero
todas ellas se pueden derivar de las tres relaciones anteriores y de relaciones que se verifican

en todo grupo, por ejemplo, aa~! =1, al = a,... Suponiendo
a® b a® P = oMb L ae b (1.1)
es una relaciéon que se verifica en V', se tiene que la relaciéon [1.1] es equivalente a

a® b a0 p 0T = 1 (1.2)



Usando que a? = 1,b> = 1 podemos deducir que a = (a?)a™! = la~! = ™! y de igual forma
b= b"!. Por tanto se puede transformar en una relacién equivalente en la que todos los
exponentes sean no negativos. Ademas, usando de nuevo a? = 1,b? = 1 podemos lograr que
todos los exponentes de la relaciéon sean 0 o 1 reduciéndolos médulo 2. Como en todo grupo
a’ = b = 1, cualquier simbolo a o b que aparezca con exponente 0 se puede eliminar. Por
ultimo, usando la relacion ab = ba (y reduciendo los exponentes modulo 2 tantas veces como

sea necesario), obtenemos la relaciéon equivalente
a“b?t =1 (1.3)

donde €1,€5 son 0 o 1. Pero si €1 6 €9 fuesen 1, el lado izquierdo de la relacion @ seria
a, b o ab, que representan las funciones —x,1/x,—1/z, respectivamente. Ninguno de ellos
representa la funcion identidad x. Por tanto, ha de ocurrir €; = €2 = 0, luego se reduce a
1 = 1. Realizando los mismos pasos pero en orden inverso podemos derivar la relacién a
partir de a? = 1,b% = 1, ab = ba.

El 4-grupo de Klein es, por tanto, un grupo generado por dos elementos a, b que satisfacen
las relaciones a? = 1,b% = 1,ab = ba y en el que toda relacion se puede derivar de éstas tres.

Asi, podemos considerar la posibilidad de describir un grupo mediante simbolos genera-
dores y ciertas relaciones que cumplan estos simbolos a partir de las cuales se pueda derivar
cualquier otra relacion del grupo.

Antes de continuar, es necesario formalizar el concepto de “relacion” y dar mas precision
a la expresion “una relaciéon es derivable de unas relaciones dadas”.

Consideremos un conjunto de simbolos X = {a,b,c,...} y formemos un nuevo conjunto

de simbolos X’ = {a~!,b=% ¢!, .} disjunto y biyectivo con el anterior. Una palabra W en
los simbolos a, b, ¢, ... es una secuencia finita
f17f2a"'7fn (14)

donde cada f, € X U X",

Llamaremos longitud de la palabra, y lo denotaremos L(W), al entero n. Consideraremos
también la palabra vacia (que denotaremos por 1) y diremos que su longitud es 0.

Si queremos hacer explicitos en la notacién los simbolos que intervienen en W, escribire-
mos W (a,b,c,...). Para simplificar la notacion escribiremos la secuencia sin las comas,

de la manera

fifa-e fu (1.5)

Asi, por ejemplo,
aabb~tc! (1.6)



es una palabra en los simbolos a,b y ¢ de longitud 5. Por otra parte,
-1
aac (1.7)

es una palabra en los simbolos a, b y ¢ de longitud 3, y es también una palabra en los simbolos
a 'y c de longitud 3. Pero y no son la misma palabra. De hecho, consideraremos que
dos palabras fifo-- fn v 9192 gm son iguales siy solosin =my f, =g, Vv € {1--- ,n}.
La palabra vacia 1 la podemos ver como una palabra de longitud cero en cualesquiera sim-
bolos.

Habitualmente abreviaremos una secuencia de k simbolos idénticos consecutivos f, de
la forma f¥. Asi, por ejemplo, la palabra también la podemos reescribir de la forma
a’bb~lc7! y la palabra (1.7) de la forma a?c~!. Del mismo modo, la palabra b='b~1a se
puede reescribir como (b~1)2a. Ademas, si f, € X y k es un entero negativo, usaremos la
notacion f¥ para indicar (f;1)7*, de modo que b~2a es la misma palabra que (b~1)%a.

Llamaremos palabra inversa de la palabra W dada en (1.5 (y la denotaremos por W 1)
a la palabra

JARREES Pl

1

donde si f, es a 6 a~! entonces f, ! denota a=! 6 a, respectivamente, y andlogamente en

caso de que f, sea uno de los simbolos b 6 b~%, ¢ 6 ¢!, ..

Por ejemplo, la palabra inversa de la palabra es cbb~lala™!, y la palabra inversa
de la palabra (1.7) es cata=!.

Por otra parte, diremos que la palabra inversa de la palabra vacia es ella misma, es decir,
1=t=1

Es claro que LW =) = L(W) y que (W=1)~t =W,

Si W es la palabra fifo--- f, y U es la palabra f{f--- f/ . definimos el producto de W
y U (y lo denotaremos WU) como la palabra construida mediante yuxtaposicion de Wy
U, es decir, fifa--- fufifs--+ [}, Por ejemplo, si W es la palabra y U = bc?, entonces
WU = a?’bb~te b y UW = bc?a?bb~tc™!. En este ejemplo se observa claramente que
el producto de palabras no es conmutativo en general. Por otra parte, es claro a partir de
la definicion que L(WU) = L(W) + L(U), de modo que lo que si se cumple en general es
L(WU) = L(UW). También resulta obvio que (WU)~t = U~tW L.

Es importante destacar que el conjunto de palabras en los simbolos a, b, ¢, ... con la ley de
yuxtaposicion no forma un grupo pues no toda palabra tiene inverso (en el sentido de inverso
en un grupo). Serfa natural pensar que la palabra que hemos denotado W~! (y de hecho,
hemos llamado palabra inversa) es el inverso de W, pero esto no es cierto pues no se cumple
que WW=! = W~IW = 1 salvo que W sea la palabra vacia. Solo la palabra vacia tiene

inverso. Ello se debe a que, si W es una palabra tal que existe otra palabra U cumpliendo



WU = UW =1, entonces se tiene L(WU) = L(W) + L(U) = L(1) = 0; pero la longitud de
una palabra es siempre un nimero entero no negativo, de modo que L(W) = 0, es decir, W
es la palabra vacia.

Usaremos las palabras para representar, de manera formal, un producto de elementos en
un grupo. Dada una aplicacion « de un conjunto de simbolos X = {a,b,¢,...} en un grupo
G de tal manera que a(a) = g, a(b) = h, a(c) = k, ..., consideramos el conjunto X' tal
como lo definfamos anteriormente. Diremos entonces que (bajo «) a define g, b define h, ¢
define k, ..., a ! define g=', b~! define h™!, ¢! define k1, ...; méas aun, si W es la palabra
(L.5), entonces diremos que W define el elemento (denotado W (g, h,k,...)) de G dado por
el producto gi1gs - - - g, donde f, define g,. Diremos, ademés, que la palabra vacia 1 define el
elemento neutro 1 de G.

Claramente, si las palabras U y V definen los elementos p y ¢ de G, entonces U ! define
p~! y UV define pq.

Si todo elemento de G esté definido por una palabra en los simbolos a, b, ¢, . .. diremos que
a,b,c,... son simbolos generadores de G (bajo la aplicacion «) y que g, h, k, . .. son elementos
generadores de G. Si el contexto lo deja claro, nos referiremos a ambos indistintamente como
generadores de G. Por ejemplo, consideremos como antes G el 4-grupo de Klein formado
por las funciones x, —z,1/xz, —1/x donde la ley del grupo viene dada por la composiciéon de

aplicaciones. Y consideremos la aplicacion
ap :{a,b} - G
a— —x
b—1/x

Entonces la palabra a? define = (que es el elemento neutro de G) y la palabra ab define —1/x,

por tanto a, b son simbolos generadores de G (bajo aq). Sin embargo, a y b no son simbolos

generadores de G bajo la aplicacién ap dada por as(a) = z, as(b) = —=x.
En adelante supondremos que a, b, c, ... son simbolos generadores de G bajo una aplica-
cion a.

Una palabra R(a, b, c...) que define el elemento neutro en G se dira relator. Una ecuacion
de la forma R(a,b,c,...) = S(a,b,c,...) se dird relacion si RS™! es un relator, es decir, si
R y S definen el mismo elemento en G.

Las palabras 1, aa™!,a ta,bb= b7 1b, cc™!, ¢ lc. .. siempre son relatores. Los llamare-
mos relatores triviales.

Una palabra W se dira derivable de los relatores P,Q, R, ... si W se puede transformar

en la palabra vacia aplicando un nimero finito de veces las siguientes operaciones:

10



1. Insertar alguna de las palabras P,P~1,Q,Q ', R,R™',... o alguno de los relatores

triviales entre dos simbolos consecutivos de W, al principio de W o al final de W.

2. Eliminar las palabras P,P~1,Q,Q ', R,R™',... o un relator trivial en caso de que

forme un bloque de simbolos consecutivos en W.

Obviamente, si W es una palabra derivable de los relatores P, @, R, . . ., entonces la propia
palabra W es un relator, puesto que las operaciones 1. y 2. aplicadas a una palabra no cambian
el elemento del grupo que define la palabra y, como se alcanza la palabra vacia, W debe definir
el elemento neutro de G.

Habiendo definido lo que significa que una palabra sea derivable de unos relatores dados,
podemos dar la siguiente definicién:

Se dice que una relacion W =V es derivable de las relaciones P, = P, Q1 = Q2, R =
Ry, ... si la palabra WV ™! es derivable de los relatores P1P2_1, Q1Q2_1, Rle_l, ... Por
ejemplo, la relacion ab~! = a?ba es derivable de las relaciones a? = 1,b%> = 1,ab = ba pues
aplicando operaciones del tipo 1 y 2 obtenemos la siguiente secuencia de palabras, que alcanza
la palabra vacia: ab~ta b ta"2, ab?b ta b Lata "2, aba b a2, aba b7 1.

Si P,Q,R,... son relatores en GG y todo relator de G se puede derivar de P,Q, R, ...,
diremos que P, @, R, ... forman un conjunto completo de relatores de G en los generadores
a,b,c, ... bajo la aplicaciéon a. Si P,Q, R, ... es un conjunto completo de relatores para G

en los generadores a, b, ¢, ... entonces diremos que
{(a,b,c,...; P(a,b,c,...),Q(a,b,c,...),R(a,b,c,...),...)
es una presentacion de G y escribiremos
G = (a,b,c,...; P,Q,R,...).

Un grupo G se dir4 finitamente generado si existe una presentacion de GG con un ntmero
finito de generadores, finitamente relacionado si existe una presentacién con un conjunto
completo de relatores finito, y finitamente presentado si existe una presentacion de G con un
namero finito de generadores y un conjunto completo de relatores finito.

Aunque hemos definido las presentaciones de grupos de tal manera que en ellas aparezcan
generadores y relatores, también es frecuente encontrar presentaciones escritas de forma que
en ellas aparezcan generadores y relaciones, o bien generadores, relatores y relaciones. Por
ejemplo, la presentaciéon

(a,b;a®,b?, b aba)
también se puede escribir usando sélo relaciones en la forma

(a,b;a =1,0> = 1,0 tab = a™ 1)

11



o usando relatores y relaciones en la forma
(a,b;a3,b%, b~ tab = a™1).
Llegados a este punto, surgen de manera natural dos preguntas.

= ;Todo grupo posee alguna presentacion?

= Dada una presentacion cualquiera, jsiempre existe algiin grupo que se puede describir
mediante dicha presentacion? En caso afirmativo, jcuantos grupos (salvo isomorfismo)

hay que se puedan describir mediante dicha presentacién?

A continuacién nos centraremos en contestar ambas preguntas.

La respuesta a la primera pregunta es afirmativa, de hecho, dado cualquier grupo G
podemos tomar un simbolo generador diferente para cada uno de los elementos de G, y como
relaciones, todas las que se verifiquen en G.

Otra presentacion de G se obtiene a partir de su tabla de multiplicacion de la siguiente
manera: consideremos un simbolo generador diferente para cada uno de los elementos de G y
como relatores tomemos todas las palabras de longitud 3 de la forma abc™! donde el producto
en G del elemento definido por a y el elemento definido por b es el elemento definido por
c. Obviamente, tales palabras son relatores en G pues definen el elemento neutro. Ademas,
todo relator en G se puede derivar de los anteriores. En efecto, sea W el relator fifa... fy.
Podemos eliminar los exponentes negativos de W de la siguiente manera: supongamos que
aparece b~! en W, puesto que hay un simbolo generador (por ejemplo, c) tal que define el
mismo elemento que b~!, entonces la palabra bce™! es uno de los relatores que consideramos
en la presentacion (e es el simbolo que define el elemento neutro). Insertemos bce™! a la
derecha de b~! y eliminemos el relator trivial 5='b obteniendo ce~!. Ahora, insertemos a la
derecha de ce™! el relator eee™! y eliminemos los relatores triviales e "'e y ee~!, obteniendo
c. Repitiendo este procedimiento tantas veces como sea necesario, podemos eliminar todos
los exponentes negativos en W. A continuacién, vamos a reducir la longitud de W. Sia y d

1 ¢ insertemos a la derecha de d el

son simbolos consecutivos en W, busquemos el relator adq™
relator trivial ¢~ ¢, eliminando a continuacién el relator adg™!, de manera que obtenemos q.
Repitiendo este procedimiento llegaremos a reducir la longitud de W hasta un tinico simbolo,
que (puesto que ha de definir el elemento neutro) ha de ser e. Insertando el relator trivial
ee! ala derecha de e y eliminado eee™! obtenemos la palabra vacia, es decir, el relator W
es derivable de los relatores que hemos considerado en la presentaciéon, de manera que éstos

constituyen un conjunto completo de relatores.

12



A partir de la presentaciéon derivada de la tabla de multiplicacién resulta obvio que todo
grupo finito es finitamente presentado. No obstante, esta presentacion suele contener mucha
informacién redundante.

Respecto a la segunda cuestion, veamos que, dada una presentacién, siempre existe un
grupo que se describe por ella y, ademés, es tnico salvo isomorfismo.

Dada una presentacion

(a,byc,...; P,Q,R,...)

buscamos construir un grupo descrito por dicha presentacién. Para ello introducimos la si-
guiente relacion de equivalencia: dos palabras Wi y Ws se diran equivalentes (y se denotaréa
W1 ~ Wa) si las siguientes operaciones, aplicadas un nimero finito de veces, transforman W,
en Ws.

1. Insertar una de las palabras P,P~1,Q,Q~ ', R,R™!,... o uno de los relatores triviales

entre dos simbolos consecutivos de W7y, al principio de Wi o al final de W7j.

2. Eliminar una de las palabras P, P~ Q,Q "', R, R~!,... o uno de los relatores triviales

en caso de que formen un bloque de simbolos consecutivos en Wj.
La relaciéon ~ es de equivalencia.

» Esreflexiva (W ~ W), pues W puede transformarse en ella misma insertando la palabra

vacia, que es un relator trivial.

» Es simétrica (W7 ~ Ws implica Wy ~ W7), pues las operaciones que se llevan a cabo

para transformar W7 en W5 se pueden realizar a la inversa para transformar W5 en Wj.

» Es transitiva (W ~ Wy y Wy ~ W3 implica Wi ~ W3), pues W se puede transformar
en Wy v después ésta en W3 en un namero finito de pasos, lo que permite transformar

W1 en W3 en un namero finito de pasos.

Ademas, se cumple que
W1 ~ W2 y W3 ~ W4 implica W1W3 ~ W2W4 (1.8)

ya que primero podemos transformar WiWs en WoW3 y despues ésta en WoWj.
La clase de equivalencia de una palabra W se denotara {W}. Definimos el producto de

clases de la siguiente manera:

(W H{Wa} = {W1Wa} (1.9)

Esta ley esta bien definida en el conjunto cociente gracias a (|1.8)).
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A continuacién, probaremos que el conjunto de clases de equivalencia bajo esta relacién
con la ley de multiplicacion (1.9) es el grupo (tnico salvo isomorfismo) definido por la pre-
sentacion (a,b,c,...; P,Q,R,...).

Teorema 1.1.1 El conjunto G de clases de equivalencia de palabras en a,b,c,... bajo la

relaciéon ~ es un grupo con el producto definido en . Més aun, bajo la aplicacién
a— {a},b— {b},c— {c},... (1.10)
G tiene la presentacion
(a,bye,...; P(a,b,c,...),Q(a,b,c,...),R(a,byc,...),...). (1.11)

Ademas, si G’ es un grupo con la presentacion (|1.11)), entonces G’ es isomorfo a G.
Demostracion: Veamos primero que G es un grupo.

La ley en G es asociativa por serlo la yuxtaposicion de palabras:
(Wi {Wa){Ws} = (Wi Wa l{Ws} = {(W1W2) W3} =

= {W1(WoW3)} = {Wi {Wa W5} = {Wi }({W2 H{W3}).

La clase {1} es el elemento neutro en G por (|1.9).

El inverso de la clase {W} es la clase {W =1}, es decir,
Wyt ={w™ (1.12)

ya que {WHW ™1} = {WW =1} y mediante eliminacién de relatores triviales WW ! puede
transformarse en la palabra vacia, es decir, WW~! ~ 1, de modo que {WW -1} = {1}.
Anélogamente, {W '} {W} = {1}, por tanto todo elemento de G tiene inverso.

Una vez visto que G es un grupo, veamos que tiene la presentaciéon bajo la aplicaciéon
(1.10). Primero probemos que a,b,c,... son generadores de G. Gracias a y ,

tenemos
W({a}, {0}, {ch-..) = (W(ab,c,... ) (1.13)
Asi, bajo (1.10]), la palabra W (a, b, c, . .. ) define la clase {W (a, b, ¢,...)} y, por tanto, a, b, c, . ..

son simbolos generadores de G.

Probemos ahora que P, @, R, ... es un conjunto completo de relatores para G. La clase
definida por P(a,b,c,...) bajo (1.10) es, por (L.13), la clase {P(a,b,c,...)}. Pero por elimi-
nacion de P, P se puede transformar en la palabra vacia, luego P ~ 1y {P} = {1}, el ele-
mento neutro de G. Por tanto, haciendo lo mismo para @, R, ..., obtenemos que P,Q, R, ...

son relatores. Supongamos ahora que S(a,b,c,...) es cualquier relator en G. Entonces, por
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(1.13)), S define la clase {S(a,b,c,...)}, que debe ser {1}. Por tanto, S ~ 1, luego S se puede
transformar en la palabra vacia mediante las operaciones 1 y 2. Luego S es derivable de los
relatores P,Q, R, .... Por tanto, P,Q, R, ... forman un conjunto completo de relatores para
G.

Soélo nos falta probar la tltima afirmaciéon del teorema. Supongamos que G’ tiene la
presentacion ((1.11)) bajo la aplicacion

a—g,b—=h,c—k,. ..
Probaremos que la aplicacién
{W(a,b,c,...)} = W(d, b, K, ...) (1.14)

es un isomorfismo de G en G'.

Veamos primero que la aplicacion (|1.14) estd bien definida, es decir, que si Wi ~ Wa
entonces Wiy (g', W/, k', ...) = Wal(g',I',K',...). Pero si Wi ~ Wo, entonces W1 W, ! se puede
transformar en W2W2_1 y después en la palabra vacia mediante las operaciones 1 y 2. Por
tanto, Wﬂ/VQ_l es derivable de P,Q,R,... y por tanto es un relator en G’, de modo que
Wh(g' W K, ...) =Wa(d' W, K, ...).

A continuacion, probaremos que la aplicacion es biyectiva. Es suprayectiva puesto que
a,b,c, ... son generadores de G'. Para ver que es inyectiva supongamos que Wy (¢', b/, k',...) =
Wa(g', B/, K, ...). Entonces Wi W, ! es un relator en G’ y, como G’ tiene la presentacion ,
Wiy ! es derivable de P, Q, R, ... Por tanto, W1W2_1 se puede transformar en la palabra
vacia mediante las operaciones 1 y 2, luego W7 se puede transformar en Wy W{lWQ y luego
en Wy mediante las operaciones 1y 2. Asi, Wi ~ Wy y la aplicacion es inyectiva.

Finalmente, es un homomorfismo gracias a y porque el elemento definido por
W1Ws es el producto de los elementos definidos por W1 y por Wa. O

Observaciéon 1.1.2 Para cada presentacion P hemos construido un modelo concreto de un
grupo con la presentacion P. Este modelo concreto es el grupo de las clases de equivalencia

de palabras y lo denotaremos G(P).

Corolario 1.1.3 Cualesquiera dos grupos con la presentacion son isomorfos bajo el
isomorfismo obvio.

Demostracion: Ambos son isomorfos al grupo de clases de equivalencia del teorema
bajo el isomorfismo obvio. De hecho, si G', G” son grupos con la presentacion (|1.11))
bajo las aplicaciones

a—g,b—=h,c—K,. ..
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a—g"b—=h'c—k' ...
respectivamente, entonces un isomorfismo entre ellos viene dado explicitamente por
W(g b K,...) = W(g", B k", ...).

Notar que, ciertamente, todo elemento de G’ esta definido por una palabra W en los genera-
dores. 0

Observacion 1.1.4 SiP y P’ son dos presentaciones para un grupo G entonces G es isomorfo
a G(P)yaG(P'), luego existe un isomorfismo pp pr : G(P) — G(P’). Este isomorfismo hace
corresponder a cada generador en P una palabra en los generadores de P’. Y su isomorfismo
inverso asocia a cada generador de P’ una palabra en los generadores de P. Nétese que aqui

estamos identificando, por brevedad, la clase de una palabra con la palabra.

Corolario 1.1.5 Si ¢”,h”,k”,... son elementos de un grupo G” tales que
P 0" K" . ), Q" WK ), R(g WKL), (1.15)

son el elemento neutro en G”, entonces existe un homomorfismo del grupo de clases de
equivalencia G del teoremam (y, por tanto, de cualquier grupo con la presentacion (|1.11)))

en G".

Demostraciéon: La aplicacion
{W(a,b,c,...)} = W(g",h" K", ...) (1.16)

es un homomorfismo de G en G”.

Como cada elemento de es el neutro en G”, si Wi (a,b,c,...) se puede transformar
en Wa(a,b,c,...) mediante 1 y 2, entonces Wi (g”, b’ k", ...) y Wa(g",h" K" ...) son el
mismo elemento en G”. Por tanto, la aplicacion estd bien definida. Es homomorfismo

por la misma razon por la que (|1.14]) es homomorfismo. O
Corolario 1.1.6 Si G tiene la presentacion
(a,b,c,...; P,Q,R,...)
y G’ tiene la presentacion
(a,bye,...;P,Q,R,...,S,T,...)
entonces G’ es imagen homomorfa de G bajo el homomorfismo obvio.
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Demostraciéon: Supongamos a, b, ¢, ... definen ¢, ', k', ... respectivamente en G’. Como

P, Q,R,... son relatores, definen el neutro en G’, es decir,
Pl W K., Qg W K, ..),R(¢ WKL),
son el neutro de G’. De donde se sigue el resultado por el corolario [1.1.5] O

Para terminar esta seccién, vamos a probar un resultado que necesitaremos en el capitulo

3 cuando estudiemos grupos presentados con una tnica relacion.

Lema 1.1.7 Sea S1 C S, C--- C S, C ... una sucesion creciente de conjuntos de simbolos
ysea Ty C Ty C --- C T, C ... una sucesion creciente de conjuntos de palabras, donde
T, es un conjunto de palabras en los simbolos de S,,. Sea G,, = (S,;T,) y supongamos que
para cada n, el subgrupo de G, generado por los simbolos de S,_1 tiene la presentacion

o o
(Sn—1;Tn—1) bajo la aplicacion obvia. Entonces, si S = U Sn, T = U T,y G=(S;T), se

n=1 n=1

o0

tiene que el subgrupo de G generado por los simbolos de S, es Gy, y por tanto, G = U Gy.
n=1

Demostracion: Comencemos probando que el subgrupo de G generado por los simbolos

de S, es G,. En primer lugar, consideremos el grupo de clases de equivalencia G,, y, para
(n) (n)

cada clase de equivalencia C; " seleccionemos una palabra VVi(n) € C;’ de tal modo que
{I/Vi(n_l)}ie 1, ., C {Wi(n)}ie 1,,- Es decir, selecciono una palabra de cada clase de equivalencia
de tal forma que el conjunto de estos representantes contenga un sistema de representantes de
las clases de equivalencia de G,,—1. Esto lo podemos hacer pues si VVi(nfl) es un representante
de Ci(n_l) € G,_1, entonces Wl-(n_l) también lo puedo ver como una palabra en los simbolos
de S, y la tomo como representante de su clase en G,,. Ademés, dos representantes Wilnfl) #*
Wi(;’_l) en (,,_1 siguen representando clases distintas en G,,, pues si representasen la misma
clase Ci(n) en G, serian palabras equivalentes en G, luego también en G,,_1 (pues G, es,
por hipétesis, subgrupo de G,,) lo que conduce a una contradiccion.

Si denotamos W,, := {Wi(n)}ie 1, €l conjunto de la palabras representantes para G, en-
tonces claramente W,, forma un grupo bajo el producto adecuado: el producto de dos repre-
sentantes Wi(n) y I/Vj(n) es el representante W,gn) si y s6lo si la yuxtaposicion de Wi(n) y Wj(n)
)

pertenece a C,gn . Ademés, por como hemos tomado los representantes y por lo anterior, W, _1

es un subgrupo de W,,. También es claro que W,, = G,,.
o
Si W = U W, entonces S es un conjunto de simbolos generadores para W bajo la

n=1

aplicacién obvia pues todo g € W pertenece a algin W,, luego es un representante Wi(n) de

una clase de G, lo que implica que es una palabra en los simbolos de S,, C S.
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Ademas, los elementos de T' son relatores de W pues si U € T entonces por definicién
U € T, para algin n, de donde U define el neutro en G,, = W,, < W, luego U también define
el neutro en W.

Siuna palabra U en los simbolos de S es un relator en W, es una palabra en los simbolos de
algin S,, que define el neutro en W, luego también define el neutro en el subgrupo W,, =2 G,,
luego U es un relator en G, lo que implica que es derivable de las palabras en T;, y, por tanto,
de las palabras en T

Hemos probado que W tiene la presentacion (S;7T), y como G,, =2 W, < W = G se tiene

la primera parte del resultado.

o0 (o)

Probar ahora que G = U G, es inmediato pues por lo anterior U G, CG. Y, para ver
n=1 n=1

el otro contenido, dado g € G puedo representar g por una palabra W (a,) en los simbolos de

S. Como s6lo pueden intervenir en W una cantidad finita de sfmbolos de S existira un n tal
que todos ellos pertenezcan a S,,. Por tanto, g pertenecera al subgrupo de G generado por

los sfmbolos de S, que, por lo anterior, es Gy,. O

1.2. Las transformaciones de Tietze.

Un grupo puede tener muchas presentaciones. Por ejemplo, el grupo simétrico de grado
3, Ss3, tiene la presentacion

(a,b;a®,b?, ab = ba?)

bajo la aplicacion a — (1,2,3), b — (1,2). Pero también tiene la presentacion
(a,b;a3,b* ab=ba™')
bajo la misma aplicacién. Més aun, S3 también tiene la presentacion,
(c,d; %, d?, (cd)?)

bajo la aplicacion ¢ — (1,3), d — (2, 3).

Esto nos lleva a preguntarnos si existe algiin método para transformar una presentaciéon en
otra. Las transformaciones de Tietze dan respuesta a esta pregunta. Dada una presentacion
de un grupo G

(a,b,c,...;P,Q,R,...), (1.17)

cualquier otra presentacién se puede obtener de ella aplicando reiteradamente las siguientes
tranformaciones (llamadas transformaciones de Tietze):

(T1) Si las palabras S,T),... son derivables de P,Q, R, ... entonces anadir S,7T,... al

conjunto de relatores en ((1.17)).
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(T2) Si alguno de los relatores S, T, ... de entre los que aparecen en la presentacion (|1.17))
es derivable a partir de los otros, eliminar S, T, ... de la presentacion.

(T3) Si K, M,... son palabras en a,b,c, ..., anadir los simbolos z,y, ... a los simbolos
generadores en y anadir las relaciones x = K, y = M, ... al conjunto de relaciones de
(1.17)).

(T4) Si alguna de las relaciones que aparecen en esdelaformap=V,q=W,...
donde p, q, ... son generadores en y V,W,... son palabras en las que no aparecen los

genradores p, q, ..., entonces eliminar p, g, ... de los generadores, eliminar p =V, g =W, ...
de las relaciones y sustituir p,q,... por V, W, ... respectivamente, en las demaés relaciones de
(1.17)).

Una transformaciéon de Tietze se diré elemental si s6lo involucra la insercién o eliminacion
de un 1nico relator, o la insercién o eliminacién de un generador y la correspondiente relacion.

Aplicar una transformacion de Tietze a una presentacién no cambia el grupo definido por
esa presentacion. Si ((1.17) es una presentacion de G bajo la aplicacion a — g,b — h,c —
k, ..., entonces aplicar (T1) o (T2) a proporciona una presentacion de G bajo la misma
aplicacion. Aplicar (T3) a proporciona una presentacion de G bajo la aplicacion

a—g,b—>hc—k,....,v - K(g,h,k,...),y = M(g,h,k,...),... (1.18)

puesto que si N(a,b,c,...,x,y,...) es un relator en G bajo la aplicacion , entonces
usando las relaciones x = K, y = M, ..., la palabra N se puede transformar en una palabra
en la que sblo aparecen los simbolos a,b,c,... que es un relator bajo la aplicaciéon a —
g,b — h,c — k,..., y por tanto se puede derivar de P,@Q, R, ..., luego P,Q,R,...,x =
K,y =M,... es un conjunto completo de relaciones para G bajo . Finalmente, aplicar
(T4) a (1.17) proporciona una presentacion de G bajo la restriccion de la aplicaciéon a —
g,b— h,c — k,... alos generadores de (|1.17) que permanecen en la nueva presentacion, ya
que usando (T3) para insertar los generadores eliminados y sus correspondientes relaciones
llegamos de nuevo a (tras reemplazar V, W, ... por p,q, ... donde sea necesario usando
(T1) y (T2)) y, puesto que (T3) no cambia el grupo definido por la presentacion, tampoco lo
hace (T4).

Por otra parte, la transformaciéon inversa de una transformaciéon de Tietze es una se-
cuencia de transformaciones de Tietze. De hecho, la transformacién inversa de una trans-
formacion (T1) es una transformacion (T2), y viceversa. La transformacion inversa de una
transformacion (T3) es una transformacion (T4); y la transformacion inversa de (T4) es una
transformacion (T3) seguida de una (T1) y después una (T2).

Hemos visto que aplicar transformaciones de Tietze a una presentaciéon no cambia el grupo

definido por la presentacién. Mas aun, se puede probar que si tenemos un grupo dado por
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una determinada presentacion, cualquier otra presentacién para ese grupo se puede obtener
de la que teniamos aplicando reiteradamente transformaciones de Tietze, como probaremos

a continuacion.

Teorema 1.2.1 Dadas dos presentaciones de un grupo G,

<a1,a2,...;Rl(a,/),Rg(a,,),...>, (1.19)

(b1, b, .5 S1(bp), Saby), ... ), (1.20)

entonces (|1.20) se puede obtener a partir de (1.19)) mediante aplicaciéon reiterada de trans-
formaciones de Tietze.

Demostracion: Supongamos que es una presentaciéon de G bajo la aplicacion
ar — g1,a2 —> g2, - . .
y que lo es bajo la aplicacion
b1 — h1,by — ho, ...

Como g1, go2,... son elementos generadores de GG, podemos expresar hi, hs,... en términos

de 91,90, ...
h1 :Bl(gl,gg,...), h2 = Bg(gl,gg,...),...

Aplicando una transformacion (T3), anadimos los nuevos simbolos by, ba, ... alos simbolos
generadores de ([1.19)), y anadimos las relaciones

by = Bi(ay,a9,...), by = Bs(ai,as,...),...
obteniendo la presentacion
(a1,a2,...,b1,ba,...; Ri(ay,), Ra(ay),...b1 = Bi(ay),ba = Ba(ay),...) (1.21)
De hecho, G estéa presentado por bajo la aplicacién
a1 — g1,a2 —> go,...,b1 — h1,bo — ho, ... (1.22)

Puesto que Si(b1,be,...),S2(b1,ba,...),... son relatores bajo by — hi,ba — ha,...,
también lo son bajo (1.22)), de modo que mediante una transformacion (T1), podemos anadir
estos relatores a la presentacion dada por (1.21)), obteniendo:

<a1, as, ... ,bl, bg, e ;Rl(al,), RQ(al,), e b1 = Bl(a,,), bg = Bg(al,), ey Sl(bp,); Sg(bu), .. >
(1.23)
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que es una presentacion de G bajo (|1.22)).
Como hi, ha, ... son elementos generadores de G, podemos expresar g1, g2, - . . en términos
de hi, ha, ...
g1 = Ay(h1,ho,...), g2 = As(hi,ha,...),...

Asi, bajo la aplicacion ([1.22]) tenemos que
al = Al(bl,bg, e ), a9 = Ag(bl,bg, e ), e

son relaciones y, por tanto, derivables a partir de las relaciones en (|1.23), luego aplicando

(T1) podemos anadir estas relaciones a las relaciones de (1.23]), obteniendo la presentacion
<a1,a2, cen ,bl, bQ, ce ;Rl(a,,),Rg(a,,), cee b1 = Bl(al,), bg = Bg(a,,),

<y Sl(b,u.), Sg(bu), e, = Al(b#),ag = Ag(b“), .. > (124)

Observemos que ([1.24]) es simétrica, luego también podemos obtener a partir de
(1.20) mediante transformaciones de Tietze, de modo que aplicando las inversas de dichas
transformaciones de Tietze podemos obtener a partir de ([1.24)). Pero la transformacion
inversa de una tranformaciéon de Tietze es una secuencia de transformaciones de Tietze, y

por tanto podemos obtener ([1.20]) a partir de ([1.19)) mediante transformaciones de Tietze. [J

Corolario 1.2.2 Si las presentaciones (1.19) y (1.20)) del teorema son finitas, entonces
(1.19) se puede transformar en ((1.20) mediante una secuencia finita de transformaciones

elementales de Tietze.

Demostracion: Si las presentaciones y (1.20) son finitas, entonces los generadores
y las relaciones que se aniaden en el teorema para obtener son una cantidad finita, y se
pueden anadir de uno en uno mediante transformaciones elementales de Tietze. De manera
analoga, se puede obtener de mediante un naimero finito de transformaciones

elementales de Tietze. O

1.3. Grupos libres.
El objetivo de esta seccién es introducir el concepto de grupo libre.

Definicion 1.3.1 El grupo libre F,, en n generadores libres x1,...,x, es el grupo con ge-
neradores x1,...,%, y donde el vacio forma un conjunto completo de relaciones. Es decir,

Fn: <$17"'75L‘n>'
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Del corolario[I.1.6]se sigue que cualquier grupo G con n generadores es imagen homomorfa
de F,,.

Una palabra en los simbolos zi,...,x, se dice reducida si en ella los simbolos z¢, z, ¢
(e =+1;v =1,2,...,n) no aparecen consecutivos. Por ejemplo, la palabra x%:ﬁg ! es reducida

224 no lo es.

pero la palabra m?x;

Una palabra se dice ciclicamente reducida si es reducida y no le ocurre que empieza
por z¢ y termina por z, ¢ (e = £1;v = 1,2,...,n), equivalentemente, una palabra se dice
ciclicamente reducida si ella y todas sus permutaciones ciclicas son reducidas. Por ejemplo,
la palabra 22x3 ' es ciclicamente reducida pero la palabra 22x3 27! no lo es.

Dos palabras Wi(z,) y Wa(z,) se dicen libremente iguales (y se denota W; ~ W)
si determinan el mismo elemento de Fj,, el grupo libre en x1,...,z, , es decir, si Wy se
puede transformar en Ws mediante insercion y eliminacion de relatores triviales. Por ejemplo,

2x1_1 ~ :1}1562$1_1.

xlx%x; 13:%35:.:

Claramente, cualquier palabra es libremente igual a una palabra reducida (basta eliminar
relatores triviales). Sin embargo, la eliminacion de relatores triviales puede llevarse a cabo
de diversas maneras, por lo que no resulta obvio que la palabra reducida que se obtiene sera
siempre la misma, independientemente del procedimiento que se utilice. Esto se establece en

el siguiente teorema.

Teorema 1.3.2 Todo elemento del grupo libre F;, en los generadores libres x1,...,x, esta
definido por una tnica palabra reducida, es decir, toda palabra en x1,...,x, es libremente
igual a una tnica palabra reducida.

Demostracion: Sea p el siguiente proceso para reducir libremente una palabra:

p(1) =1, p(zf) =2, (e==xL;v=1,2,...,n)

ysip(U) =afh ...t (i ==+l =1,2,...,n) entonces

m Mg .€ ;
(U Ty - Tpbwy, Siopg F V0N £ —€
v
m Mq—1 : _ _
Ty Tk Sl =V Y g = —€

Entonces p verifica las siguientes propiedades:

. p(W) es reducida

p(W) =W

. Si V es reducida entonces p(V) =V

- p(W1 - Wa) = p(p(W1) - W)

pWaiw, ) =p(W),(e=xLv=12,...,n)

. p(Wl(L’,E/.Z';EWQ) = p(W1W2)7 (6 = :l:l, V= 17 27 cety TL)

Las propiedades 1, 2 y 5 se siguen de la definicién de p por induccién en la longitud de

S Ot s W N

W, la propiedad 3 se sigue por induccién en la longitud de V', mientras que 4 se sigue por

induccién en la longitud de Wy. La propiedad 6 es consecuencia de 4 y 5.
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Probaremos ahora que si dos palabras son libremente iguales, el proceso p aplicado sobre
cada una de ellas da el mismo resultado. En efecto, si U ~ T entonces existen palabras
Uy, ..., Ugtalesque Uy = U, Uy =T y U;41 se obtenga de U; por inserciéon o eliminaciéon de un
tnico relator de la forma x5z, ¢, (e = £1;v = 1,2,...,n). Entonces, por 6, p(U;+1) = p(U;),
luego p(U) = p(T).

Finalmente, veremos que cualquier forma de reducir libremente una palabra U da como
resultado p(U). Si U ~ V con V reducida, entonces por lo anterior y 3, se obtiene que
p(U) = p(V) = V. Por tanto, toda palabra U es libremente igual a una tnica palabra
reducida: p(U). O

Corolario 1.3.3 Si F), es el grupo libre en los generadores libres 1, ..., x,, entonces todo
elemento no trivial tiene orden infinito.

Demostracion: Sea W = zj! .. xf,’; (e, = £1;v; = 1,2,...,n) una palabra reducida
que define un elemento de F,, distinto del neutro. Si W es también ciclicamente reducida,

entonces vy # v, 6 €1 # —¢p. Por tanto, si k es un entero positivo,

€ €

donde el lado derecho de esta igualdad esta formado por k factores, cada uno de ellos igual
a W. Necesariamente W es entonces reducida y no es la palabra vacia. Por tanto, W¥ no
puede definir el elemento neutro ya que la palabra vacia define el neutro y en virtud del
teorema [I.3.2] no hay ninguna otra palabra reducida que pueda hacerlo. En consecuencia, W
tiene orden infinito.

Por otra parte, si W no es ciclicamente reducida, entonces podemos expresar W de la
forma:

_ €1 €r .11 Mg . —€r —€1
W=uap...aya)l o xpx,™ ... xy,

donde py # pg 6 m # —ng (ei,nj = v, 05 = 1,2,...,n), luego W = UVU ! con U =

Gz, V=all ...zl yV es ciclicamente reducida y no vacfa. Como V es ciclicamente

125 S 74

x
reducida, V' define (por el caso anterior) un elemento de F,, de orden infinito. Por tanto W,

que define un conjugado de este elemento, también define un elemento de orden infinito. [

El teorema [1.3.2] nos permite dar otra definicion de grupo libre, pues podemos definir
el grupo libre F;,, como el conjunto de palabras reducidas en x1,...,x, con el producto de
palabras definido mediante la yuxtaposiciéon y posterior reduccion hasta lograr una palabra
reducida.

Del mismo modo que hemos introducido un método para reducir libremente una palabra,
daremos ahora un procedimiento o que asocia a cada palabra una palabra ciclicamente redu-

cida. Hay que tener en cuenta que p transformaba cada palabra en otra reducida que definia
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el mismo elemento; sin embargo, o(W) y W no definiran necesariamente el mismo elemento
sino elementos conjugados.

Definimos ¢ para palabras reducidas de la siguiente manera:

o(l)=1,0(z) =25 (e=+Lv=1,2,...,n)

o(xtUx)) = a5Ux), siv#po6e#—n

o(xUz)) =0o(U) siv=pye=—n

donde €,n = +1;v,u = 1,2,...,n. Finalmente, para una palabra cualquiera (no necesa-
riamente reducida) o se define del siguiente modo: (W) = a(p(W)).

Por ejemplo, a(xlmzx;;xglajgxlxglwl—l) = a(aclx%xlx;lml_l) = a(fc%xlxz_l) = o(xqwy) =
Tox1

A partir de la definiciéon de o se obtiene por induccion en la longitud de W que o(W) es

ciclicamente reducida y que W'y o(W) definen elementos conjugados de F,.

Teorema 1.3.4 Si F), es el grupo libre en los generadores libres x1, ..., z,, entonces Wi(x,)
y Wa(z,) definen elementos conjugados de F), si y solo si o(W7) es una permutacion ciclica
de o(W3).

Demostracion: Supongamos primero que o(W2) es una permutacion ciclica de o(W7).

— €1 €s p.€s+1 €p
o(Wh) =ay, .. apaptt . oay,

— p€st1 €p €1 €s
o(Wa) =apth . aga, .. ap

donde ¢; = +1, v; = 1,...,n. Entonces o(W;) = Ko(W2)K ! donde K = zf! ... 25 . Como
o(W1) y Wy y también o(Ws) y Wy definen elementos conjugados de F,, se sigue que Wy y
Wy definen elementos conjugados de Fi,.

Supongamos ahora que W7 y Wy definen elementos conjugados de Fi,, es decir, W7 ~
TWoT~1. Veamos que o(W;) y o(Ws) son permutaciones ciclicas la una de la otra. Como
p(W1) = p(TWoT~1), se sigue que

o(W1) = a(p(Wh)) = o(p(TW2T ™)) = o(TW2T ™)

luego basta probar que o(TW2T 1) es una permutacién ciclica de o(Ws). Lo haremos por
induccién en la longitud de T'.

SiT =z cone==£l,v=1,...,n, debemos comparar o(z,Wax, ) con o(Ws). Ahora
bien, o(Wa) = o(p(W2)), y ademas, z{Wax, ¢ ~ x5 p(Ws)z, ¢, de donde o(zWax,€) =
o(p(xiWaz,€)) = o(p(ztp(Wa)z;, €)). Supongamos que p(Ws) = a2} ...x5 con ¢ = =£1,

21 [Z8

v; = 1,...,n, entonces para calcular p(zf,p(W2)z,€) = p(zfxf} ... 2"z, ) vamos a considerar

cuatro casos.

24



Caso 1: No tiene lugar ninguna eliminacién de relatores triviales, es decir, v # v; 0 € #

—€1, YV # Ur 0 € # €. Entonces p(zy,p(Wa)x, €) = xfast ... a5 2, €. Por tanto, oz, Waz ) =

v
o(xpxyt .. .xpx, ) =0zt . ..x) = o(p(Wa)) = a(Wa).
Caso 2: Hay eliminacion de relatores triviales al principio y final de la palabra, es decir,
V=11 =1, €= —€e = 6. Entonces p(z5p(Wa)z,€) = 22 ...ay ).

Asi, en este caso, o (x5 Waa, €) = (22 ... x,,_} ). Pero, por otra parte, o(Ws) = o(p(W2)) =
€Ep—

— €Ep— * 2 —
o(xg e . ayx, ) =o(x? ... x,"}), luego también en este caso se cumple que o (xg,Wox,,©)

= o(Ws).

Caso 3: Soélo se produce cancelacién en el extremo izquierdo, es decir, v = 11 v € = —e€q,
€ —€\ — €2 €r 1€l €1 p€2 €
pero v # v 0 € # €. Entonces p(zyp(Wa)x,) = z2 ... 2725}, Como iz ...a5 y
xy2 ... xy x} son ambas reducidas, son las dos ciclicamente reducidas. Por tanto,
€ —€\ _ €2 €r n€1) — €2 €r n€1
o(x W, ©) = o(x,2 ... 2} ) = 22 ... 2 x))

o(Wy) =a(p(W2)) = o(ala2 ...ay) = a2 .. ayr

En este caso, o(xWax, ¢) es una permutacion ciclica de o(Ws).
Caso 4: Soélo se produce cancelaciéon en el extremo derecho, es decir, v # v1 0 € # —eq,

_ _ € —€\ _ .€r €1 €r—1 ¢
pero v = v, y € = ¢.. Entonces p(z;,p(W2)z, ) = x5 25t ... 20,7 . Asi,

€ —€\ __ €r €1 €r—1\ _ .€r €1 €r_1
o(x;,Wazx,©) = 0(3:1,’;95,/1 .. .x,]Tfl) =z, T

que es una permutacion ciclica de

o(Wa) =a(p(Ws)) =o(zt ...atar) =t oo a—tasr

v1 CVp 1 Vr vyttt U1 p

Por tanto, en cada uno de los cuatro casos o(z{Waz, ) es una permutacion ciclica de
o(W3). Esto prueba que o(TW2T~!) es una permutacién ciclica de o(Ws) cuando T tiene
longitud 1.

Supongéamoslo probado para longitud n y supongamos que 7" tiene longitud n+ 1. T sera
de la forma T = 25K con K de longitud n. Por hipétesis de induccion, o(KW2K 1) es una
permutacién ciclica de o(Ws). Pero por el caso n = 1, o(25, K Wo K ~'x;,€) es una permutacion

ciclica de o(KW2K 1), luego también es una permutacion ciclica de o(Ws). O

1.4. Los problemas de Dehn.

Hemos probado que cualquier presentacién que podamos imaginar, sin importar cuéntas
ni cudn complicadas puedan ser las relaciones, define un tnico grupo salvo isomorfismo. No
obstante, no es sencillo en general conocer propiedades de dicho grupo, por ejemplo, si es

finito, abeliano, ...
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En realidad, ni siquiera es ficil en general saber cudndo dos palabras definen el mismo
elemento o, formulando el problema de manera equivalente, cudndo una palabra define el
elemento neutro. Estos dos problemas son, ciertamente, equivalentes, pues Wi define el mismo
elemento que Wy si y solo si W1 W, ! define el elemento neutro.

Este es uno de los tres problemas que se conocen con el nombre de problemas de Dehn,
y que se plantean, para un grupo G definido por medio de una presentacion, de la siguiente

manera:

= Problema de la palabra: Dada una palabra cualquiera W en los generadores, decidir en

un namero finito de pasos si W define el elemento neutro de G o no.

= Problema de la conjugacion: Dadas dos palabras cualesquiera Wi y W en los genera-
dores, decidir en un ntmero finito de pasos, si W7 y Ws definen elementos conjugados

en G o no.

» Problema del isomorfismo: Dado un grupo G’ cualquiera definido por medio de otra

presentacion, decidir en un ntmero finito de pasos, si G es isomorfo a G’ o no.

El problema de la palabra ha sido resuelto para ciertos tipos de presentaciones, por
ejemplo, presentaciones en las que aparece un tnico relator (ver seccion o ninguno (ver
seccion o presentaciones construidas de manera sencilla a partir de presentaciones para
las que el problema de la palabra es resoluble (ver seccion .

Hay que destacar que la solucién a los problemas de Dehn esta basada siempre en una
presentacion especifica del grupo. Sin embargo, es habitual hablar de los problemas de Dehn
para un grupo, sin especificar qué presentacidon concreta del grupo se esté considerando,
entendiendo que se toma una presentaciéon “estandar” para el grupo, por ejemplo, el grupo
libre en n generadores tiene la presentacion “estandar” {(aq, ..., a,). Por ello, cuando hablemos,
por ejemplo, del problema de la palabra para grupos libres o para grupos dados por una tnica
relacion, estaremos sobreentendiendo que el grupo esta presentado en términos de generadores
libres o en términos de generadores y una tnica relacion, respectivamente.

Para grupos libres (presentados mediante generadores libres) se conoce la solucion al
problema de la palabra gracias al teorema De hecho:

Corolario 1.4.1 Si F,, es el grupo libre en los generadores libres x1,...,x,, entonces el
problema de la palabra tiene solucién.

Demostracion: Para decidir si una palabra dada W (x1,...,z,) define el neutro de F,
basta reducir libremente W usando p. W define la identidad de F,, si y solo si p(W) es la

palabra vacia. O
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3,.—2

Es decir, si F;, es el grupo libre en los generadores libres z1,...,z,, la palabra xiz5x5
no define el elemento neutro pues si la reducimos libremente obtenemos x1x2, que no es la

122 si define el neutro de F,, pues al reducirla

palabra vacia. En cambio, la palabra foxgzg
libremente obtenermos la palabra vacia. De este modo, una palabra que ya es reducida definira
el neutro si y sélo si es la palabra vacia.

En este caso, no solamente hemos resuelto el problema de la palabra para grupos libres
dados por generadores libres sino que la solucién que hemos obtenido es particularmente
sencilla.

Sin embargo, existen grupos finitamente presentados para los que no existe un proce-
dimiento general y efectivo para decidir si una palabra cualquiera W en los generadores
representa el elemento neutro del grupo o no. De hecho, el problema de la palabra adquirié
fama cuando Novikov y, de forma independiente, Boone y Britton probaron que no es reso-
luble en general. Primero Rabin, y después Baumslag, Boone y B. H. Neumann, utilizaron
el descubrimiento de Novikov para probar que practicamente todos los problemas relativos
a grupos finitamente presentados no son resolubles en general, incluyendo los problemas de
decidir si un grupo en trivial, finito, libre, nilpotente o simple.

La solucion al problema de la palabra para una presentacion finita de un grupo G nos
proporciona una forma canonica de expresar los elementos de G. (Formalmente, una forma
candnica es una aplicaciéon F' del conjunto de las palabras en los generadores en si mismo
cumpliendo que dos palabras son equivalentes si y sélo si sus iméagenes por F' coinciden). Es
decir, la solucién al problema de la palabra en grupos finitamente presentados nos permite
seleccionar un dnico representante para cada clase de equivalencia de palabras. También
nos permite dar la tabla de multiplicacién de estos representantes, es decir, podemos ver G
de la manera usual: como un conjunto de elementos distintos y su tabla de multiplicacion.

Supongamos que tenemos un grupo G con la presentaci()n finita
(al,ag,...,an;Rl,Rg,...,Rm> (1.25)

y definimos una relacién de orden < en el conjunto de palabras en los simbolos a1, as, ..., a,
de la siguiente manera:
Si L(W7) < L(W3) entonces Wy < Wy

Si L(Wy) = L(W3) entonces se toma el convenio
—1 —1 -1
a1 <a; <az2<ay <...<ap<a,

y se ordenan Wy y Wy de acuerdo al primer término en que difieran segin lo anterior.
Asi, por ejemplo,

1 <a; <asay < agafll < ai’
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Dada una palabra W, es claro que s6lo hay una cantidad finita de palabras que la preceden,
pues éstas han de tener longitud menor o igual que L(W) y s6lo hay una cantidad finita de
generadores en . Por tanto, cualquier conjunto no vacio de palabras tiene una palabra
“menor”. Tomemos como sistema de representantes S el conjunto de palabras “menores”, una
por cada clase de equivalencia.

Si el problema de la palabra es resoluble para ([1.25]), podemos encontrar de forma cons-
tructiva el representante de cualquier palabra W. Para ello, primero enumeramos todas las
palabras W; que preceden W (y que seran una cantidad finita). Usemos la solucién al proble-
ma de la palabra para ver cuéles de estos W; definen el mismo elemento que W, y finalmente
seleccionemos el menor de tales W;.

Ademés, dados dos representantes U,V en S, para encontrar el producto de U y V en §
sOlo hay que encontrar el representante de UV en S segtun el método anterior. Por tanto, S
forma, con este producto, un grupo isomorfo a GG, lo que nos permite ver G como un conjunto
de representantes canénicos bajo esta regla de multiplicacion.

Reciprocamente, dado ([1.25)), si podemos obtener un conjunto de palabras S tal que toda
palabra sea equivalente a una de las de S y ningin par de palabras en .S sean equivalentes,
y si tenemos un procedimiento constructivo para decidir en un ntmero finito de pasos cuél
es la palabra de S equivalente a una palabra dada W, entonces el problema de la palabra
en es resoluble. Dada una palabra W, basta calcular en un ntimero finito de pasos la
palabra en S equivalente a W y la palabra en S equivalente a la palabra vacia. Entonces W
define el neutro en G si y s6lo si ambas palabras de S coinciden.

El problema de la conjugacion es atin mas dificil que el problema de la palabra. De hecho,
incluye al problema de la palabra como caso particular, pues resolver el problema de la
conjugacion tomando una de las palabras igual a la palabra vacia es precisamente resolver
el problema de la palabra. Por tanto, los grupos para los que esta resuelto el problema de
la conjugacién son grupos para los que también esta resuelto el problema de la palabra, por
ejemplo grupos libres presentados en términos de generadores libres (ver seccion . En
cambio, hay algunos tipos de presentaciones para las que se ha resuelto el problema de la
palabra pero no el de la conjugacion, por ejemplo presentaciones en las que aparece una tnica
relacion.

Hasta el momento, se ha podido resolver el problema de la conjugacién para grupos libres
dados por generadores libres. La soluciéon esta recogida en el teorema que nos dice
que dos palabras en los generadores libres x1,...,x, definen elementos conjugados en Fj,
si y s6lo si sus correspondientes reducciones ciclicas son permutaciones ciclicas la una de la
otra. Por ejemplo, las palabras W; = .T1$2$3$3_1x2$11‘2_1$1_1 y Wy = x122 definen elementos

conjugados en F, pues o(W7) = x9z1 es una permutacion ciclica de o(Wa) = x1x9.
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Hay que destacar que las soluciones que hemos dado a los problemas de la palabra y de la
conjugaciéon para grupos libres son validas solamente cuando el grupo libre esta presentado
en términos de generadores libres. Ciertamente, un grupo libre se puede presentar también
usando un conjuto completo de relaciones no vacio, por ejemplo el grupo (a, b, c; ab=2) es un
grupo libre en los generadores libres b y ¢ (basta usar una transformacion de Tietze T4).

El problema del isomorfismo es el mas dificil de los tres problemas de Dehn. De hecho,
ni siquiera existe un procedimiento general y efectivo para decidir si un grupo finitamente
presentado es trivial. El problema del isomorfismo si se puede resolver en algunos casos
especiales. Por ejemplo, si las presentaciones de G y G’ carecen de relaciones, o si una de
las presentaciones no incluye relaciones y la otra sélo incluye una tinica relacién, entonces el
problema del isomorfismo se puede resolver. No obstante, si las dos presentaciones incluyen
un dnico relator cada una, entonces la solucién al problema es desconocida, pudiendo incluso
el problema no ser resoluble.

Si bien en un principio se podria pensar que el teorema [1.2.1] proporciona una soluciéon al
problema del isomorfismo, ésto no es cierto pues dicho teorema no da ningtn procedimiento
constructivo para decidir en un namero finito de pasos si una presentacién se puede obtener
a partir de otra mediante transformaciones de Tietze, simplemente afirma que cualquier
presentacion de G se puede obtener mediante transformaciones de Tietze a partir de cualquier

otra presentaciéon de G.

1.5. Grupos cociente.

En esta seccion estudiaremos como dar una presentacion de un cociente G/N si tenemos
una presentacion (a,b,c,...; P,Q,R,...) de G.

Diremos que N es el subgrupo normal de G generado por g, h, . .. sies el menor subgrupo
normal de G que contiene a g, h,... o, equivalentemente, si es la interseccién de todos los
subgrupos normales de G que contienen a g, h,.... También se dice que N es la clausura
normal de {g,h,...} en G. Esta definiciéon es equivalente a decir que N es el subgrupo de G
generado por g, h, ... y todos sus conjugados.

Supongamos G dado por la presentacion
(a,b,c,...; P,Q,R,...) (1.26)

Para dar una presentacion de G/N supondremos N expresado como subgrupo normal gene-
rado por ciertas palabras S(a,b,c,...),T(a,b,c,...),... (o mejor dicho, por los elementos

de G definidos por estas palabras). Se tiene entonces el siguiente resultado:
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Teorema 1.5.1 Supongamos que G esta presentado por (1.26]) bajo la aplicacion
a—g,b—>hc—k,... (1.27)

y sea N el subgrupo normal de G generado por S(g,h,k,...),T(g,h,k,...),... Entonces el

grupo cociente G/N tiene la presentacion
(a,b,c,...;P,Q,R,...,S,T,...) (1.28)

bajo la aplicacién
a— gN,b— hN,c— kN,... (1.29)

Demostracién: Bajo la aplicacion (1.29), la palabra W (a,b,c,...) define el elemento
W(gN,hN,kN,...) = W(g,h,k,...)N. Como (1.26) es una presentacion de G y N es el
subgrupo normal generado por S(g,h, k,...),T(g,h,k,...), ..., los elementos de G definidos
por P,Q,R,...,S,T,... pertenecen todos a N. Por tanto, P,Q, R,...,S,T,... son relatores

en G/N bajo (1.29), de modo que por el corolario (1.29) induce un homomorfismo de
[28) en G/N.
Como G esta generado por g, h,k,..., G/N esta generado por gN,hN,kN,... y por

tanto, el homomorfismo inducido por es suprayectivo.

Para ver que es inyectivo, supongamos que W (a,b,c,...) define el neutro en G/N bajo
(1.29). Entonces W(g, h, k, ... ) pertenece a N. Como N es el subgrupo normal de G generado
por S, T, ...

Wi(g, h,k,...) = VWU - U VU

donde los U; son elementos de Gy cada Vj; es una de las siguientes palabras: S, S~ T, 77!, ...,
Por tanto,
W(a,b,c,...) ~UhWAU - U VU

con respecto a la aplicacion (1.27) de G. Por tanto, W(a,b,c,...) se puede transformar en

ooy Lo U, V.U ! mediante inserciones y eliminaciones de P,Q, R, ... y de relatores
triviales. Pero U1V U, Lo U V.U~ I se puede transformar en la palabra vacia mediante
inserciones y eliminaciones de S, T, ... y de relatores triviales. De este modo, W (a,b,c,...) ~

1 en la presentacion ((1.28) y por tanto, el homomorfismo inducido por ([1.29) es inyectivo y
en consecuencia hemos visto que es un isomorfismo de ([1.28) en G/N. |

1.6. Una aproximacion alternativa al concepto de presentacion

de un grupo.
El teorema tiene como corolario inmediato el siguiente resultado:
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Corolario 1.6.1 Si F'esel grupo libreen a,b,c,... y N es el subgrupo normal de F' generado
por P(a,b,c,...),Q(a,b,c,...),R(a,b,c,...),..., entonces

F/N:(a,b,c,...;P,Q,R,...> (130)
]

Este resultado nos proporciona una manera alternativa de definir el concepto de presen-
tacion de un grupo. De hecho, definiendo primero grupo libre podemos tomar como
definicién de la presentacion .

En la presente seccién, se introducira esta aproximacion alternativa a los conceptos de
grupo libre y presentacion de un grupo. Comenzaremos definiendo grupo libre sin apoyarnos

en presentaciones de grupos.

Definiciéon 1.6.2 Dado un conjunto X, un grupo libre sobre X es un par (F,i) donde F
es un grupo e i : X — F es una aplicacion tal que para todo grupo G y toda aplicacion

f: X — G existe un tinico homomorfismo de grupos f : F — G tal que f = f 0.

Con la anterior definicién no es claro que exista grupo libre sobre cualquier conjunto X.
Daremos un esquema de la demostraciéon de existencia.

Si X = () entonces F es el grupo trivial. Si X # () elegiremos un conjunto X’ disjunto y
biyectivo con X. Elegimos una biyeccion X — X’ y denotaremos la imagen de z € X por 27!,
Como antes, decimos que una palabra es una secuencia finita aqas . ..a, donde a; € X U X’
y la palabra vacia la denotamos por 1. Una palabra se dira reducida si para todo z € X U X’

1o aparecen consecutivamente.

se cumple que z y =~

En particular, la palabra vacia 1 es reducida. Toda palabra no vacia y reducida es de la
forma z{* ... x5 conn > 1, x1,...,2, € X, ¢ = £1. Denotemos F(X) el conjunto de todas
las palabras reducidas en X. Podemos ver X C F(X) y tenemos la aplicacion ¢ : X — F
dada por z — z! = z.

Dos palabras reducidas x{'...z¢, y{*...yh" son iguales si y solo si n = m, x; = y;,
€; = m; para todo 1.

Ciertamente, la idea de palabra reducida es la misma que la introducida en la seccién [1.3]

Definimos ahora una ley en F(X). Dadas dos palabras reducidas el producto de am-
bas vendra dado por la yuxtaposiciéon transformada por p para obtener una nueva palabra
reducida. (Ver la definicion de p en la seccion .

Se puede probar que F(X) con el producto que hemos definido es un grupo y ademaés
verifica la propiedad de grupo libre sobre X. Luego siempre existe grupo libre sobre cualquier

conjunto. El conjunto X se dice sistema de generadores libres de F'(X).
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Ademas, como consecuencia de la definiciéon de grupo libre se obtiene también su unicidad
salvo isomorfismo.

Se puede probar que todo grupo G es imagen homomorfa de un grupo libre sobre un
conjunto X que genere G. Por tanto,G = F'/N donde G = (X), F es el grupo libre sobre X y
N es el nicleo del epimorfismo de F' en G que sabemos que existe. Luego, para determinar G
salvo isomorfismo s6lo necesitamos especificar X, F'y N. Pero F esta determinado por X salvo
isomorfismo. Y IV esta determinado por cualquier subconjunto que lo genere como subgrupo
normal de F. Asi, si P,Q,R,... son palabras en X = {a,b,c,...} que generan N como
subgrupo normal de F', entonces diremos que (a,b,c,...; P,Q, R, ...) es una presentacion de
G, donde eso significara que G es isomorfo al cociente del grupo libre en {a, b, c, ...} sobre el
subgrupo normal generado por las palabras P, @, R, . ... Esto nos da una manera alternativa
de llegar al mismo concepto de presentacién de un grupo que ya habiamos definido.

Por ultimo, se puede probar que si X,Y son conjuntos entonces F(X) = F(Y) si y solo
si X e Y tienen el mismo cardinal. Como consecuencia de ello podemos definir el rango de
un grupo libre F' como el cardinal de cualquier sistema de generadores libres de F'. Asi, dos
grupos libres son isomorfos si y s6lo si tienen el mismo rango. Esto resuelve el problema
del isomorfismo para grupos libres siempre y cuando estén presentados en términos de gene-
radores libres: bastara comprobar que los conjuntos de generadores libres tengan el mismo

cardinal.

1.7. Presentaciones de subgrupos.

Sea
G=(ai,...,an; Ry(ay),...) (1.31)

En la seccion estudiamos coémo presentar un cociente G/N de G. En esta seccion
veremos como presentar un subgrupo H de . Para presentar un cociente se necesitaban
palabras en los a, que generasen N como subgrupo normal de G. Para presentar H requeri-
remos palabras en los a, que generen H, y también un proceso que nos permita ‘reescribir”
una palabra en los a, que pertenezca a H en términos de los generadores de H.

Formalmente, si H esta generado por las palabras J;(a,), un proceso de reescritura para

H (con respecto a los generadores J;(a,)) es una aplicacion
7:U(ay) — V(si) (1.32)

de palabras U(a,) que definen elementos de H en palabras en los simbolos s; de tal manera

que las palabras U(a,) v V(Ji(ay)) definen el mismo elemento de H. El siguiente teorema
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establece como presentar un subgrupo H de G usando los simbolos generadores s; para los

elementos generadores J;(ay).

Teorema 1.7.1 Sea H un subgrupo del grupo G presentado en . Si Ji(a,) son ge-
neradores de H y 7 es un proceso de reescritura para H (con respecto a los generadores
Ji(ay)), entonces una presentacion de H bajo la aplicacion s; — J;(a,) se obtiene usando los
simbolos s; como simbolos generadores y las siguientes ecuaciones como conjunto completo

de relaciones:
S; = T(Ji(al,)) (1.33)

T(U) =1(U") (1.34)

donde U(ay,) y U*(a,) son palabras libremente iguales que definen elementos de H.
7(Uy - Uz) = 7(Ur)7(Us) (1.35)
donde Up(ay) y Us(a,) definen elementos de H
T(WR,W 1) =1 (1.36)

donde R, (a,) es uno de los relatores que aparecen en la presentacion (|1.31) y W es cualquier

palabra en los a,.

Se puede simplificar la presentacion del teorema eligiendo adecuadamente los gene-
radores y el proceso de reescritura. Tomaremos un transversal a derecha de G médulo H en el
que la clase H esté representada por la palabra vacia y denotaremos W (a,) el representante

de la clase de W (a,) en el transversal elegido.

Teorema 1.7.2 Usando la notaciéon anterior, H esta generado por las palabras

1

Ka, - Ka, (1.37)

donde K recorre los elementos del transversal y a, recorre los generadores de G.

Si bien, en general, un subgrupo de un grupo finitamente generado no es finitamente
generado, gracias al teorema anterior podemos dar una condicién suficiente para que ésto

ocurra.

Corolario 1.7.3 Si G es finitamente generado y H es un subgrupo de indice finito, entonces
H es finitamente generado.
Demostraciéon: Si G tiene n generadores y H tiene indice j, en (1.37) hay a lo sumo nj

generadores para H. [l
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Corolario 1.7.4 Si introducimos el simbolo generador sk ,, para el elemento de H defi-
nido por la palabra Ka, K al,_1 donde K recorre los elementos del transversal y a, reco-

rre los generadores de G y definimos la aplicacién 7 que lleva una palabra U de la forma

€1

ag} ...ay (¢, = £1) definiendo un elemento de H a la palabra
T(U) = 3%17%1 3%27%2 . S;maw (1.38)

donde Kj es el representante de la clase del segmento inicial de U que precede a a,; si€; =1,
y Kj es el representante de la clase del segmento inicial de U hasta a,jjl incluido si ¢; = —1,
entonces 7 es un proceso de reescritura para H.

Demostracion: Para probar que 7 es un proceso de reescritura, debemos probar que

) e — | .
sl 8K;,a,, ©8 reemplazado por Kja,, Kja,, ~ en (1.38) se obtiene una palabra en los a, que

define el mismo elemento de H que Ul(a,).

. o e . €4
Si denotamos W; al segmento inicial de U que precede a a/;, entonces

Kij=W;sie =1

K; = Wja;jl siej=—1

. ——1

o ., . . Ej - 6]' . €j
por definiciéon de K;. Por tanto, en cualquier caso, s K, es reemplazado por Wjay, Wjay, .
Pero entonces ((1.38)) se convierte en

— gl > ol o o1
€ € € € € €
Wiay: Whay, - Waaz Waayy ... Weay Weay,
que define el mismo elemento que Ul(a,). O

Un proceso de reescritura 7 obtenido a partir de una funcién de clases a derecha se
dice proceso de reescritura de Reidemeister. Como ejemplo de reescritura con un proceso de

Reidemeister, supongamos que a%az_ Las define un elemento de H. Entonces

-1

2

—1
T(ai161a9 a3) = S7 . Sagr.a1S—— S5 T
( 2 ) 1,a1°01,01 alagl,m a§a2 ,a3

Obsérvese que el calculo de 7(U) se puede llevar a cabo reemplazando cada simbolo af, por
el s-simbolo adecuado 5%7 -
Usando un proceso de reescritura de Reidemeister, la presentacién del teorema [1.7.1] se

puede simplificar en gran medida.

Teorema 1.7.5 Sea 7 el proceso de reescritura de Reidemeister dado por ([1.38)) para un
subgrupo H de un grupo G. Si G tiene la presentacion ([1.31]), entonces H tiene la presentacion

(SKays-- i SKay = T(Ka,Kay ),...,7(KR,K™Y),...) (1.39)
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bajo la aplicacion sk q, — Ka, K a,,fl donde K pertenece al transversal elegido, a, es uno
de los generadores de (1.31) y R, una de las relaciones en la presentacion (|1.31)).

A partir del teorema [1.7.5] se obtiene de forma inmediata el siguiente corolario:

Corolario 1.7.6 Si G es finitamente presentado y H es un subgrupo de indice finito, entonces

H es finitamente presentado. O

La presentacion lograda en [1.7.5] se puede simplificar ain més tomando un tipo especial
de transversales a derecha. Diremos que un transversal a derecha es de Schreier (o que es un
sistema de representantes de Schreier) si todo segmento inicial de un elemento del transversal
vuelve a pertenecer al transversal. Un proceso de reescritura de Reidemeister que usa un
sistema de Schreier se dice proceso de reescritura de Reidemeister-Schreier. Lo primero que
haremos seré garantizar que siempre existe sistema de Schreier. Es més, en el siguiente lema
encontraremos, para cualquier grupo G y cualquier subgrupo H de GG, un sistema de Schreier
minimal, es decir, un sistema de Schreier donde cada representante tiene una longitud que no

excede a la de ninguna de las palabras de su clase. No todo sistema de Schreier es minimal.

Lema 1.7.7 Sea G un grupo con la presentacion y sea H un subgrupo de G. Entonces
existe algun sistema de representantes de Schreier de G modulo H.

Demostraciéon: En esta demostracion usaremos el concepto de longitud de una clase,
que definiremos como la menor de las longitudes de los elementos de la clase.

Elegimos la palabra vacia como representante de H, la clase de longitud cero. Si S7 es una
clase de longitud uno, elegimos cualquier palabra de longitud 1 en S7 como representante.
Si Sy tiene longitud dos, seleccionemos una palabra b1by de longitud dos en Sy (b1 y b
son los generadores en o sus inversos). Pero biby esta en So pues su representante es
el mismo que el de bibe, y como by tiene longitud a lo sumo uno, b1by tiene longitud dos,
de modo que elegimos b1by como representante de S3. En general, suponiendo que hemos
elegido representantes para todas las clases de longitud menor que r, si S, es una clase de
longitud 7 y by ...b, es una palabra en S, elegimos by ...b,_1b, (que tiene longitud r) como
representante de .S,.. Por construccion se cumple que si eliminamos el tltimo simbolo de un
representante obtenemos otro representante, lo que garantiza que cualquier segmento inicial

de un representante es un representante. [l

Usando un proceso de reescritura de Reidemeister-Schreier, se pueden simplificar las re-
laciones (|1.33]) de la presentacion de H.
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Teorema 1.7.8 Sea G un grupo con la presentacion ((1.31)) y sea H un subgrupo de G. Si 7

es un proceso de reescritura de Reidemeister-Schreier. entonces H tiene la presentacion
(SK.ans -3 SMaxs -+ T(KR, K™, L) (1.40)

donde K es un representante de Schreier, a, es uno de los generadores de y R, una
de las relaciones en la presentacion , y M es un representante de Schreier y ay un
generador tales que

May ~ May (1.41)

Corolario 1.7.9 Un subgrupo de un grupo libre es libre.

Demostracion: Si G es un grupo libre, se puede presentar con un conjunto vacio de
relaciones. Por tanto, los relatores que aparecen en la presentacion seran solamente
algunos de los generadores del subgrupo. Usando una transformaciéon de Tietze para eliminar
los generadores que aparecen como relatores, junto con el correspondiente relator, resulta una
presentaciéon con un conjunto completo de relaciones que es vacio. Por tanto, el subgrupo es

libre. O

Veamos ahora un ejemplo ilustrativo que muestre cémo el uso de representantes de
Schreier simplifica la presentacion de subgrupos. Tomemos G = (x,y;22%,3%) v H = G'.
El conjunto Ty = {1,z,y, 2y, y%, yxy} es un transversal a derecha de G médulo H, pero no
es de Schreier puesto que yx es un segmento inicial de yzry que no pertenece a T;. Vamos a
indicar como aplicar los resultados de esta secciéon para obtener una presentaciéon de H.

De acuerdo con el teorema |1.7.5, una presentacién de H viene dada por los generadores

81,2, 81,y Sz,z> Szys Sy,as Sy,y» Sy Szyys Sy2 @ Sy2.y» Syzy,e, Syzy,y Y POr las relaciones que cal-

cularemos a continuacion:

T -1\ _ -1 _ -1 ; -1 _
Puesto que 7(1lzlz ) = 7(zax™") = SleS—— = S128],, e tlene que 51,5, = 514 €s

una relacién en H.

vy~ Ly

. —1, —1\ _ —1 .
Del mismo modo, como 7(lyly ) = 7(yy~") = S14S 81,481, se tiene que
-1 _ .,
1,81, = Sl,y €8 una relaciéon en H.
Analogamente 7(z2zz ') = 7(2?) = 51,25z, da lugar a la relacion s1 ;5,2 = S22,

— —1,—1y _ 11 2 —1 -1 _
T(xyTy ") = T(TYY TT) = S1,082,yS4 51, da lugar a la relacion s1,484,yS;y 81, = Sz,

T(yzyz 1) = T(yry taTl) = 514,3%365;71?;51916 da lugar a la relacion slvysws‘;’ésii = Sy,

y procediendo del mismo modo se obtienen 19 relaciones mas de este tipo, a las que hay que
afladir otras 24 relaciones, de las cuales escribiremos parte a continuacion. Estas altimas 24
relaciones se obtienen sabiendo que:

(122171 = 7(22) = 81,4502,

(P17 = 7(y*) = S1,ySy,ySy?,ys
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2.1y _ 1
T(zzfx™) = 81,082,502 251 11

3,1\ _ 1
rT) = S1,28z,ySzy,xSyzy,yS1 2

De aqui se obtienen, como auncidbamos, las relaciones
=1 =1 =1 =1
SlaSza = Ly SLySy,ySy2y = L S1,282,2522 251 o = Ls S1,aSa,ySwy,2Syzy,yS1 2 = L5 -

Esto nos conduce a una presentaciéon de H con 12 generadores y 48 relaciones, que se
puede simplificar en gran medida, hasta tal punto que probaremos que H es un grupo libre
en dos generadores.

Si utilizamos un sistema de representantes de Schreier, por ejemplo Ty = {1, z,y, xy, ¥%, vy*},

se obtiene una presentaciéon més sencilla para H. En este caso, de acuerdo con el teorema
los generadores son 1,4, 81,4, Sz.25 Sy, Sy,zs Syys Sey.r Sy Sy2.2> Sy2,4> Szy2,2> Sy?.y-

El primer, segundo, cuarto, sexto y octavo s-simbolos tienen la propiedad [I.41} luego son
relatores. Los restantes relatores de la presentacion son los siguientes (omitimos cualquier
s-simbolo que ya sepamos que es relator):

(122171 = 7(2?) = 54
r(zz?r™1) =~ 7(2?)
)
~1,

-1

Tyx Yy = Sy,xSzxyx

2 -1
T(xyry ) = Szy,xSy,x

2,2, —2
T\Yy 7Yy ) Sy2,xSxy?

(

(

(

(

(

T(ey?ay e ) = sp2 05,20

T(1y*17Y) = 7(y°) = 5,2,
(
(
(
(
(

3,.—1 _
(XY x™" = Sp2

yyy~h) = 7(y?)
vyy’y e = r(ayta)

T

T

TPy ATy

T(zy?yytaTh) A ey’

3

_ 1 —
De estos relatores se deduce que Syy oz = S, 3V Spy2.0 = sy - Aplicando transformaciones

de Tietze, se pueden eliminar todos los generadores excepto s, . y s y todos lo relatores,

Y22
de modo que H es el grupo libre en dos generadores.
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Capitulo 2

Producto libre y producto

amalgamado de grupos.

2.1. Producto libre de grupos.

En el capitulo anterior hemos introducido los problemas de Dehn y los hemos estudiado
en el caso de grupos libres presentados en términos de generadores libres. A lo largo de es-
te segundo capitulo introduciremos ciertas construcciones de grupos que aparecen de modo
natural en areas como la topologia, y estudiaremos el problema de la palabra y de la conju-
gacion para estos grupos. En concreto, las construcciones que manejaremos serén el producto
libre de grupos y el producto amalgamado. Dedicaremos una seccién a cada uno de ellos,

comenzando por el producto libre que se define del siguiente modo:

Definicion 2.1.1 El producto libre A x B de los grupos

A={a1,...,an; Ri(ay),..., Ry(a,)) (2.1)
y
B = (b b S1(by)s. ., Sy(b) (2:2)
es el grupo
AxB=(a1,...,ap,b1,...,bm; Ri(ay),...,Rp(an), S1(bu);--.,Sq(by)) (2.3)

Se dice que A y B son los factores libres de A x B.

Esta definicion de producto libre se basa en una presentacién concreta de los factores, por
lo que no esté claro en principio que el producto libre no dependa de la presentacién que se
considere para los factores. Por eso, lo primero que haremos antes de continuar es comprobar

que, en efecto, no depende y por tanto el producto libre de dos grupos esta bien definido.
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Teorema 2.1.2 El producto libre A * B esta univocamente determinado por los grupos
Ay B. Ademas, A x B esta generado por dos subgrupos A, B que son isomorfos a A, B
respectivamente y que cumplen AN B = 1.

Demostracion: Supongamos que A y B tienen las presentaciones Py y Po dadas en (2.1))

y (2.2)), y también las presentaciones Pj y P} siguientes:

A (d,...,d;R(a),...) (2.4)

b S
B2 (by,....b;S1(b),...) (2.5)
Veamos entonces que la presentacion P dada en (2.3) y la presentacion

(sl Ve Vs (), SE(EL), ) (2.6)

Rk

definen el mismo grupo salvo isomorfismo.

Los isomorfismos ¢p, p1y ¢p, py (ver D definen de forma natural un homomorfismo
entre G(P) y G(P’) porque los relatores de la presentacion tienen por imagen relatores
en el grupo , aunque no sean necesariamente los que aparecen en la presentacion .
Este homomorfismo tiene inverso, que viene determinado por los inversos de ¢p, pry ¢p, py.
Por tanto, A x B estd univocamente determinado, salvo isomorfismo, por A y B.

Sea A el subgrupo de generado por a,...,a, y sea B el subgrupo de generado
por by, ...,b,. Claramente A x B esta generado por A y B. Ademas, la aplicacién a, — a,
de en es un homomorfismo de A en A * B cuya imagen es A. El homomorfismo
de Ax B en A dado por a, — a,, b, — 1 lleva A sobre A y es el inverso del homomorfismo
anterior. Por tanto A = A, y analogamente B = B.

Por tltimo, si ¢ € AN B entonces el homomorfismo de A * B en A dado por a, — a,,
b, — 1lleva g a 1 pues g € B. Pero la restriccion de este homomorfismo a A es inyectiva, de

modo que g = 1. Por tanto, AN B = 1. O

Puesto que A =2 A, B = B, se suele identificar A con A y B con B y considerar A, B
como subgrupos de A * B.

El producto libre de A y B cumple la siguiente propiedad: existen homomorfismos 74 :
A — AxB,73 : B — A x B tales que para cualquier grupo G y para cualesquiera homo-
morfismos a: A — G, 8 : B — G existe un tnico homomorfismo v : A * B — G cumpliendo
a=70Tpy =7075.

Ciertamente, si tomamos como 74 y 75 los homomorfismos inducidos por las incluciones
de los generadores de A y B, respectivamente, en A x B, se tiene que para cualesquiera
homomorfismos «, 5 de A y B, respectivamente, en un grupo G, la aplicaciéon v dada por
v(ay) = alay),vy(by) = B(b,) define un homomorfismo de A * B en G y es claro que es el

unico que verifica a =vyo714y 8 ="yo0TgB.
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Una vez definido el producto libre de grupos, nos centraremos en estudiar el problema de

la palabra y de la conjugaciéon para esta construccion.

Definicion 2.1.3 Si g # 1 estien A* B y es tal que g € A 6 g € B, entonces el factor
libre que contiene a g se denotara F'(g). Obviamente, F(g) serda A 6 B. Si W es una palabra
tnicamente en los simbolos a,,, diremos entonces que F(W) = A. Analogamente, F'(W) = B
si W es una palabra solo en los simbolos b,,. Esta notacién la usaremos también cuando W

sea un relator, siempre que W no sea la palabra vacia.

Para grupos libres obtuvimos una forma candnica de escribir los elementos: todo elemento
estaba definido por una tnica palabra reducida. Gracias a esta forma de representar los
elementos logramos una solucién sencilla al problema de la palabra para grupos libres. En lo
que sigue, el objetivo sera resolver el problema de la palabra para productos libres de grupos,
y para ello comenzaremos buscando una forma adecuada de representar los elementos de
Ax B. El papel que las palabras reducidas jugaban en los grupos libres lo desempenaran aqui

las secuencias reducidas.

Definicion 2.1.4 Una secuencia de elementos g1,...,g, € A x B se dice reducida si g; # 1
para todo ¢ = 1,...,n, g; pertenece a AU B para todoi=1,...,ny F(g;) # F(gi+1) para

todoi=1,...,n—1.

Por ejemplo, tomemos A = (a;a®), B = (b;b*). Entonces los elementos de A son 1,a, a?,
los de B son 1,b,0%.0> y A* B = (a,b; a3,b4). La secuencia b?, a,b?,a’ es reducida; sin
embargo, la secuencia a?,1,b no lo es pues el segundo término es 1, y tampoco lo es la
secuencia b, a, a® pues a y a® son términos consecutivos que pertenecen al mismo factor libre.

Recordemos que la longitud de una palabra es el ntmero de simbolos que intervienen
en ella. A partir de ahora, para trabajar con productos libres, nos sera util considerar otra

longitud, que para evitar confusiones llamaremos longitud silabica.

Definicién 2.1.5 Sea W (ay,,b,) una palabra en ai,...,an,b1,...,0p. SIW = Wi ... W,
donde cada W; es una palabra so6lo en los a, o sblo en los by, ningtin W; es la palabra vacia
(aunque W; pueda definir el neutro de A x B), y W; y W;;1 no estan las dos en el mismo
factor libre de A x B, entonces diremos que la longitud sildbica A(W) de W en Ay Besry
que Wy, ..., W, son las silabas de W.

Para evitar confusiones, a la longitud que mide el niimero de simbolos en la palabra la
llamaremos en adelante longitud en las letras. Veamos un ejemplo que ilustre la diferencia

entre ambas longitudes:
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Si A = (a1, a2, a3;ata3a3) y B = (b, ba; b2b3) entonces obtenemos que
Ax B = (a1, az, a3, by, by; a2ada3, b3b3).

Y si consideramos la palabra W = aja, 1b%a§ observamos que tiene longitud en las letras
igual a 7 y longitud silabica igual a 3, donde las silabas son W1 = aiay LWy =02, Wy = a3.

Entenderemos por longitud silabica de un elemento g € A * B la menor de las longitudes
silabicas de todas las palabras que definen g. De este modo, el elemento neutro 1 de A * B
tiene longitud sildbica 0, cualquier elemento g # 1 que pertenezca a un factor libre tiene
longitud silabica 1 y cualquier elemento que no esté ni en A ni en B tiene longitud silabica
mayor o igual que 2.

Ahora ya estamos en condiciones de enunciar y demostrar el teorema que nos proporcione

la forma canoénica de representar los elementos de A * B.
Teorema 2.1.6 Todo elemento g € AxB se puede expresar de forma tnica como un producto

g=4g1-.--Gr (27)

donde g1, ..., g, es una secuencia reducida.

Demostracion: Como A B esta generado por Ay B, todo elemento g se puede expresar
como un producto hq...h,, donde h; pertenece a A o a B. Sea g1 ...g, un producto de
esa forma que exprese g con el menor nimero r de términos. Entonces g¢i,...,¢g, es una
secuencia reducida, ya que si g; = 1 entonces ¢j ...¢i—19i+1---9gr seria un producto que
expresa g con menos de 7 términos; y si g; y g;4+1 perteneciesen al mismo factor libre entonces
91 ---9i—1(9igi+1) - - - gr seria un producto que expresa g con menos de r términos. Por tanto
g se puede expresar en la forma .

Falta probar la unicidad. Para ello vamos a introducir un proceso concreto p para “reducir”
una palabra a una secuencia reducida. La forma reducida p(gi,...,gn,) de una secuencia de
elementos ¢i,..., gy, donde g; estd en A o en B (no necesariamente de forma alternada) se

define de la siguiente manera:

p(secuencia vacia) = secuencia vacia

secuencia vacia sig; =1
plg) = .
9 sigr #1

Sip(g1y..-y9n) = h1,...,h, entonces:

iy hy i gorn = 1
oGty Gy Grr1) = hi,... he_1 S gng1 = hi!
hi,. ., hr - gny1 si gni1 # h'r_l pero Flgnst) = F(hy)
hi, ... hes Gngr si F(gny1) # F(hy)
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Por ultimo, p se define para palabras de la siguiente manera: si W1, ..., W, son las silabas
de Wy g; es el elemento de AU B definido por W, entonces p(Wi ... W,) = p(g1,- -, 9n)-

Se cumplen las siguientes propiedades:

1. p(g1,--.,9n) es una secuencia reducida de longitud a lo sumo n.

2. Si p(g1,---59n) = h1,..., h, entonces gy ...gp = h1...h;.

3.Sigi,...,gn es una secuencia reducida, entonces p(gi,...,9n) = g1,-- -, In-

4. p(G1, -2 Gk Gt 1 -+ Gn) = P(P(G15 - -+, Gk)s Gt 1, - - -5 Gn)-

5. p(g1,- 5 9n, 1) = p(g15- - -5 9n)-

6. p(g1,--+9is 1, Git1s -+, 9n) = PG5+ -5 Gis Git1s - -+ Gn)-

7. Si F(gn) = F(gn+1), entonces p(g1, - - -, gn, gnt1) = p(g1, - - > Gn * Gnt1)-

8. Si F(g;) = F(gi+1), entonces p(g1,-..,9i, 1, git1,---9n) = p(g15- -, Gi " Git1s---»n)

Usaremos estas propiedades,que se obtienen mediante induccién, para probar el teore-
ma. Supongamos que gi,...,¢g- y hi,..., hs son secuencias reducidas cumpliendo ¢; ... g, =
hi...hs. Los g, hj estan definidos por palabras de una silaba U;, Vj, respectivamente. U =
Up...U, y V =Vi... Vs son palabras en los simbolos a,,b, que definen el mismo elemento
de A x B. Por tanto, podemos obtener V' a partir de U mediante inserciones y eliminaciones
de los relatores R(ay), R(a,)™",...,8(by), S(by)~",... o de relatores triviales agaj,®, b5, *
(e = =£1).

Probaremos que p de una palabra no varia por insercién o eliminacién de relatores de
una silaba. Una vez hayamos probado esto, tendremos que, puesto que podemos obtener V'
a partir de U mediante inserciones y eliminaciones de relatores de una silaba, p(U) = p(V).
Pero p(Ur...Uy) = p(g1,---,9r) = g1,---,9r ¥ p(V1...Vs) = p(h1,...,hs) = h1,..., hs por
la propiedad 3. Por tanto, g1,...,9, = h1,...,hs y el teorema estaria probado.

Es decir, sblo resta probar que p de una palabra no varia por insercién o eliminacion de
relatores de una sflaba. Basta considerar el caso de la insercién, puesto que si Y se obtiene
de X eliminando un relator de una silaba, X se obtiene de Y insertandolo.

Sea X = Xj...X,, una palabra en los stmbolos a,,b,, donde Xq,..., X, son las silabas
de X y k; es el elemento de A* B definido por X;. Si Y se obtiene a partir de X por insercion
de un relator P de una silaba, se pueden dar las siguientes posibilidades: o bien P se inserta
al principio o al final de X, o bien entre silabas consecutivas X;, X;11 de X, o bien en medio
de una silaba Xj;.

Si P tiene a su derecha o a su izquierda una silaba de X que esta en el mismo factor libre
que P o si P se inserta en medio de una silaba que estd en su mismo factor libre, entonces
la secuencia de elementos definidos por las silabas de Y es la misma que la secuencia de
elementos definidos por las silabas de X. Por tanto, p(Y) = p(ki1, ..., k) = p(X).

Las posibilidades restantes son que P se inserte antes de X7 y F(X;) # F(P), o que se
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inserte después de X,, y F(X,) # F(P) o bien que X; = XX/ con F(X;) # F(P) y P se
inserte antes de X!. En cada uno de estos tres casos tenemos lo siguiente:
p(Y)=p(PX;y...Xy) =p(1,k1,...,kn) = p(k1,...,kn) = p(X) por la propiedad 6.
p(Y)=p(X1...XpP) = p(k1,...,kn,1) = p(k1,...,kn) = p(X) por la propiedad 6.
p(Y)=p(X1...X/PX]...X;) = plk1, ...k, LK ... kn) = p(k1, ... K-k oo k) =
p(ki,... kiy...,kn) = p(X) por la propiedad 8.

Esto finaliza la demostracion. O

El teorema anterior nos dice que para resolver el problema de la palabra en un producto
libre Ax B es necesario saber resolver el problema de la palabra en A y en B. Ciertamente, dada
una palabra W que representa un elemento de A x B, para saber si representa el elemento
neutro necesitamos ver si la secuencia reducida p(W) es vacia, para lo que, debido a la
definicion de p necesitamos ver si las silabas de W definen el elemento neutro en los factores
libres, es decir, necesitamos resolver el problema de la palabra en A y en B.

Veremos en el siguiente corolario que las propiedades que hemos visto que verifica el

producto libre, en realidad lo caracterizan.

Corolario 2.1.7 Sean A, B subgrupos de un grupo G tales que AN B = 1 y supongamos
que todo elemento de G se puede escribir de forma tinica como un producto gj ... g, donde
(91,---,9r) es una secuencia reducida. Entonces G es el producto libre de A y B.

Demostracion: Sea A = (a1,...,an; R(ay),...) y B = (b1,...,bm;S(by),...) . Enton-
Ces ai,...,0n,01,...,bn generan G pues por hipotesis todo elemento de G es producto de
elementos en A y en B; y R(ay),...,S(by),... son relatores en G pues definen el neutro en
los subgrupos A y B, respectivamente, luego también en G. Para probar que G = A x B,
basta ver que todo relator W(a,,b,) se puede derivar a partir de R(ay,),...,S(by),.... Sea
W = Wy ... W, donde W; son las silabas de W. Usaremos induccién en la longitud silabica
de W. Sir =0, W es derivable de R(ay),...,S(bu),....

Supongamos que cualquier relator con menos de r silabas es derivable de las palabras
R(ay),...,S(by),... y consideremos un relator de G, Wy ... W,, de r silabas. Sea g; el ele-
mento de G definido por W;. Si g; # 1 para todo i, entonces (g1,...,g,) s una secuencia
reducida con r > 1, luego por la unicidad no puede definir el neutro. Por tanto, g; = 1 para
algtin 4. Pero entonces W; es un relator en A 6 B, y por tanto, derivable de las relaciones
R(ay),... ode las relaciones S(b,), . ... Consideremos ahora Wy ... W;_1W;j1 ... W;, que ha
de ser un relator y, por hipétesis de induccion, derivable de las relaciones R(ay), ..., S(bu), - - ..

Por tanto, cualquier relator en G es derivable de R(ay),...,S(bu),. ... O

Corolario 2.1.8 Sea G = Ax B y sean C'y D subgrupos de A y B, respectivamente. Si H
es el subgrupo de G generado por C'y D entonces H = C' x D.
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Demostracion: Puesto que C'y D generan H, cada elemento de H es un producto
hi...hs donde cada h; pertenece a C' 6 a D y se puede comprobar, del mismo modo que
en la demostraciéon de que todo elemento de H se puede expresar como una secuencia
reducida (g1 ...g,) en C * D, que por tanto, es también una secuencia reducida en A * B.
Luego, la representaciéon de un elemento de H como producto de una secuencia reducida en
C % D es tinica. Ademéas, CN D C AN B =1, luego por el corolario H=CxD. O

Corolario 2.1.9 Si(gj,...,gr) es una secuencia reducida en Ax* B, entonces A(g1 ...g,) = .
Demostracion: Si W(a,,b,) define g; ... g,, entonces la secuencia p(W(a,,b,)) no tiene
mas términos que el nimero de silabas en W (a,,b,) (por la propiedad 1 de p). Pero si U; es

una palabra de una silaba definiendo g;, entonces

p(Ula"'aUT) :p(gla"'vgr) = (gla"°7gr)

Como U ...U, y W definen el mismo elemento de A x B, p(W) = p(Uy ...U,) y por tanto,
A(W) > r. Luego r es la menor longitud silabica de una palabra que defina g; ... g,. O

Corolario 2.1.10 Un elemento de orden finito en A * B es un conjugado de un elemento de
orden finito en A 6 en B.

Demostracion: Sea g un elemento de orden finito en A * B. Usemos induccién en la
longitud silabica de g. Si la longitud silabica de g es cero o uno, la afirmacion es trivialmente
cierta.

Sig=gi...g- es la forma reducida de g en A x B y g1, g, pertenecen a factores libres

diferentes, entonces para todo entero positivo k se tiene que

gk291---gr91---9r---91---gr

es la forma reducida de g* en A x B. Luego en este caso, ¢ no puede tener orden finito. Esto

significa que g1, g pertenecen al mismo factor libre, luego

97 991 =92 gr—1(9:91)

tiene menor longitud silabica que g y también es de orden finito. Por la hipo6tesis de induccioén,

91 Lgg1 es conjugado de algin elemento en un factor libre, luego también lo es g. (I

Corolario 2.1.11 Si A y B son grupos no triviales, entonces A * B contiene algin elemento
de orden infinito.

Demostracion: Basta tomar 1 # o € A,1 # y € B y considerar g = zy € A x B. Para
todo entero positivo k, ¢¥ = zyxy...zy es la forma reducida de g*, luego es distinto de 1.

Asi, g tiene orden infinito. O
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Corolario 2.1.12 Si g € Ax B y a,gag™" € A, a # 1 entonces g € A. En particular,
g A=gAglnA=1.

Demostracion: Usaremos induccion en la longitud silabica de g. Si A(g) = 0, se cumple
trivialmente. Supongamos que g = g1 ... g, con r > 1 es la forma reducida de g en A * B. Si

gr ¢ A, entonces

1

gag t =g1...grag; .. 9"

es la forma reducida de gag~' y tiene longitud silabica estrictamente mayor que 1, luego
gag~! ¢ A, contrariamente a la hipotesis. Asi, necesariamente, g, € Ay grag, ' € Ay es

distinto de 1. Como
(g1---9r—1)(grag;, )91 . gr—1) ' €A

entonces, por la hipotesis de induccion, g1 ...¢g,—1 € A, luego g =g1...g, € A. O

Corolario 2.1.13 Si A # 1,B # 1 entonces Z(A* B) = 1.

Demostracion: Sea g € Z(A * B). Como A # 1 existe 1 # a € A, y por el corolario
m g € Apues gag' =a € A yaque g € Z(Ax* B). El resultado del corolario es
igualmente valido sustituyendo A por B, de modo que por un razonamiento analogo g € B.
Luegoge ANB=1. O

Corolario 2.1.14 Sean u, v elementos no triviales de A * B que conmutan. Entonces o bien
u y v estdn en el mismo conjugado de un factor libre, o bien u y v son potencias de un mismo
elemento w.

Demostracion: Si uno de los elementos, por ejemplo v, esta en el conjugado de algin
factor libre, por ejemplo, gAg—!, entonces g~ 'vg € A y es distinto de 1 pues v # 1. Como

Lyu = v, se tiene (g_lug)_1 -g_lvg . g_lug = g_lvg que esta en A. Por tanto, por el

u
corolario g tug € A, luego u,v € gAg~ 1.

Por tanto, s6lo nos falta probar que si dos elementos de A* B conmutan y ninguno esta en
el conjugado de un factor libre, entonces son potencias de un mismo elemento. Supongamos
que esta afirmacion es falsa y tomemos u, v tales que v tenga la menor longitud sildbica posible
de entre todos los elementos para los que existe otro de tal manera que se incumpla la anterior
afirmacion. Y sea u un elemento de longitud sildbica minima de entre los que incumplen la
afirmacion anterior para un v de tal longitud. Claramente, A(v) < A(u). Sea u = g1 ... gr,
v = hy...hs las formas reducidas de u,v en A * B, entonces r > s. Si hy, hy pertenecen
al mismo factor libre, entonces hl_lvhl = hg...hs_1(hshy) tiene menor longitud silabica
que v y conmuta con hl_luhl; ademas, ni hl_lvhl ni hl_luhl pertenece al conjugado de un
factor libre pues ni u ni v pertenecen. Por tanto, hl_lvhl, hl_luhl han de ser potencias de un

mismo elemento w, es decir, hl_lvhl = wh, hl_luhl = wP, pero entonces v = (hlwhl_l)k,u =
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(hlwhfl)p también son potencias de un mismo elemento. Por como habiamos elegido v, u
esto no es posible.

Supongamos ahora que hj, hs no pertenecen al mismo factor libre. Si ademas hi, g» no
estdn en el mismo factor libre, entonces uv = ¢192 ... grh1ho...hs es la forma reducida de
uv en A x B. Por tanto, A(uv) =7+ s, luego vu = hihy...hsg1g2 ... g, es la forma reducida
de vu en A x B. Por unicidad de la forma reducida de uv = vu en A x B, debe ocurrir que
r>syuvTt = gigs...gr—s pues, de lo contrario, u = v lo que no puede ser pues estamos
suponiendo que u,v no son potencias de un mismo elemento. Como v conmuta con v, uv™!
también conmuta con v. Si uv~! estuviese en el conjugado de un factor libre, también v lo

1

estarfa, por la primera parte de la demostracién. Luego uv™", v conmutan y ninguno esta en

el conjugado de un factor libre, y A(uv™1) < A(u), luego, por como hemos elegido u se sigue

k 1 1

que v = wk, wv™! = wP. Pero entonces u = uwv~ v = wP*, de donde u, v serian potencias de

un mismo elemento, contrariamente a nuestra hipétesis. Luego ha de ocurrir que h; !, g, no
estén en el mismo factor libre. Pero en este caso, el razonamiento anterior aplicado a u,v™!
en lugar de u,v prueba que u,v~! (y por tanto u,v) son potencias de un mismo elemento.

De modo que, en cualquier caso llegamos a contradiccion. O

Para estudiar el problema de la conjugacién en productos libres se usa la siguiente defi-

nicién:

Definicion 2.1.15 Una secuencia reducida de elementos g1,...,9, € A * B se dice ciclica-

mente reducida si g1 y ¢, pertenecen a factores libres diferentes.

Teorema 2.1.16 Todo elemento g € A * B es conjugado de un elemento g; ... g, donde la
secuencia g1, . . ., g, es ciclicamente reducida. Ademas, si g1,...,9- y h1, ..., hs son secuencias
ciclicamente reducidas tales que g1 ... g, v h1 ... hs son conjugados en Ax By r # 1 entonces
las secuencias gi1,...,9, v hi1,...,hs son permutaciones ciclicas la una de la otra; si r = 1

entonces s =1y g1 y h1 son conjugados en algtn factor libre.

2.2. Producto amalgamado de grupos
El grupo (a, b; a*, b%) es claramente el producto libre de (a, a*) y (b,b5). Pero el grupo
(a,b;a*,b°, a® = b3) (2.8)

no es un producto libre de grupos (no triviales). En efecto, un producto libre de grupos (no
triviales) tiene centro trivial, sin embargo el grupo (2.8)) no tiene centro trivial pues a? est4 en

el centro y no es el elemento neutro. Claramente a? esta en el centro de (2.8 pues conmuta
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con a y también con b pues a” es una potencia de b. Para ver que a* no es el elemento

neutro basta tomar la aplicacion de (2.8)) en (z;2'?) dada por a — 23, b — 2%, que es un

2 va en 25, que es distinto del neutro, luego

homomorfismo. Bajo dicho homomorfismo, a
también a? es distinto del neutro. Asi, (2.8) no es un producto libre; sin embargo, grupos
con una presentacion como la de (2.8) reciben un nombre especial y seran estudiados en esta

seccion.
Definiciéon 2.2.1 Si

G=(a1,...,an,b1,....bm; R(ay),...,S(by),....,Ut(ay) = Vi(bu), ..., Ug(an) = Vg(by))

y A’ es el subgrupo de G generado por aq,...,an,

B’ es el subgrupo de G generado por by, ..., bn,

H’ es el subgrupo de A’ generado por Ui (ay), ..., Uq(ay),

K’ es el subgrupo de B’ generado por Vi(b,),. .., Vy(by),

entonces G se dice producto libre de A’ y B’ con los subgrupos H' y K’ amalgamados bajo

la aplicacion Uj(ay,) — Vi(by).

Ejemplo 2.2.2 Consideremos de nuevo el grupo . Sabemos, a partir de la presentacion,
que a* = b% = 1. Si ademéas consideramos el homomorfismo de en (z;2'?) dado por
a — 2%, b — 22, entonces podemos concluir que los elementos a, a?, b, b, % son no triviales
pues sus imagenes son no triviales, de donde a tiene orden 4 y b orden 6, lo que nos dice que
(2.8) es producto libre de A" = {(a;a*) y B’ = (b;b%) con los subgrupos H’ (subgrupo ciclico
de A’ de orden 2) y K’ (subgrupo ciclico de B’ de orden 2) amalgamados bajo la aplicacion

a? — b3,

Ejemplo 2.2.3 Tomemos ahora el grupo G = (c,d; c®,d'%, c? = d°). Entonces G es producto
libre de C’ (subgrupo generado por ¢) y D’ (subgrupo generado por d) con los subgrupos L’
y M’ generados por ¢ y d°, respectivamente, amalgamados bajo la aplicacién ¢? — b°.

Sin embargo, C’ no tiene la presentacion (c;c®) pues de las relaciones se deduce c¢* =
d'® =1, lo que implica que ¢ tiene orden divisor de 4.

Es mas, la aplicacién de G en (x;22°) dada por ¢ — 2°, d — 22 es un homomorfismo que
nos permite concluir que el orden de ¢ es exactamente 4 y el orden de d es exactamente 10.
Luego G es producto libre de un grupo ciclico C’ de orden 4 y un grupo ciclico D’ de orden

10 con los subgrupos ciclicos L' y M’ de orden 2 amalgamados bajo la aplicaciéon ¢ — d°.

A la vista de los dos ejemplos anteriores se plantea de forma natural una pregunta:

¢Bajo qué condiciones A’ y B’ tienen las presentaciones naturales {(ai,...,an; R(ay),...) y
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(b1, ..., bm; S(by),...), respectivamente?

A esta pregunta respondemos en el siguiente teorema.

Teorema 2.2.4 Sean
A={ai,...,an;R(ay),...),

B=(b1,...,bm;S(bpu),...),
G =(a1,...,an,b1,....,b;; R(ay),...,S(bu),...,Ur(ay) = Vi(by),...,Uglay) = Vg(by)).

Si A" es el subgrupo de G generado por aq,...,a, y B’ es el subgrupo de G generado por
bi,...,bm, entonces A = A’ bajo la aplicacion a, — a, y B = B’ bajo b, — b, si y solo si la
aplicacion U;(a,) — Vi(b,) induce un isomorfismo ¢ entre el subgrupo H de A generado por
los Us(ay) y el subgrupo K de B generado por los V;(b,).

Demostraciéon: Supongamos primero que A = A’ bajo la aplicacion a, — a, y B = B’
bajo b, — b,. Si H' y K’ son los subgrupos de G generados por los Uj(a,) y los Vi(b,),
respectivamente, entonces H = H' bajo U;(ay) — Ui(ay) y K = K’ bajo Vi(b,) — Vi(by).
Como Uj(a,) — Vi(b,) es el isomorfismo identidad de H' en K, se sigue que Uj(a,) — Vi(by)
induce un isomorfismo ¢ de H en K.

Reciprocamente, supongamos que la aplicacion U;(a,) — Vi(b,) induce un isomorfismo
¢ de H en K. Claramente, las aplicaciones a,, — a, y b, — b, inducen homomorfismos de
Aen A" y de B en B’, respectivamente. Para ver que estos homomorfismos son de hecho
isomorfismos necesitaremos resolver el problema de la palabra para G. Por esta razon, pos-
pondremos el final de la demostracion hasta que hayamos resuelto el problema de la palabra

para G bajo la hipétesis de que U;(a,) — V;(b,) induce un isomorfismo de H en K.

Vamos a considerar ahora un ejemplo orientado a intuir la solucién al problema de la

palabra para productos amalgamados. Sean
G = {(a,b;a'?b'° a* = b°)

A= (a;a"?), B = (b;0")

Entonces H y K son grupos ciclicos de orden 3 y a* — b define un isomorfismo entre H
y K. Considerando el homomorfismo de G en (z;2%) que lleva a en 2° y b en z#, es facil
concluir de forma anéloga a ocasiones anteriores que A=~ A’y B~ B'.

Para intuir como resolver el problema de la palabra para G vamos a reducir una palabra
concreta, por ejemplo:

a15p—21,432p42,-19 (2.10)
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Usando las dos primeras relaciones de G podemos reducir los exponentes de a médulo 12 y
los exponentes de b modulo 15, de manera que la palabra (2.10)) representa el mismo elemento

de G que a?b?a®b'2a®. Ahora bien, usando la relacion a* = b° podemos simplificar atin més:
a30a3b205 = a3ab2 (0t - a) = P00aSH2 (K - a) = a¥%ad bV - a =
=a’%a® (b ?) - a=a*%® - (1-0%)-a=d®’ - a® b%a = aP® 010 bPa =
=a® b a=a>100-a=a*0° b)a=da* b)a=da" ba=(a*aba=a* a’ba

De manera similar, podemos probar que cualquier palabra W(a,b) se puede reducir a una
palabra de la forma
afaorpfr. .. qrpfr (2.11)

donde £ =0,1,2, a; = 0,1,2,3, 3, =0,1,2,3,4, ya; #0sii # 1y B; #0si j #r.

Para probar que dos palabras distintas de la forma no pueden definir el mismo
elemento de G, basta usar el homomorfismo de G en (a, b; a*,b°) dado por @ — a, b — b, y
el homomorfismo de G en (z;2%) dado por a — 2°, b — 2%

;,Cual es la generalizacion adecuada de este ejemplo concreto? El factor a** que aparece
en define un elemento genérico de H, a® puede ser igual a 1, a,a® 6 a® segtn el valor
de «y, es decir, a® es uno de los representantes de las clases de A médulo H. Del mismo
modo, b% puede ser igual a 1,b,b%,b6% 6 b* segin el valor de §;, es decir, b% es uno de los
representantes de las clases de B moédulo K. Por tanto, todo elemento de G se puede expresar
de forma tinica como un producto de un elemento de H y representantes de las clases de A

moédulo H y B moédulo K alternativamente. Esto sugiere la siguiente generalizacion:

Teorema 2.2.5 Sean
A= {ai,...,an;R(ay),...),

B=(b1,...,bm;S(bpu),...),
(donde ANB=1) y sea

G=(a1,...,an,b1,....,bm; R(ay),...,S(bu),...,Ur(ay) = Vi(by),...,Ug(ay) = V4(by)).

Supongamos que la aplicacion U;(a,) — V;(b,) induce un isomorfismo ¢ entre el subgrupo H
de A generado por los Us(a,) y el subgrupo K de B generado por los V;(b,) y supongamos
seleccionados un transversal a derecha de A médulo H y un transversal a derecha de B modulo

K concretos. Entonces a cada elemento g € G le podemos asociar una tnica secuencia
(hyc1,¢9,. .. ,¢p) (2.12)
tal que
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i) h es un elemento de H (puede ser que h = 1)

ii) ¢; pertenece a uno de los dos tranversales seleccionados

i) ¢; # 1

iv) ¢; ¥ ¢i4+1 no estan ambos en A ni estan ambos en B

v) si I/, ¢} son los elementos de G que corresponden a h, ¢; bajo los homomorfismos de A
en Gy de B en G dados por a, — a, y b, — b, respectivamente, entonces g = h'cic; ... c.
Demostraciéon: Para probar este teorema, introduzcamos un proceso concreto p para

reducir una palabra en los stmbolos a,, y b, a una secuencia de la forma ([2.12). Comenzaremos

definiendo cémo actia p sobre una secuencia de elementos que pertenecen a A y a B.
p(secuencia vacia) = 1, el elemento neutro de H

g1 sigr € H
v g1) sigr€ K
(h,g1) donde h=gig1 ‘'sig1 € A, g1 ¢ H
(h,g1) donde h= ¢ Y(g1g1 Vsig1€B, 1 ¢ K

p(g1) =

donde d es el representante de la clase de d en A modulo H o en B modulo K. Si p(go, ..., g,) =

(p,ca,c3,...,cs), entonces p(g1, 92, .-, Gr) =
(91 -p,c2,¢3,...,¢C5) sigir € H
(0 Hg1) - pycarc3,. 00 Co) sigi € K
(h,gip,c2,C3, ..., Cs) con h = (g1p)-(gip) ‘sigi €A, g1 ¢ Hea ¢ A
(B, g19(p), c2, ¢35 ¢5)  con h = Hg1p(p) - grp(p) ") sigi € B, g1 ¢ K,co ¢ B
B (g1pca, c3y ..., Cs) sigi €A, g1¢ Hoco€ A gipco € H
| M me)e) e, e) sigi € B, g1 ¢ K,c2 € B,gip(p)ez € K
(h, qipca, c3, ..., Cs) con h = (g1pes) - (g1pez) ™t
sig1 €A, g1 ¢ Hico € Aygipca ¢ H
(h.g10(p)e2, c3, .., Cs) con h =~ ((g10(p)e2) - (g10(p)c2) ™)
sigi€B, 1 ¢ K,co € B,gipca ¢ K
Finalmente, si W{(ay,b,) = Wy ----- W, donde Wy,..., W, son las silabas de W y g; es

el elemento de A o B definido por W;, entonces definimos p(W(a,,b,)) = p(Wi ... W;) =
p(g1s- -5 Gr)-

Hemos obtenido una expresiéon complicada para p debido, en parte, a que todavia no hemos
probado el teorema (2.2.4]), de modo que no podemos considerar A y B como subgrupos de
G, luego no podemos multiplicar elementos de A y K, o de B y H, sino que debemos usar
ey o

Usando la definicién de p podemos probar que p(g1,92, ..., gr) es una secuencia reducida

con las propiedades i) a iv). Ademas, podemos probar que p satisface:
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vi) p(1,91,--.,9:) = p(91,92,---,9r) ¥y, de forma més general, usando induccion en s:

p(917927 -5 9s 1ags+17 s agT) = p(glag% <o 995y 9s+15 - - - 797’)

vii) si ¢1, ..., ¢, son representantes de clases de A modulo H y de B modulo K alterna-

tivamente, ¢; # 1, entonces
p(cl7c27 AR 7C7") == (17017627 AR 7CT’)

viii) p(p(g1,92,---,9r)) = p(91,92, - -+ 9r)

ix) p(91,925 -+ 9s,Gst15- -, 9r) = (91,925 - - -, Gs, P(gs+1, - - -, gr)) POr induccion en s.

x) si p(g1,92,---,9r) = (hyc1,¢2,...,¢s), entonces g1 g5 ...g. = h'cicy...c. en G.

xi) p(g1,92, - 9s: Ky Gst1s > 9r) = p(91,92, - - - Gs, 1 (K), gs41,- .., gr) donde k € K, y
P(91,925 -+ Gss 1y gsy1, -5 9r) = p(91, 92, - -5 s, P(h), gs41, - - -, gr) donde h € H

xii) si gs y gs+1 estan ambos en A o estan ambos en B, entonces p(g1, g2, - - -, Gs, s+1y - - - » Gr)
= (91,92, Gs " Gst1, -1 Gr)-

Como en el caso del producto libre, esta tultima propiedad es la mas dificil de probar.

Probaremos ahora que si W (a,,b,) y T'(ay,b,) definen el mismo elemento de G, entonces
p(W) = p(T). Como podemos transformar W en T mediante insercion y eliminacion de
relatores de una silaba aj,a, ¢, b,b, € (e = £1), R(ay),...,S(by), ..., o relatores de dos silabas
Ui(ay,)Vi(b,) ™1, basta considerar el caso en que 7T se obtiene de W por insercién de uno de
estos relatores.

Sip(W) = p(g1,...,9r) vy T se obtiene de W por insercion de un relator de una silaba, la

situacion es la misma que en el caso del producto libre, es decir, p(T") es o bien

p(g1s- -5 9r) = p(W)

p(T) = p(.gl?' "7g871798+17"‘ 797‘) = p(gl7' c3y09s,9s+15 - - - 7g'f‘) = p(W)

p(T) = p(gb ce ag:7 179:*798-1-17 cee 797")

donde gs = g% - g&* y por tanto en este caso

p(T) =p(g1,- 595,95 s Gs+1,--+59r) = P(G15 -+, G5 " G5 s Gs+1s -5 9r) = p(W)

Si T se obtiene de W por insercién de un relator de dos silabas Ui\/[l, sean u y v los elementos

de H y K definidos por U; y V;, respectivamente. Entonces ¢(u) = v. Ademas, o bien
PT) = p(gus -3 95w, 0™ Gsits o5 Gr) = P91, -5 G (W), 071 gy, o5 gr) =
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= p(gla cee agsv('p(u)v_17gs+1v s 797') = p(glv' -y 3Gs 17.gs+17 v 791“) = IO(W)
o bien
p(T) = p(gl7 <+ 9s u7v_l7g$+17 oo 7g7‘) = p(gla v ,gs,u,v_l,gs+1, o 797‘) = p(W)

o bien

P(T) = p(g1s-- 1 Gs - UV Gsitseeay Gr) = P(G1y -3 G5, UV, Gsits -5 Gr) = p(W)
o bien
p(T) =p(g, .-, 9w, v g5 gst1, .- gr)

donde gs = g} - g2* y por tanto,

p(T) = p(glv'- . 7g;7uvv_1vg:*ags+1>'"?gT) = p(gla'- . 79:71792*7954»17- . '797“) = p(W)

o bien, por ultimo

,O(T) = p(gla s 7g;k>u7v_1 'g:*7gs+17 s >g7“) = p(gla R 7927u’v_1?g:*798+17 B 797“) = IO(W)

Por tanto, si W y T definen el mismo elemento de G, p(W) = p(T). En consecuencia,
podemos definir p(g) para un elemento cualquiera g € G como p de cualquier palabra en a, y
b, que defina g. Probaremos ahora que p(g) es una secuencia reducida de la forma (2.12) que
satisface v). Sea W (a,,b,) = Wi ... W, una palabra que define g donde W; son las silabas
de W. Si g; es el elemento de A o de B definido por W;, entonces g = gigh... gy

p(g) = p(W) =p(g1,--.,9,) = (hycr,ca,..., C)

Pero tenemos que ¢ig5...g. = h'cy...c,, luego p(g) satisface las propiedades i) a v). Pa-
ra probar que ninguna otra secuencia puede satisfacer las propiedades i) a v), suponga-
mos que (p,di,ds,...,d;) las satisface. Entonces, si P, D; son las palabras en los simbo-
los a, o b, que definen p,d; en A o B, respectivamente, ) = PD;...D; es una palabra
que define g en G. Por tanto, p(g) = p(Q) = p(PD;...Dy). Pero las silabas de @ son o
P,Dy,...,Dy 0 PDy,Ds,...,Dy. Por tanto, p(Q) = p(p,di,da,...,dt) o p(pdy,da,...,d;) =

p(p,dy,da,...,dy). Como (p,di,ds,...,d:) es una secuencia reducida,

p(g) = p(Q) = (p,d1,da, ..., dt)

De este modo, p(g) es la tnica secuencia que satisface las propiedades i) a v). O

Estamos ahora en condiciones de completar la demostracién del teorema [2.2.4] Tenemos

que probar que los homomorfismos de Ay B en G dados por a,, — a, y b, — b, son inyectivos.
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Si g1 es un elemento de AU B, entonces g} es su imagen en G. Ademaés, si W es una palabra
en los simbolos a, 6 b, que defina g}, entonces p(gy) = p(W) = p(g1). Por tanto, si g1 y g2
son elementos ambos en A o ambos en By ¢} = g5, entonces p(g1) = p(g7) = p(g5) = p(g2)-
Probaremos que g; ha de ser go.

Supongamos que g1 € A, entonces

g1 sigre H
plg1) = _ .
(h,gi) donde h=gigi  sigi1€ A, g1 ¢ H

En cualquiera de los dos casos, el producto de los términos de p(g1) es g1. Por tanto, si

p(g1) = p(g2), tenemos que g; = go. Por otra parte, si g1 € B, entonces

o(g1) = o g1) sigr € K
(h,g1) donde h=¢ (gigi ") sig1€B, ;1 ¢ K

En cualquiera de los dos casos, el producto de los términos de p(gy) es g si el término de H

es reemplazado por su imagen bajo . Por tanto, si p(g1) = p(g2), tenemos que g; = go. O

Corolario 2.2.6 Sea G como en el teorema [2.2.5] Si seleccionamos un transversal a derecha
para A’ modulo H' y un transversal a derecha para B’ modulo K’, entonces todo elemento g
de G se puede expresar de forma tinica como un producto h'ccj...c, donde h' € H', ¢; # 1,
los ¢} pertenecen al transversal de A’ moédulo H' o al transversal de B modulo K, y ¢, ¢j
no estan ambos en A’ ni ambos en B’.

Demostracion: Si h,c¢; son los elementos de H, A 6 B que se corresponden con ', ¢},

entonces p(h'cicy...cy) = (h,c1,¢2,...,¢4) y basta aplicar el teorema para concluir. [

Corolario 2.2.7 Sea G como en el teorema Si un elemento g € G es un producto
g9 =9195-..9, donde g; ¢ H', g; € A’ 6 B y g;, i, no estan ambos en A’ ni ambos en B’,

y si p(g) = (h,c1,c2,...,¢q), entonces ¢ =71y g, y ¢; estan ambos en A’ 0 en B’. Ademas, si

9k g 1> - - - » 9 Pertenecen a los transversales fijados, entonces ¢, = i, ¢ = Gh o155 Cp =
/

Gr-

Demostracion: Probaremos el resultado por inducciéon en . Sir =1y ¢ € A’ entonces
p(g}) = p(g1) = (h,g1) donde h = gig1!; analogamente, si g) € B’ entonces p(g}) =
p(g1) = (h,g7) donde h = ¢ 1(g1g1'). Por tanto, si g| es un representante, ¢; = g} y
tenemos el resultado en cualquiera de los dos casos. Supongamos el resultado cierto para r y
consideremos p(g195 - - - 9,911) = p(91,92, - - - 9r, gr41). Para calcular esto primero debemos
calcular p(g2,...,gr+1) que, por hipotesis de induccion, es igual a (h,cg,...,cr41), donde ¢;
y g; estan ambos en A o ambos en B. Por tanto, g y ¢2 no estan ambos en A ni ambos

en B. Si g1 € A, entonces p(g1,92,---,9r, 9r+1) = (p,c1,¢2,...,¢ry1) cON ¢ = gthy p =
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-1,

gih-gih ;si g1 € B entonces p(g1,92,- -, 9r Gr+1) = (D, €1,€2, ..., ¢r41) con ¢1 = gip(h) y
- S

p=¢ geh) - gip(h) ).

Si ademés gj, ..., g, son representantes y k > 2, tenemos el resultado por hipotesis de
induccion. Si ¢f,..., 4. 41 son todos representantes, por hipotesis de induccion se tiene que
N / _ / / _ / / _ / / —
gy = Cyyoon iy = Crpq. Como p(gh... g 1) = (hyca, ... crp1), €y Cry = G- Gy =

Wdcy...c..y y B =1. Por tanto, ¢; = g1h = g1 = g1, luego ¢| = ¢}, y tenemos el resultado.
O

Gracias al corolario anterior podemos definir la longitud en los representantes de un

elemento g € G:

Definicion 2.2.8 Si g = h'c] ... ¢, como en los corolarios anteriores, entonces h'c) ... c; se
denomina forma reducida de g en GG, y ¢ se dice longitud de g en los representantes. Por el
corolario anterior, ¢ es independiente de los sistemas de representantes elegidos para A’ mod

H'y B’ mod K.

Corolario 2.2.9 Si G es como en el teorema [2.2.5] entonces A’ N B’ = H'.
Demostracion: Supongamos que g € A’ N B’, entonces hay una palabra W(a,) y otra
palabra T'(b,) que definen g, luego p(g) = p(W(a,)) = p(T'(b,)). Perosi W (a,) ¢ H, entonces
ocurriria que p(W(ay,)) = (h,c) con c el representante de W(a,) en A mod H. Del mismo
modo, si T'(b,) ¢ K, entonces ocurriria que p(T'(b,)) = (h1,c1) con ¢; el representante de
T(by) en B mod K. Como p(W(a,)) = p(T'(by)), se tendria que ¢ = ¢1, lo que es imposible
pues AN B = 1. Asi, W(a,) € H o T(b,) € K. En cualquier caso, g € H = K’, luego
A'NB’' C H'. Como H' = K’, se tiene el otro contenido y por tanto la igualdad. O

Es interesante remarcar que, aunque A N B = 1, acabamos de probar que A’ N B’ = H’,
por lo que debemos ser cuidadosos a la hora de identificar los grupos isomorfos A, A’ y B, B’.
Sin embargo, seguiremos identificAndolos cuando no cause confusion. Asi la definicion 2.2.1

se puede reformular:

Definicion 2.2.10 Si A, B, H, K, y GG son como en el teorema diremos que G es el
producto libre de A y B con los subgrupos H y K amalgamados bajo ¢, y lo denotaremos
G =x(A,B,H, K, ). Abreviadamente, también lo llamaremos producto libre de A y B con

subgrupo amalgamado H, y diremos que A y B son los factores de la amalgama.

Notemos que esta definicion de G = %(A, B, H, K, ) involucra presentaciones concretas
de Ay By generadores concretos de H (los generadores de K estan determinados por los de
H y por ), sin embargo el grupo G depende solo de los grupos A, B, H y de la aplicacion

©, lo que se puede establecer de manera formal en la siguiente proposicion.
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Proposicion 2.2.11 Supongamos que A tiene las presentaciones Py y P; siguientes:

(a1,...,an; R(ay),...) (2.13)

(c1y... ¢k P(cy),..) (2.14)

y que B tiene las presentaciones Py y P4 siguientes:

(b1, ... bm: S(by),. ) (2.15)

(di,....d;Q(dy),...) (2.16)

Y supongamos que el subgrupo H de A esta generado por Uy (ay ), ... y también por T1(cs), . . .,
y que el subgrupo K de B esté generado por ¢(Uy(ay)) = Vi(by), ... y también por o(T1(ck)) =
Wi(dy), ..., donde ¢ es un isomorfismo entre H y K.

Entonces los isomorfismos pp, pr y ©p, py (ver se pueden extender a un isomorfismo
entre

(@1, an,biy - b Ray), . S(,), ... Ui(ay) = Vi(by),...) (2.17)

<Cl, e ,Ck,dl, e .,dl;P(C,Q), . .,Q(d/\), e ,Tl(c,{) = W1<d)\>, i > (218)

Proposicion 2.2.12 Sea G = (A, B, H, K, ¢), entonces cualquier elemento de G de orden
finito estd en un conjugado de A 6 de B.

Demostracion: Sea g un elemento de orden finito que no esta en un conjugado de A 6
de B. Sea entonces g = hcy ... ¢, 7 > 2 la forma reducida de g.

Caso 1: Si ¢1 y ¢, pertenecen a distintos factores de la amalgama, entonces
g =her...ep-her. . cpoooher . er = (hey) e ooocp-(hey) e ocpee oo (her) oy

tiene longitud kr en los representantes, luego no puede ser 1, lo que contradice que g tenga
orden finito pues el razonamiento anterior es valido para todo entero positivo k.

Caso 2: Si ¢1 y ¢, pertenecen al mismo factor de la amalgama, tomemos ¢; el conjugado
de g con menor longitud en los representantes. Como hemos supuesto que g tenia orden
finito, g1 también tiene orden finito. Ademaés, g; ha de tener la forma reducida pd; ... d, con
q>2,p€ H ycondi,d, pertenecientes a distintos factores de la amalgama. El hecho de que
q > 2 se debe a que g (y por tanto g1) no pertenece a un conjugado de A o B. Y el hecho
de que di,d, pertenezcan a distintos factores de la amalgama, se debe que en caso contrario
tendriamos que dqgldq_1 = (dgpdy)-dg----- dy—1 serfa un conjugado de g con menor longitud
en los representantes que g;. Por el caso 1, g1 no puede tener orden finito, luego tampoco g.
O
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El producto libre es una extension del concepto de grupo libre, pues un grupo libre de
rango n es un producto libre de n grupos ciclicos infinitos. A su vez, el producto amalgamado
es una extension del producto libre, ya que si el subgrupo amalgamado es el trivial se obtiene
un producto libre. En este proceso, los resultados que se obtienen se vuelven cada vez maés
complejos. Como muestra de ello, veremos qué podemos decir de dos elementos que conmutan
en un producto amalgamado. En un grupo libre ambos elementos deberan ser potencias de
un mismo elemento, mientras que en un producto libre de grupos ambos estarédn en el mismo
conjugado en un factor libre o bien serdn potencia de un mismo elemento. En el caso de

productos amalgamados, las posibles situaciones que se pueden presentar son las siguientes:

Teorema 2.2.13 Sea G = *(A, B, H, K, ¢) y sean x,y € G tales que xy = yx. Entonces se

cumple exactamente una de las siguientes alternativas:
= Alguno de los dos elementos pertenece a un conjugado de H

= Si z e y no estan en ningtn conjugado de H, pero x pertenece a un conjugado de un

factor de la amalgama, entonces y esta también en dicho conjugado

= Si 2 e y no estan en ningtn conjugado de un factor, entonces x = ghg™! - w’, y =

gh'g™ - wF, donde g,w € G, h,h € H, ghg~"', gh'¢g~",w conmutan dos a dos.

Corolario 2.2.14 Elcentrode G = x(A,B,H,K,p),si A# HyB # K,es HNZ(A)NZ(B).

Demostracion: Como A y B generan G, H N Z(A) N Z(B) C Z(G). Si z € Z(G)
entonces x € H ya que si x = hcy ... ¢, es la forma reducida de = y r > 1, entonces eligiendo
un representante ¢ # 1 perteneciente al factor A o B que no contiene a c¢,, se tiene que
xc = hcy...c - ¢ es una forma reducida. Luego cx = chey ... ¢ debe tener longitud r + 1
en los representantes, de donde ¢ y ¢; pertenecen a factores diferentes, luego por el corolario
cx termina en c,. Esto contradice que xc = cx. Por tanto, x € H. Y también se cumple
x € Z(A)yx € Z(B) pues x € Z(G).

Notar que aqui se esta identificando A’ con A y B’ con By, por tanto, se consideran A

y B como subgrupos de G. (Il

La creciente dificultad de algunos problemas cuando se plantean para grupos libres, pro-
ductos libres y productos amalgamados puede observarse también en los problemas de la
palabra y la conjugacion.

El problema de la palabra para grupos libres tiene una solucién extremadamente sencilla,
mientras que para un producto libre A x B requiere saber resolver el problema de la palabra
para A y para B. En un producto amalgamado G = *(A, B, H, K, ¢), para resolver el pro-

blema de la palabra, debemos ser capaces de resolver el problema de la palabra generalizado
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para A modulo H y para B modulo K, y debemos tener un método para calcular p(h) y
¢~ 1(k) para h € H,k € K (por ejemplo, un método para escribir h y k como palabras en
Ui(ay) y Vi(by), respectivamente, si ¢ viene dado por Us(a,) — Vi(by)).

El problema de la conjugaciéon para grupos libres se resuelve de forma sencilla sabiendo que
dos elementos son conjugados si y sélo si, al reducirlos ciclicamente, uno es una permutacién
ciclica del otro. Para resolver el problema de la conjugacion en un producto libre A x B
debemos ser capaces de resolverlo para A y para B (ver teorema . En cambio, para
G = %x(A,B,H, K, ), incluso si sabemos resolver el problema de la conjugacion para A
y B y sabemos resolver el problema de la palabra para G, la solucién del problema de la
conjugacion para G es en general desconocida. Sin embargo, en algunos casos, el problema
de la conjugacién se puede resolver.

Diremos que un elemento g € G = %(A, B, H, K, ), con forma reducida g = hgi ... gy,
es ciclicamente reducido si g1, g, no pertenecen al mismo factor de la amalgama salvo en el
casor=1.S1g=p1...p, conr > 2y p;, p;+1 pertenecen a factores distintos, entonces g es
ciclicamente reducido si y so6lo si p1, p, pertenecen a factores diferentes. Esto se debe a que si

la forma reducida de g es hg; ... g, entonces g; esta en el mismo factor que p; por el corolario

227

Teorema 2.2.15 Sea G = (A, B, H, K, ¢). Entonces todo elemento de G es conjugado de
un elemento de G ciclicamente reducido. Ademaés, si ¢ € G es un elemento ciclicamente

reducido, entonces:

1. Si g es conjugado de un elemento h € H entonces g pertenece a algtun factor y hay una
secuencia de elementos h, hy, ho, ..., h:, g tales que h; € H y elementos consecutivos de

la secuencia son conjugados en un factor.

2. Si g es conjugado de un elemento ¢’ en un factor pero no en un conjugado de H,

entonces g, g’ pertenecen al mismo factor y son conjugados en ese factor.

3. Si g es conjugado de un elemento p; ...p, conr > 2y p;, pit1, asi como py, p, pertenecen
a factores distintos, entonces g se puede obtener permutando ciclicamente p;...p, y

conjugando el resultado por un elemento de H.
Como aplicaciéon del teorema anterior a una situaciéon particular, obtenemos:

Corolario 2.2.16 Sea G = *x(A,B,H,K,y) con H, K contenidos en Z(A), Z(B), respec-
tivamente. Entonces dos elementos de GG son conjugados si y s6lo si o bien al reducirlos

ciclicamente pertenecen ambos al mismo factor y son conjugados en ese factor, o bien uno de
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los elementos al reducirlo ciclicamente tiene la forma reducida hg; ... g, v el otro elemento
al reducirlo ciclicamente tiene la forma reducida hgs ... grg1 ... gs—1-

Demostracion: Como H C Z(A) y K C Z(B), entonces H C Z(G). Por tanto, el anico
conjugado de un elemento h € H es el propio h. Sean g,g’ € G ciclicamente reducidos y
conjugados uno de otro en G. Si ¢’ pertenece a un conjugado de H (es decir,a H), g = ¢, luego
g, ¢ estan en el mismo factor y son conjugados en dicho factor. Si ¢’ esta en un factor pero no
en un conjugado de H, entonces obtenemos el resultado por el caso 2 del teorema anterior. Por
ultimo, si ¢’ tiene la forma reducida hg; . .. g, con r > 2. Entonces por el caso 3 del teorema
anterior tomando p; = hg1, p2 = go2,...,pr = gr se tiene g = k(gs...gr - hg1...gs_1)k~!
donde k € H. Como H C Z(G), obtenemos g = hgs...grg1 - gs—1- O
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Capitulo 3

Grupos presentados con una tinica

relacion.

En este capitulo, aplicaremos la teoria de productos libres y amalgamados al estudio de
grupos presentados con una tnica relaciéon. En particular, en la segunda seccién, resolveremos

el problema de la palabra para tales grupos.

3.1. El teorema de la independencia. Consecuencias.

Comenzaremos con un importante teorema en el estudio de grupos presentados con una

tnica relacion, el teorema de la independencia.

Teorema 3.1.1 Sea R(ai,...,a,) una palabra ciclicamente reducida en ay,...,a, que in-

volucra el simbolo a,,. Entonces el subgrupo de
G ={ay,...,an; R(ay,...,ay))

generado por ai,...,a,—1 estd generado libremente por estos simbolos; en otras palabras,
todo relator no trivial de G debe involucrar el simbolo a,,.

Demostracion: Usaremos inducciéon en la longitud del relator R. Claramente, si la lon-
gitud de R es 1 o R involucra solo el simbolo a,, entonces G es el producto libre del grupo
libre en ai,...,a,—1 y el grupo ciclico generado por a,, luego se cumple el teorema.

Supongamos que el teorema se cumple para todos los grupos presentados con un tnico
relator de longitud menor que r y supongamos que R(aq,...,ay) tiene longitud r.

Podemos suponer que R involucra al menos otro generador ademés de a,, por ejemplo,
a1. Vamos primero a renombrar los generadores de tal manera que no necesitemos los sub-
indices, pues méas adelante necesitaremos introducir subindices con un significado diferente.

En adelante, representaremos a,, por t, vy ai,as,... por b,c,....
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Por supuesto, R no tiene que involucrar necesariamente todos los generadores de G. Los
generadores de G que no aparecen en R generan libremente un subgrupo libre K de G, y
se tiene que G es el producto libre de K y el grupo cuyos generadores son los de G que
aparecen en R con el relator R como conjunto completo de relatores. Por tanto, para probar
que los generadores de GG distintos de t generan libremente un grupo libre, basta probar que
los generadores de G distintos de ¢t que aparecen en R generan libremente un grupo libre. En
consecuencia, podemos suponer que todos los generadores de G aparecen en R. Denotaremos
0x(R) la suma de los exponentes en un simbolo z en la palabra R. Se dira que o,(R) es la
suma de exponentes de R en x. Se nos presentan dos casos:

CASO 1: G tiene solo dos generadores b y t. Hay dos posibilidades:

i) o¢(R) # 0.
ii) o¢(R) = 0.
CASO 2: G tiene al menos tres generadores b, ¢, t y se da una de las siguientes situaciones:
i) la suma de exponentes de R en algiun generador distinto de ¢ es 0.
ii) la suma de exponentes de R para cualquier generador distinto de ¢ es no nula.

Para reflejar las técnicas que se utilizan en la demostracion, desarrollaremos, por ejemplo,
el caso 1.

CASO 11i): En este caso, si b tuviese orden finito, existiria k > 0 tal que bk perteneceria

al subgrupo normal de F' generado por R, con F' el grupo libre generado por b, t, es decir,
o =[] SRS
i

Pero entonces

k= oy (b") = Zob(Rei) = (Z 61) op(R)
0=o,(b%) = Zat(m) = (Z ei) o1 (R)

7

Como o4(R) # 0, deducimos Zei = 0, luego k¥ = 0, de donde b tiene orden infinito en

(b,t; R(b,t)) y genera librementé un grupo libre.

CASO 1 ii): En este caso, vamos a examinar el comportamiento de b en un subgrupo
de G = (b,t; R(b,t)), en concreto, el subgrupo normal N de G generado por b. Vamos a
obtener una presentacion para N. Como representantes de Schreier de G médulo N elegimos
{tk/k € Z}. Una palabra W (b,t) define un elemento de N si y solo si o;(W) = 0. En
particular, R(b,t) define una palabra de N. El representante W de una palabra W es t*

donde k = o4(W). N esta generado por los elementos by, definidos de la siguiente manera:
—-1
b = thot™F = ¢ . b - tkp
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Para cada palabra W que define un elemento de N, obtenemos una expresion 7(W) en
términos de los by de la siguiente forma: cada simbolo b¢ (e = £1) de W lo reemplazamos
por bS donde s es la suma de los exponentes de los t-simbolos que aparecen antes del b¢
considerado. Por ejemplo,

Tt b th 3t = b1 630,

Si R(b,t) es ciclicamente reducida como palabra en b, ¢, entonces 7(R) es una palabra cicli-
camente reducida en los by.

Como t aparece en R pero no es reemplazado por ningin simbolo b al reescribir R como
7(R), la longitud de 7(R) como palabra en los simbolos b; es menor que la longitud de R
como palabra en b, t. Por tanto, podemos aplicar la hipotesis de induccion a 7(R) o cualquier

palabra de su longitud. Sea

Entonces N esta generado por los by y tiene como conjunto completo de relatores los siguien-
tes:
P, =7t"Rt™) =P(...,bprm,-..)

Por lo tanto,
N = <...,b_1,b0,b1,...;...,P_l,Po,Pl,...> (31)

Para hacer mas comprensible la demostracion de que by tiene orden infinito en NV, ilus-

traremos primero la situacién con un ejemplo concreto. Sea
G = (b, t;tutb*tb 371
Entonces 7(R) = b_102b;% y
N = (.. ,b_g,b_1,b0,b1,ba,...5. .., boob® by b_1b2b73, bbby 3, ... )

Ahora los grupos

Nm - <b—1+m7 bm7 bl-‘rma b_l“l‘mb%’bbl_—im)

pueden usarse para construir N de manera sencilla.
Como el relator en N, tiene longitud menor que el relator en GG, podemos aplicar la
hipétesis de inducciéon a N,,, de modo que cualesquiera dos b-generadores de N, generan

libremente un grupo libre. Por tanto
No, = (b-1,bo, b1, ba; b_1bgb; >, bobTb; %)

es el producto libre de Ny y Ny con el subgrupo libre de cada uno libremente generado por

bo, b1 amalgamado bajo la aplicacién identidad. Como Ny C Ny 1, se sigue que b_1, by generan
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libremente un grupo libre en Ng 1 y por tanto
N1 = (b—2,b_1, b, b1, bo; b_2b? 1 by, b_105b; °, bobihy *)

es el producto libre de N_1 y Ny 1 con el subgrupo libre de cada uno libremente generado por
b_1,bp amalgamado bajo la aplicacién identidad. Similarmente, como N; C No1 € N_q,

b1, b2 generan libremente un subgrupo libre de N_y 1, y por tanto,
N-15 = (b-2,b-1,b0, b1, ba, by; b_ob” 105, b-1bgby >, bobiby >, b1b3b3 ")

es el producto libre de N_1 1 y Na con el subgrupo libre de cada uno libremente generado
por by, by amalgamado bajo la aplicaciéon identidad. Continuando de esta forma, obtenemos

una cadena de grupos
NoCNoyg €CN_11CEN12CENo2oC---CN_ 41, CN;; CN_;;i+1C...

donde N_;; es el producto libre de N_; y N_;;1; con un subgrupo libre amalgamado y
N_; i1 es el producto libre de N_;; y N;11 con un subgrupo libre amalgamado. Por el lema
N es la unién de esta cadena de grupos. Por tanto, Ng C N y como by genera un grupo
libre en Ny, by genera un grupo libre en N. Como by define el elemento b en N C G, se sigue
que b genera un grupo libre en G.

Una vez visto este ejemplo concreto, volvamos ahora a la situacién general en que N
tiene la presentacién . Como 7(R) = P(...,bg,...) y t aparece en R pero tiene suma
de exponentes 0 y R es ciclicamente reducida, P debe involucrar al menos dos b-simbolos
distintos by y by (k # q), puesto que si en R apareciera solamente una potencia de b entonces
R = t*bPtY con @ 0 y no nulos y v+~ = 0, lo que contradice el hecho de que R es ciclicamente
reducida. Por tanto, al menos dos potencias de b aparecen en R separadas por una potencia
de t, es decir, R contiene una subpalabra de la forma b*t%bY con a, 3, # 0. Si denotamos por
k ala suma de exponentes de R en los simbolos t que preceden a b%, entonces esta subpalabra
es reemplazada por b'b) +5 Como 7(R) = P es ciclicamente reducida y k + 8 # k, tomando
q = k + B, tenemos que by, y b, aparecen ambos en P.

Sea ahora p el minimo subindice de b que aparece en P y sea M el maximo subindice de
b que aparece en P, entonces p < M por lo anterior.

Para cada entero i definamos:

Ni = (buti, bputit, - -, bnryis Bi) (3.2)

Como en el ejemplo, construimos ahora No 1, N_11,...:
Nﬂ,l = <bu) bu+17 R bM7 bM+1; P07 P1>
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es el producto libre de Ng y Ny, con el subgrupo libre en cada uno libremente generado por
bu+1,- .-, by amalgamado bajo la aplicacién identidad. De forma similar, como Ny C Ny 1 y

by, ..., byp—1 generan libremente un grupo libre en No,
Nfl,l = <b,u,717 bua bu+1a e 7bMa bM—i—la Pfla P07 P1>

es el producto libre de N_1 y Ny 1 con el subgrupo libre en cada uno libremente generado
por by, ...,by—1 amalgamado bajo la aplicacion identidad. Continuando de esta manera,

construimos una cadena de grupos
NoCNoyg €N 41 CEN12C---CN_ 411, CN_;; CN_;;41C ... (3.3)

donde N_;; es el producto libre de N_; y N_;;1; con un subgrupo libre amalgamado y
N_; i+1 es el producto libre de N_; ; y N;41 con un subgrupo libre amalgamado. Como antes,
por el lema N es la unién de esta cadena de grupos. Como cada N; en es un
subgrupo de algin grupo en , cada N; es un subgrupo de N. Como u < M, cualquier
generador de N; genera un grupo libre. Pero by esta en algin N; y por tanto genera un grupo

libre en N, luego b genera un grupo libre en G. ]

El resultado anterior es cierto incluso si G tiene una cantidad infinita de generadores. En

tal caso, R s6lo puede involucrar un nimero finito de generadores de G.

Corolario 3.1.2 Todo grupo finitamente presentado con una tnica relacién es un subgrupo
de algiin grupo presentado con dos generadores y una tnica relacion.

Demostracion: Supongamos que H = (bg,by,...,bn; P(...,b,...)), donde P es cicli-
camente reducida.

Si P involucra a todos los generadores de H, tomemos dos simbolos b,t y definamos
R(b,t) = P(... JtRbtE L ), es decir, cada simbolo b lo sustituimos por t*bt—*. Entonces,
como en el caso 1 ii) de la demostracion del teorema anterior, el subgrupo normal N de
G = (b,t; R(b,t)) generado por b tiene la presentacion y contiene a los N; dados por
como subgrupos. En particular, cuando ¢ = 0, Ny = H. Luego H es un subgrupo de G.

Si P no involucra a todos los generadores de H, podemos usar transformaciones de Tietze
y reemplazar uno de los generadores que aparecen en P por el producto de un nuevo generador
y todos los generadores no involucrados en P. De esta manera, tendremos H dado por una
presentacién con una sola relaciéon que involucra todos los generadores y podemos aplicar el

caso anterior. O

Corolario 3.1.3 Si F = (z,c,...,t; R(z7,c,...,t)) con v # 0, entonces el subgrupo G
de E generado por z7,¢,...,t tiene la presentacion G = (b,c,...,t; R(b,c,...,t)) donde b

corresponde a =7, cac, ..., t at.
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Demostracion: Si R(b,c,...,t) involucra sblo a b, entonces R(z7,c,...,t) involucraba
solo a =7, luego E es el producto libre del grupo ciclico generado por x y el grupo libre en
los generadores ¢, ..., t, de donde se sigue (a partir de la teoria de productos libres) que G

tiene la presentacion del enunciado.

Si R(b,c,...,t) involucra a algin otro generador distinto de b, entonces b tiene orden
infinito en (b, c,...,t; R(b,c,...,t)) por el teorema de la independencia. Por tanto,

(x,b,c, .., t;027 7, R(b,c,... 1)) (3.4)

es el producto libre del grupo ciclico infinito en x y el grupo (b,c,...,t; R(b,c,...,t)) con los

subgrupos ciclicos infinitos generados por 7 y b, respectivamente, amalgamados bajo 7 — b.
Mediante transformaciones de Tietze, podemos eliminar b de la presentaciéon y obtener
(z,c,...,t; R(z7,c,..., 1)) que es precisamente E. Por tanto, [3.4) también es una presentacion

de E, y el subgrupo generado por b = z7,c¢,...,t tiene la presentaciéon del enunciado. O

Utilizando el teorema de la independencia y su método de demostracién se puede probar

el llamado teorema de la conjugacién para grupos presentados con una tnica relacion.

Teorema 3.1.4 Sea G = (ay,...,an; R(a1,...,a,)) y H = {(a1,...,an;S(a1,...,ay,)). En-
tonces G es isomorfo a H bajo la aplicacion a,, — a,, siy solo si R(aq,...,a,)y S(a1,...,an)

son conjugados en el grupo libre en a1,...,a,, parae =10¢€¢ = —1.
Veamos una consecuencia del teorema anterior:

Corolario 3.1.5 Si G = (a1, ...,an;V¥(a1,...,a,)) con k > 1y V palabra no vacia, enton-
ces V define un elemento v € G de orden exactamente k.

Demostracion: Podemos suponer que V es ciclicamente reducida pues si no lo fuese
podriamos sustituir V' por su reduccién ciclica, que al ser conjugado de V' tiene su mismo
orden. Sea F' el grupo libre en aq,...,a,. Si denotamos por d el orden de v en GG, sabemos
que d divide a k. Ademés, V% es relator en G, lo que implica que el elemento que V¢ define en
F pertenece al subgrupo normal de F' generado por el elemento definido por V*, donde F es
el grupo libre en ay, ..., a,. Por tanto, el subgrupo normal de F' generado por V¢ (o, mejor
dicho, por el elemento que esta palabra define en F') estd contenido en el subgrupo normal
de F generado por V*. El otro contenido es trivialmente cierto, lo que implica que V% y V*
determinan el mismo subgrupo normal de F' y, por el teorema V4 es conjugado en F
de V¥ 0 de V7F. En cualquiera de los dos casos, ambas palabras son ciclicamente reducidas

(por serlo V') y conjugadas, luego por tienen la misma longitud, de donde d = k. [

Del teorema de la independencia y de su método de demostracién obtenemos también
la siguiente caracterizacién de los grupos presentados con una tnica relacién que poseen

elementos no triviales de orden finito.
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Proposicion 3.1.6 Si G = (aq,...,an; R(ay,...,a,)), entonces G posee un elemento no
trivial de orden finito si y solo si R es la potencia k-ésima (con k > 1) de alguna palabra no
vacia V' en los generadores ai,...,a,.

Demostracion: La condicién sobre R es suficiente, ya que entonces se tiene que
=(ay,...,an; V")

con V palabra no vacia y kK > 1, lo que por el corolario anterior implica que G posee un
elemento no trivial de orden finito: el elemento definido por V', que tiene orden k. Reciproca-
mente, supongamos que G' = (a1, ...,ay; R(a1,...,ay)) tiene un elemento no trivial de orden
finito. Entonces R ha de tener como minimo longitud 2 y, en caso de tener longitud exac-
tamente 2 ha de involucrar un tnico generador. Si R s6lo involucra un generador entonces
el resultado es claro, independientemente de la longitud de R. Podemos, por tanto, suponer
que R involucra méas de un generador.

Por induccién supongamos que el resultado es cierto para cualquier grupo presentado con
un unico relator cuya longitud es menor que la de R. Podemos suponer que R es ciclicamente
reducida.

Caso 1: Supongamos que o¢(R) = 0 para algin generador ¢ involucrado en R y supon-
gamos que R involucra al menos otro generador b. Todo relator en GG es un producto de
conjugados de R y R™! asi que tiene suma nula en los exponentes de t. En particular, si U
define un elemento no trivial de orden d finito en G, entonces 0(U¢) = doy(U) = 0. Asi U
define un elemento en el subgrupo normal N de G generado por los generadores distintos de
t. Si 7 es el proceso de reescritura de Reidemeister-Schreier, usando {t"} como representan-
tes, denotando por by, ¢, ... a t™bt™"™ t"et™™, ...y Py, = T(tMRt™™), para cualquier m

entero, entonces se tiene
N=1{(..,b_1,bp,b1,...,c_1,¢c0,C1,...5...,P_1,Py, P1,...)
y se pueden definir los grupos
N;i=(...,co1,¢0,¢1,- -y bugiy .o bargas B) (3.5)

donde p y M son los subindices minimo y maximo de b que aparecen en Fy. Procedemos

como de costumbre para obtener la cadena de subgrupos
NoCNou €N 11 CEN4pC - CN 11 SN CN_ ;41 C ... (3.6)

cuya union es N. Como N tiene un elemento no trivial de orden finito, también lo tendra
uno de los grupos de la cadena, pero éstos se construyen como productos amalgamados, por

lo que podemos aplicar y concluir que uno de los grupos N; en [3.5] tiene que tener un
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elemento no trivial de orden finito. Como Ny es isomorfo a N;, lo mismo se cumple para Np.

Pero Py tiene longitud menor que R, luego por hipétesis de inducciéon
Po(eo o ybmyee oy Cmy e ) %Wk(...,bm,...,cm,...)
para algtn k£ > 1. Entonces
R(b,c,...,t) = Py(...,t"bt™ ™ ... t"ct™™, .. ) &

WEC.tmot™™, Lt et™ ) = VE(b,e, .. 1)

donde
Vibe,....t) =W (.. t"™bt™™, .. t"ct™™,...)

Caso 2: Supongamos que la suma de exponentes es no nula para cualquier generador

involucrado en R(b,c,...,t). Consideramos el grupo
(x,c,...,t; R(z% c,... 1)) (3.7)

donde a = 0¢(R). El grupo definido en es el producto amalgamado de G y el grupo ciclico
infinito generado por x con los subgrupos generados por ¢ y b amalgamados bajo =% — b.
Como G tiene un elemento no trivial de orden finito, lo mismo ha de cumplirse para el grupo

definido en Aplicando transformaciones de Tietze, obtenemos que
(x,c,...,y; R(xz% ¢y . .. ,yx*ﬁ» (3.8)

es otra presentaciéon para el grupo definido en , siendo 8 = op(R). La suma de los
exponentes de z del relator en [3.8 es nula, de modo que consideramos el subgrupo nor-
mal del grupo definido en generado por c,...,y. Tenemos, por el caso anterior, que
R(z%c¢,...,yxz=P) =V¥(x,c,...,y) para algin k > 1 en el grupo libre en z,c, ..., y. Hacien-
doy = tz?, R(x%c,...,t) = S¥(x,c,...,t) en el grupo libre en x, ¢, ...,t. Falta probar que

S(z,c,...,t) es una palabra de la forma W (z%,¢,...,t). Como R(b,c,...,t) es ciclicamente
reducida, también lo es R(z%, ¢, ...,t). Como podemos suponer que S(z,¢,...,t) es reducida,
S debe ser ciclicamente reducida y un segmento inicial y final de R(z%,c,...,t). Cualquier

2" que aparezca en S o bien rodeado de generadores distintos de x o bien al principio o bien
al final de S debe tener n multiplo de a. Es decir, S(z,c,...,t) = W(x%,¢,...,t). Por tanto,
R(z%c,...,t) = Wk ¢,...,t) de donde R(b,c,...,t) = WE(b,c,...,t) en el grupo libre

enb,c,...,t. [l
Proposicién 3.1.7 Si G = (ay,...,an; VF(a1,...,a,)) con k > 1y V(ay,...,a,) no es una
verdadera potencia en el grupo libre en aq, ..., a,, todo elemento de orden finito de G esta

definido por un conjugado de una potencia de V.
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Demostracion: De nuevo, usamos induccion en la longitud de V. Si V' involucra s6lo un
generador (en particular, si tiene longitud uno), el resultado se sigue de Supongamos
que el resultado se verifica para todos lo grupos presentados con un tnico relator U* donde U
no es una verdadera potencia y tiene longitud menor que la de V. Podemos suponer que V es
ciclicamente reducida, si no, sustituirfamos V por un conjugado suyo ciclicamente reducido
de menor longitud y el resultado se cumpliria por hipdtesis de induccién. Representamos
ai,...,0an por b,c,... t.

Caso 1: Supongamos que la suma de los exponentes de alguno de los generadores involu-
crados en V es 0. Por ejemplo, o4(V) = 0. Sea b otro generador involucrado en V. Como V*
tiene suma en los exponentes cero en t, lo mismo ocurre con cualquier relator de G, luego
todos los elementos de orden finito estén en el subgrupo normal N de G generado por b, c, . ...

Presentando N como en la demostraciéon anterior, tenemos
. k  pk pk
N = <...,b_l,bg,bl,...,0_1,00,61,...,...,P_l,PO,Pl,...>

donde P; = 7(t'Rt~%). Definiendo p y M como los subindices minimo y maximo de b que

aparecen en Py, tenemos los grupos
. pk
Ni = <"'50715007617°"abu+i7"'7bM+Z'7Pi >
a partir de los cuales obtenemos la cadena de grupos

NoCNoi €N 11 CEN4pC- - CN 411, CN ;i SN ;411 C e

cuya uniéon es N. Todo elemento de orden finito de N esté en uno de los grupos de la cadena,
y por la forma en que éstos estan construidos, es conjugado de un elemento de orden finito

en alguno de los grupos N;. Entonces, por una propiedad de T,
tV(b,c,..., 0t Pyt et ™)

Por tanto, si V no es una verdadera potencia en el grupo libre en b,c,...,t, tampoco lo
puede ser P; en el grupo libre en ...,c_q,cp,¢1,...,bu14,...,br44. Luego, por hipotesis de
induccioén, los elementos de orden finito en N; son conjugados de potencias de P;. Pero en G
el elemento definido por P; es un conjugado de V, luego todo elemento de orden finito en G
es un conjugado de una potencia de V.

Caso 2: Supongamos que V' tiene suma en los exponentes no nula en todos los generadores

que involucra. Sean « = o4(V) y f = 03(V) y construyamos el grupo

(x,cy... 1 Vk(xo‘,c,...,t» (3.9)
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que, como antes, haciendo ¢ = yz~? se puede escribir también:

(x,eo .y, VE@® e, .. yz™P)) (3.10)
Como V(b,c,...,t) es ciclicamente reducida, se puede probar que si V(z%c,...,yz ") es
una verdadera potencia, entonces V(z%,¢c,...,t) es una verdadera potencia y también lo
es V(b,c,...,t). Asi, V(z%¢c,...,yz~") no es una verdadera potencia. Usando el método

de demostracion del caso anterior (pues ahora o,(V) = 0), tomando como N el subgrupo
normal de generado por ¢, ...,y, podemos ver que los elementos de [3.10] de orden finito
son conjugados en de potencias de V(z%,¢,...,yz~?). Aplicando la transformacion de
Tietze y = ta? a obtenemos que los elementos en de orden finito son conjugados
en de potencias de V(z%,¢,...,t). Por tanto, un elemento no trivial W de orden finito
en G que esta en el subgrupo de generado por x%,c,...,t debe ser un conjugado de una
potencia de V(z%,¢,...,t). Por tanto, en

W(z% ¢, ... ,.t)=TVi(z%ec,...,t) T "

donde T es una palabra en z,c,...,t. Debemos probar que T es en realidad una palabra en

% ¢, ...,t, es decir, que T define un elemento de G.

x

El grupo es el producto libre de X (el grupo ciclico infinito en x) y G con los subgrupos
ciclicos infinitos H, K generados por % b en X y G, respectivamente, amalgamados bajo
p:x* — b. Como V1 tiene orden finito y H es ciclico infinito, V¢ no estd en un conjugado
de H. Por tanto, el problema se reduce a probar que en *(X,G, H, K, ¢), que es el grupo
definido en si gy sgs™! estan en G y ¢ no esta en un conjugado de H, entonces s esta
en G.

Pero si s no estuviese en G, s tendria la forma sy ...s, donde los s; se alternan en X y

en G (en particular, no pertenecen a H 6 K). Por tanto, s, estd en X 0 s, esta en Gy sp—1

estd en X. Pero la longitud en los representantes de

-1 -1_-1 -1 —1y —1 -1
89T = 81...8p-18pgSy Sp_1---5] =S1... sp-1(5pgs, )spfl N

I no podria

no puede ser uno si s, esta en X, o si s, esta en G y s,—1 esta en X, luego sgs™
estar en G.

Por tanto, T' define un elemento de G, de donde W (que es un elemento de orden finito

en (G) debe ser un conjugado de una potencia de V' en G. U
Corolario 3.1.8 Supongamos que el grupo G' = (a1, ...,a,;V¥(a1,...,a,)) es isomorfo al
grupo H = {ay,...,a,;U(a1,...,a,)). Entonces K = (a1, ...,a,;V(ay,...,a,)) es isomorfo

aLl = (a,...,an;U(as,...,an)).
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Demostracion: Expresemos V = W" donde W ya no es una verdadera potencia. En-
tonces G = (a1, ...,a,;W* (ay,...,ay)), de donde (por el corolario [3.1.5) W tiene orden kr
en G. Como, por cualquier otro elemento de orden finito en G es un conjugado de una
potencia de W, kr es el maximo orden que puede tener un elemento de orden finito en G.
Sea ahora U = Y*, donde Y no es una verdadera potencia. Razonando como antes, Y tiene
orden ks y ademaés ks es el maximo orden que puede tener un elemento de orden finito en
H. Como G = H, kr = ks, de donde r = s. Los elementos de G de orden divisor de k son
exactamente los conjugados de potencias de W = V. Del mismo modo, en H los elementos
de G de orden divisor de k son exactamente los conjugados de potencias de Y" = U. Sea ¢
el isomorfismo entre G y H. Como V tiene orden divisor de k en G, ¢(V) tiene orden divisor
de k en H, luego es un conjugado de una potencia de U. Del mismo modo, ¢~ !(U) es un
conjugado de una potencia de V. Por tanto, el subgrupo normal N de G generado por V'
se corresponde por ¢ con el subgrupo normal M de H generado por U. Asi, G/N = H/M.
Como G/N = K y H/M = L, se tiene que K = L. O

Corolario 3.1.9 Sean R y S pertenecientes al grupo libre F en aq, ..., a,. Si S* pertenece

al subgrupo normal de F generado por R, entonces S pertenece al subgrupo normal de F

generado por R. Es decir, si S* es derivable de RF entonces S es derivable de R.
Demostracion: Supongamos que expresamos R = W™ donde W ya no es una verdadera

potencia. En el grupo
G = (ay,... ,an;Rk> = (ay,... ,an;WTk>,

S* define la identidad, luego S tiene orden finito divisor de k en G vy, razonando como en
el teorema anterior, S ha de ser un conjugado de (W7")! = R para cierto . Como R¥ es el
relator en la presentacion de G, la palabra S, como elemento del grupo libre F', ha de ser
libremente igual al producto de un conjugado de R y conjugados de R* y R~%. Por tanto,

S es un producto de conjugados de R y R~!, de donde el resultado. O

3.2. El problema de la palabra para grupos presentados con

una unica relacion.

Finalmente, nos centraremos en el problema de la palabra para grupos presentados con

una tnica relaciéon. La solucién de este problema requerira del siguiente lema auxiliar:

Lema 3.2.1 Sea G = %(Ay, As, H1, Ha, ¢). Supongamos que tenemos un procedimiento para

determinar si un elemento de A; pertenece a H; y, en caso afirmativo, para escribirlo como
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! se pueden calcular ambas mediante un procedi-

elemento de H;; y supongamos que ¢ y ¢~
miento especifico. Entonces podemos decidir si un elemento de GG pertenece a A; y, en caso
afirmativo, podemos escribirlo como elemento de A;.

Demostracién: Sea g dado como un producto g1g2 . .. g, donde los g; son elementos que
pertenecen alternativamente a los A;’s. Probaremos por inducciéon en n que podemos decidir
si g estd en A; y, en caso afirmativo, escribirlo como un elemento de A;.

Sin = 1 entonces g = g1 pertenece o bien a A; o bien a As. Ademas, pertenecera a los dos
si y s6lo si g1 pertenece a Ay y a Hy 6 g1 pertenece a Ay y a Hy. Como esto, por hipdtesis, lo
podemos determinar y ¢ se puede calcular mediante un procedimiento especifico, podemos
decidir si g; estd en A; y, en caso afirmativo, escribirlo como un elemento de A;.

Supongamos que podemos tomar esta decisién para elementos definidos por palabras de
longitud silabica aparente menor que n y supongamos que g tiene longitud sildbica aparente n
conn>1(g=g1g2...9n). Sininguno de los g; estd en Hy 6 Hs, entonces g tendra longitud
en los representantes n > 1, luego no puede estar en A;. Supongamos que algtin g; pertenece
a Ay y a Hy o pertenece a Az y a Hy. Supongamos, para fijar ideas, que g; pertenece a A; y

a Hy. Entonces ¢(g;) estd en Ay y Hy. En G,

9g=249192-. -gj7190(9j)9j+1 coe9n = 30192 - - -gj72(9j7180(9j)9j+1)9j+2 -+ 0On

Como g;_1,gj+1 estan en Ay, g tiene longitud sildbica aparente menor que n, luego por
hipo6tesis de inducciéon podemos decidir si g estd en A; y, en caso afirmativo, escribirlo como

un elemento de A;. O

Ahora ya estamos en condiciones de resolver el problema de la palabra para grupos pre-

sentados con una tnica relacion.

Teorema 3.2.2 Dado un grupo G = {ay,...,an; R(a1,...,ay,)) entonces el problema de la
palabra para G es resoluble.

Demostracién: Para resolver el problema de la palabra en un grupo presentado con una
sola relaciéon, lo que haremos sera resolver el problema de la palabra extendido para dicho
grupo. El problema de la palabra extendido es el problema de decidir, dado un subconjunto
propio (posiblemente vacio) de los generadores, si un elemento se puede expresar en términos
de solamente esos generadores y, en caso afirmativo, encontrar al menos una expresion del
elemento en términos de dichos generadores. Este problema es mas general que el problema
de la palabra, pues el problema de la palabra se corresponde con el caso en que el subconjunto
propio de generadores elegido es vacio.

Vamos a dividir la demostracién en dos partes. En la primera reduciremos el problema

que tenemos que resolver a un problema mas sencillo, que abordaremos en la segunda parte.

70



Maés concretamente, lo primero que haremos seré probar que, para grupos presentados con
una unica relacién, el problema de la palabra extendido se reduce a resolver el problema
de decidir si un elemento (en un grupo presentado con una tnica relaciéon que involucra a
todos los generadores) se puede expresar sin que intervenga un determinado generador y,
en caso afirmativo, encontrar al menos una expresiéon del elemento en esas condiciones. Es
decir, veremos que el problema de la palabra extendido para grupos presentados con una
Unica relaciéon se puede reducir al problema de la palabra extendido para tales grupos cuando
la relacién involucra todos los generadores tomando subconjuntos de generadores propios
maximales. La segunda parte de la demostracion consistiré precisamente en probar que este
iltimo problema es resoluble.

Supongamos en primer lugar que G = {(ay, ..., an; R(a1,...,ay,)) y que R involucra a todos
los generadores. Dado cualquier subconjunto propio de generadores {a;,,...,a;. }, tomemos
un generador que no pertenezca a dicho subconjunto, por ejemplo, supongamos que a,, no es
uno de los a;;’s. Para decidir si un elemento g se puede expresar en términos de a;y,. .., a;,,
primero veamos si g se puede expresar en términos de ay,...,a,_1. Si es posible, expresemos
g en términos de ay,...,anp—1 y reduzcamos libremente la palabra resultante. Como por el
teorema de la independencia, aq,...,a,—1 generan libremente un subgrupo libre de G, g se
puede expresar en términos de a;,,...,a;. si y solo si la palabra reducida que representa
g en términos de ay,...,a,—1 sélo involucra a;,,...,a;. . Por tanto, acabamos de ver que el
problema de la palabra extendido para cualquier subconjunto propio de generadores se reduce
a resolver el problema extendido de la palabra para subconjuntos propios maximales en el
caso en que todos los generadores estén involucrados en la relaciéon R.

Supongamos ahora que R no involucra a todos los generadores. Para fijar ideas, supon-
gamos que Gg41, .- -, 0, Son los generadores que aparecen en R. Dentro de este caso vamos a
estudiar por separado las dos posibles situaciones que se pueden presentar, por una parte el
caso en que agy1, ..., Gy pertenecen todos al subconjunto {a;,,...,a;. } para el cual deseamos
resolver el problema de la palabra extendido; y, por otra parte, el caso en que alguno de los
generadores agy1,...,a, no pertenece a {a;,,...,a;. }. En el primero de los casos, los gene-
radores que no pertenecen a {a;,,...,a; } seran algunos de entre los siguientes: aq, ..., ax;
supongamos, en concreto, que son ai,...,as. Entonces G sera el producto libre del grupo
libre F es los generadores libres aq,...,as y el grupo G’ = (asi1,-..,an; R(akit, ..., a,)).
Resolver, entonces, el problema de la palabra extendido para {a;,,...,a; } = {ass1,...,an}
equivale a decidir si un elemento de G = F x G’ estid en G'. Para ello, bastara aplicar el lema
tomando Ay = F,As = G',H] = Hy = 1, = identidad. Para poder aplicar el lema
hemos de garantizar que se cumplen las hipétesis, lo que es cierto pues en este caso lo que

necesitamos es poder resolver el problema de la palabra para F'y para G’. Pero el problema
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de la palabra para F' es resoluble pues F' es un grupo libre dado en términos de generado-
res libres; y como G’ = F’ x G” con F’ grupo libre en los generadores libres asy1,...,a y
G" = (ags1,---,an; R(ags1,--.,an)), el problema de la palabra para G’ se puede reducir al
problema de la palabra para F’ que es resoluble y al problema de la palabra para G que,
por lo anteriormente razonado, se puede reducir al problema de la palabra extendido para
subconjuntos propios maximales de generadores de G”.

Por ultimo, para completar la primera parte de la demostracién, supongamos que R
involucra como antes a los generadores agyq,...,a, pero alguno de ellos no pertenece a
{aiy,...,ai, }; por ejemplo, supongamos que a, no pertenece a {a;,,...,a;, }.

En este caso, G = F x G’ con F el grupo libre en los generadores libres ay,...,ar y
G = (aky1, ..., an; R(ags1, ... a,)). Ademas, ay,...,a,—1 generan libremente un subgrupo
libre de G. Para decidir si un elemento ¢ € G = F * G’ se puede expresar en términos de
ai,...,a,_1, primero escribimos g en la forma canonica respecto a F x G’, para lo cual solo
necesitamos resolver el problema de la palabra para F' (grupo libre presentado en términos de
generadores libres) y el problema de la palabra para G’ (que se puede reducir al problema de
la palabra extendido para subconjuntos propios maximales de G’). Es més, de esta manera
podemos decidir si las silabas de g que pertenecen a G’ se pueden expresar sin que intervenga
el generador a,. Todo ello implica que podemos, en definitiva, decidir si g se puede expresar
en términos de aq,...,a,_1, es decir, si pertenece al subgrupo libre F’ de G libremente
generado por ay,...,a,—1 (y, en caso afirmativo, encontrar una expresion para g en términos
de ay,...,an—1). Como a;,,...,a; pertenecen a {ai,...,a,—1}, ahora resulta sencillo decidir
si g se puede expresar como una palabra en a;,,...,a;.: basta reducir libremente la palabra
en ay,...,a,—1 que representa a g. La respuesta sera afirmativa si y soélo si en el resultado
so6lo intervienen los simbolos a;,, ..., a;,.

Esto completa la primera parte de la demostracién. Supondremos entonces ya que en el
grupo G = (ay,...,an; R(a1,...,a,)) del enunciado la relacion R involucra a todos los gene-
radores. Y probaremos que el problema de la palabra extendido para subconjuntos propios
maximales de generadores es resoluble. Lo haremos por induccién en la longitud de R. Si
R tiene longitud 1 o involucra s6lo un generador entonces G es ciclico (porque R involucra
todos los generadores) y el problema es resoluble. Supongamos entonces que la afirmacion se
verifica para todos los grupos presentados con un solo relator de longitud menor que la de R
y supongamos, ademas, que R involucra por lo menos dos generadores. Como ya es habitual,
representaremos ai, ..., a, por b,c,...,t. Vamos a diferenciar dos casos:

Caso 1: Supongamos que o(R) = 0 para algin generador ¢. Tomemos N el subgrupo
normal de G generado por el resto de generadores, b, ¢, ..., y denotemos por 7 el proceso de

reescritura, y by 1= t*bt=F ¢, := tFet™F, ... Para ver que el problema de la palabra extendido
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para subconjuntos maximales de generadores se puede reducir a estudiar N, supongamos
primero que el conjunto propio maximal de generadores excluye t. Entonces tenemos que
decidir si un elemento definido por una palabra W que involucra ¢ se puede definir mediante
otra palabra que involucre so6lo los simbolos b, ¢, . ... Puesto que o/(R) = 0, si la respuesta
es afirmativa también tendria que ocurrir que o(W) = 0 pues la palabra en b,c,... que
obtendriamos a partir de W se obtendria por insercién o eliminacién de relatores triviales, R
6 R7!, luego no varia el exponente suma en t. Puesto que se tendria oy(W) = 0, W definirfa
un elemento de IV, luego el problema extendido de la palabra se transforma en un problema
de expresar un elemento de N en términos de bg, cg, ..., en caso de que sea posible.

Supongamos ahora que el generador de G excluido del subconjunto propio maximal es
distinto de ¢, por ejemplo, supongamos que es b. Entonces W puede no definir un elemento
de N. Pero si W se puede expresar en G sin utilizar b, lo mismo ocurre con Wt~ siendo
a = o¢(W) (el reciproco también es cierto). Ahora bien, la palabra Wt~ si que define un
elemento de N, por lo que el problema se reduce a expresar un elemento de N sin utilizar
ningin by, en caso de que sea posible.

Permutando ciclicamente R, podemos suponer que R comienza con un b-simbolo. Por
tanto, 7(R) involucra by, luego si definimos 7(t*Rt~%) = P;(...,bg,...,Ck,...), tenemos que
by aparece en Py. Si ademés definimos p, M como los subindices k£ minimo y méaximo (res-

pectivamente) tales que by aparece en Py y
Ni = <-"7ck7"'7b,u+i7"‘7bM+i;Pi>

tenemos que, tanto si es ¢ como si es b el simbolo excluido del subconjunto maximal de
generadores, lo que necesitamos es decidir si un elemento dado de N se puede expresar en

términos de un subconjunto de los generadores de
No=(...¢ky--,bu,...,bar; Po)

y, en caso afirmativo, expresarlo de tal forma. No obstante, puesto que la longitud de Py es
menor que la de R, por hipdtesis de inducciéon el problema de la palabra extendido es resoluble
para Np, lo que implica que una vez que tenemos un elemento expresado como elemento de
Ny, podemos decidir si ese elemento es expresable en términos de un subconjunto propio de
generadores de Ny y, en caso afirmativo, expresarlo de tal forma.

Por tanto, el problema se reduce a determinar si un elemento de N pertenece a Ny vy,
en caso afirmativo, expresarlo como elemento de Ny. Lo que probaremos, de hecho, es que
podemos determinar si un elemento de N esta en un N; cualquiera y, si esté, expresarlo como
elemento de N;.

Como N es la unién de la cadena de grupos

Q1=No, Q2=No1, @Q3=N_11,...
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definidos en y cualquier elemento de IV esta en algtin Q;. Probaremos que, para todo
J, si los generadores de N; estan contenidos en los de @;, podemos decidir si un elemento de
() estd en IV; y, en caso afirmativo, expresarlo como tal. Procederemos por induccion en j. Si
J = 1, entonces Q1 = Ny y el tinico IV; con sus generadores contenidos en los de Q); es Ny, luego
claramente se cumple el resultado. Supongamos el resultado cierto para Q. Por construccion,
Qs+1 es el producto libre de Qs y algin N, con el subgrupo K generado por todos los
generadores de N, excepto por uno de los b;’s amalgamado bajo la aplicacion identidad. Por
tanto, cualquier N; cuyos generadores estén incluidos en los de (0511 esta contenido en Qs o
en N,. Utilizamos el lema tomando A; = Qs, A2 = Ny, Hi = Hy = K, p = identidad.
En efecto, se cumplen las hipotesis del lema puesto que el problema de la palabra extendido
es resoluble para N, por hipotesis de induccién pues los F;’s tienen menor longitud que R,
luego podemos decidir si un elemento de N estd en K. Como K esta contenido en algin N,
cuyos generadores estan entre los de @5, podemos determinar (por hipétesis de induccion)
si un elemento dado de @ estd en IN,. Si el elemento de ()5 estd en N,, podemos decidir
si estd en K. Luego podemos decidir si el elemento de Qs estd en K. Como ademas ¢ esta
especificada, el lema nos permite concluir que podemos decidir si un elemento de Q541
estd en Qs o en N,. Podemos por tanto decidir, tanto si N; € Qs como si N; = Ny, si un
elemento de QQs41 esta en IV; y, en tal caso, expresarlo como tal. Esto completa la induccion
en j para probar que si los generadores de un N; estan contenidos en los de @;, podemos
decidir si un elemento de Q); esta en IV; y, en caso afirmativo, expresarlo como tal.

Por tanto, podemos decidir si un elemento de N estd en N; y expresarlo como tal si
estd. Como esto es cierto para cualquier ¢, en particular lo es para ¢ = 0, lo que finaliza la
demostracion del caso 1.

Caso 2: Supongamos ahora que o4(R) # 0 para todo generador a. R involucra al menos
dos generadores, por ejemplo, b, t, y todos los generadores aparecen en R. Supongamos que
el generador excluido del subconjunto propio maximal de generadores para el que queremos

resolver el problema de la palabra extendido es . Tomemos el grupo
E = {(z,c,...,t; R(x%c,...,1)) (3.11)

donde a = 0¢(R). Mediante una transformacion de Tietze tenemos que E también tiene la
presentaciéon P siguiente:
(z,c,...,y; R(z%c,...,yz~ ")) (3.12)

donde 3 = o3(R). Ahora o, (R(z%,¢c,...,yz~?)) = 0; por tanto, aplicamos el caso 1 tomando
como N el subgrupo normal de E generado por c,...,y, obteniendo que el problema de la

palabra extendido es resoluble para ((3.12)).
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Sea W (b,c,...,t) una palabra en G. La aplicacion b — z% ¢ — ¢,...,t — t define un
monomorfismo de G en E. Y la aplicacion & — z,¢ — ¢, ...,t — yz~? define un monomor-
fismo de E en G(P). Luego b — x%,¢ — ¢,...,t — yz~? define un monomorfismo de G en
G(P) = E. Por tanto, W (b, ¢, ..., t) puede definir el mismo elemento que V'(b,¢,...) en G siy
solo si W (2%, ¢, ...,yz~") puede definir el mismo elemento que V (2%, ¢c,...,yz %) en E. Por
tanto, para decidir si W se puede expresar sin ¢ en G' debemos decidir si W (z%, ¢, ...,yz~?)
se puede expresar en términos de %, ¢,... en E y, en caso afirmativo, encontrar una tal ex-
presion. Como el problema de la palabra extendido es resoluble para , podemos decidir
si W(z%,¢,...,yz~?) se puede expresar en términos de z,c,... (sin y) y lograr, si es posible,
una expresion explicita. Ahora bien, por el teorema de la independencia, x, ¢, ... genera libre-
mente un subgrupo libre de , luego podemos decidir si una palabra en x,c, ... se puede
expresar en como una palabra en z%, ¢, .... En resumen, podemos decidir si, en ,

W (z%c,...,yz~?) se puede expresar en términos de 2%, ¢, ... y encontrar, si es posible, una
expresion de dicha forma. En consecuencia, podemos decidir si, en G, W (b, ¢, ..., t) se puede
expresar sin t y encontrar, si es posible, una expresion de dicha forma. O

El resultado anterior es valido incluso si G no esta finitamente generado.

Corolario 3.2.3 Sean R(ai,...,a,)y S(b1,...,bn) palabras ciclicamente reducidas involu-
crando a,, y by, respectivamente; y sean U(ay, ..., an—1), V(b1,...,bm—1) palabras no vacias

reducidas. Entonces el problema de la palabra para el grupo
G={(a,...,an,b1,...,0p; R, S, U =V)

es resoluble.
Demostraciéon: Denotemos A = (ai,...,an; R), B = (by,...,byn;S) v sea H el sub-

grupo ciclico de A generado por U y K el subgrupo ciclico de B generado por V. Por el

teorema de la independencia sabemos que a1, ..., a,_1 generan libremente un subgrupo libre
de A y, andlogamente, b1,...,b,_1 generan libremente un subgrupo libre de B. Por tanto,
U(ay,...,an—1)y V(b1,...,byn—1) tienen orden infinito, luego H es isomorfo a K bajo el iso-

morfismo ¢ dado por p(U) = V. Por tanto, G = (A, B, H, K, ¢). Para decidir si una palabra
Wi(ai,...,an,b1,...,by) define el neutro en G, lo primero que haremos seré ver si define un
elemento de A y, en caso afirmativo, expresarlo como tal. Este ultimo problema lo podemos
resolver aplicando el lema con Ay = A,As = B,H, = H,Hy = K,p = . Tenemos
que garantizar que se cumplen las hipotesis del lema. Por el teorema anterior sabemos que
el problema de la palabra extendido es resoluble en A y en B. Por tanto, podemos decidir
si un elemento de A o de B se puede expresar en términos de ai,...,an—1 0 b1,...,bm_1,

respectivamente y, en caso afirmativo, expresarlo como tal. Resulta evidente entonces, una
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vez el elemento estid expresado en términos de aq,...,a,-1 0 b1,...,b,_1, sl €s 0 no una
potencia de U 6 V, respectivamente. Esta ultima afirmacion se debe a que a1,...,a,-1 ¥
b1,...,bm—1 generan libremente subgrupos libres en A y B, respectivamente. Como ademés,
p esta especificada por un procedimiento concreto que permite calcularla, que consiste en
reemplazar U por V (y para calcular ¢! de una palabra en K basta reemplazar V por U),
tenemos que se cumplen las hipotesis del lema Por tanto, este lema nos garantiza que
podemos determinar si W define un elemento de A y, en caso afirmativo, expresarlo como tal.
Si W no define un elemento de A, en particular no define el neutro. En caso contrario, una vez
expresado como elemento de A, podemos usar el teorema anterior para resolver el problema
de la palabra en A y, por tanto, decidir si W determina el neutro en A y, en consecuencia,
en G. [l

Corolario 3.2.4 Sea, para cada ¢ = 1,...,r, Ri(x;,y1,...,yn) una palabra ciclicamente

reducida involucrando el simbolo x;. Entonces el problema de la palabra para el grupo
G: <$17”'7x7’7y17"'7yn;R17R27"-7R7‘>

es resoluble.

Demostracion: Por el teorema [3.2.2] sabemos que el problema de la palabra para el

grupo G; = (x;,y1,...,Yn; R;) es resoluble y podemos decidir si un elemento dado se puede
expresar exclusivamente en términos de yi, ..., Yn.
Definiendo H; = (x1,...,2j,y1,...,Yn; R1, Ra, ..., Rj), podemos concluir por induccion

en j que Hy = Gy y, para j > 2, H; es el producto libre de H;_; y G; con el subgrupo libre
en cada uno libremente generado por yi,...,y, amalgamado bajo la aplicacién identidad.
Por tanto, podemos probar también por induccién en j, y gracias al lema que es
posible decidir si un elemento de H; puede ser expresado en términos de y1,...,y, ¥, en caso
afirmativo, expresarlo de dicha forma. Como yi, ..., y, generan libremente un subgrupo libre
de H, = GG, podemos resolver el problema de la palabra en G. La solucién viene dada de la
siguiente manera: una palabra W en los generadores de G define el elemento neutro de G si
y sblo si se puede expresar en términos de y1,...,%, ¥, una vez expresada de tal forma, al

reducirla libremente obtenemos la palabra vacia. O
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Capitulo 4

Algunos desarrollos recientes sobre el

problema de la palabra

Este capitulo estd dedicado a tratar, en términos generales, algunas de las lineas de
investigacion de teoria combinatoria de grupos estudiadas mas recientemente, tanto en su
vertiente més algebraica como desde un punto de vista mas computacional.

Los problemas de decisién en teoria de grupos, como el problema de la palabra o el de la
conjugacion, se sittan en la frontera entre las matematicas y las ciencias de la computacion,
convirtiéndose asi en un campo de estudio interdisciplinar que atina teoria combinatoria de
grupos, teoria de grafos y aspectos de complejidad algoritmica. Aunque se plantea desde una
perspectiva algebraica, el desarrollo de la teoria de la complejidad computacional propicié
también el estudio de la complejidad del problema de la palabra como linea de investigacion.
Los desarrollos en este campo han atraido la atencién por las potenciales aplicaciones de la
teorfa combinatoria de grupos a la construcciéon de criptosistemas, cuestiéon sobre la que se
recoge una breve aproximacion en el dltimo capitulo de esta memoria.

El presente capitulo recoge desarrollos recientes sobre del problema de la palabra, que
tras ser planteado por Dehn en 1911 adquiri6 fama cuando en 1954 Novikov y (de forma
independiente) Boone en 1958, y Britton [3], también en 1958, probaron que no era resolu-
ble en general, lo que implica que otros problemas de decisién en teoria de grupos, como el
problema de la conjugacion o el problema de la pertenencia, tampoco son resolubles. Concre-
tamente, Britton construye un grupo finitamente presentado con problema de la palabra no
resoluble que es producto amalgamado de grupos para los cuales el problema de la palabra
si es resoluble.

Més recientemente, se ha estudiado el problema de la palabra en variedades de grupos.
Una variedad es una clase de grupos que satisfacen un determinado sistema de relaciones o

identidades. El conjunto de estas relaciones se denomina “base” de la variedad. Una subclase
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de una variedad que constituye, a su vez, una variedad en si misma se denomina subvariedad.

Algunos ejemplos de variedades de grupos son:

= La mayor variedad es la formada por todos los grupos, definida por un conjunto de

relaciones vacio.

= La variedad de los grupos abelianos: los grupos abelianos forman una variedad definida

por las identidades {[z1,z2] = 1}, donde [z, x2] denota el conmutador de 1 y x2.

= Los grupos nilpotentes de clase de nilpotencia menor o igual que ¢ forman una va-
riedad definida por {[[...[[z1,2z2],23]...],2c = 1}. Los grupos abelianos forman una

subvariedad de esta variedad.

= Los grupos resolubles de longitud resoluble menor o igual que ¢ forman también una
variedad y, como en el caso anterior, la variedad de los grupos abelianos es una subva-

riedad suya.

= Para cada entero positivo n, los grupos de exponente divisor de n forman una variedad
definida por la identidad {z"™ = 1}. A esta variedad se la suele denotar B,,. También
forman una variedad los grupos abelianos de exponente divisor de n, y se la suele

denotar por A,.

El producto UB de dos variedades U y B se define como la variedad de grupos formada
por todos los grupos G que tienen un subgrupo normal N € U tal que G/N € B. Asi, la
variedad A,B,, esta formada por los grupos G' que tienen un subgrupo normal abeliano N
de exponente divisor de p tal que G/N tiene exponente divisor de n.

Un grupo de una variedad V se dice finitamente presentado en la variedad si viene dado
por un numero finito de generadores y un niamero finito de relatores junto con las identidades
de la variedad.

Se dice que una variedad tiene problema de la palabra no resoluble si la variedad contiene
un grupo finitamente presentado en la variedad que tiene problema de la palabra no resoluble.

En 1991, M. V. Sapir probo6 (ver [19]) que, para cualquier ntimero impar n > 665 y
cualquier p > 1 coprimo con n, la variedad de grupos A,B,, tiene problema de la palabra no
resoluble.

Un grupo localmente finito es un grupo tal que todos sus subgrupos finitamente generados
son finitos. Con esta definicion, el problema de Burnside se puede enunciar de la siguiente
manera: “; Existe una variedad de grupos de exponente finito que no es localmente finita?”
En 1968 Novikov y Adian dieron respuesta afirmativa a este problema: probaron que para

cualquier nimero impar n > 4381, la variedad B,, definida por la identidad 2™ = 1 no es
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localmente finita. En 1975, Adian rebajo esta cota a 665. Este problema guarda relaciéon con
el problema de la palabra pues la propiedad de que una variedad tenga problema de la palabra
no resoluble es mas fuerte que la propiedad de que esa variedad sea no-localmente finita. En
1981, Adian construy6 un ejemplo de un grupo, presentado por medio de un conjunto infinito
recursivo de relaciones, en la variedad B,, que tiene problema de la palabra no resoluble.
Unos anos después, el propio Adian junto con Makanin plantearon la pregunta de si existe un
ejemplo con las mismas propiedades pero dado por una presentacion con un nimero finito de
relaciones. Esta cuestion fue resuelta en 1995 por O. Kharlampovich, quien demostré en [14]
que si n = pr con p > 3 primo y r cumpliendo que, o bien tiene un divisor impar mayor o
igual que 665 o bien r > 28 entonces existe un grupo, finitamente presentado en la variedad
B,,, con problema de la palabra no resoluble.

No obstante, el problema de la palabra no sélo se ha planteado para grupos, sino también
para algebras de Lie, estructura para la que se pueden dar algunas definiciones que recuerdan
claramente a la teoria de grupos, por ejemplo la definicién de algebra de Lie libre sobre
un conjunto X, que es un &lgebra de Lie L de modo que existe una aplicaciéon ¢ : X — L
cumpliendo que para cualquier otro algebra de Lie A y cualquier aplicacion f : X — A existe
un tnico homomorfismo de algebras de Lie g : L — A tal que f =goi.

Como en el caso de grupos, se puede probar que dado un conjunto X, existe una tnica
algebra de Lie L(X) libre sobre X . También podemos hablar de la presentacion de un algebra
de Lie por medio de generadores y relatores viendo el algebra como cociente del algebra de
Lie libre sobre A, L(A) (para cierto alfabeto A), por un ideal I de L(A).

Del mismo modo que para grupos podemos hablar de variedades de algebras de Lie,
definiéndolas como clases de algebras de algebras de Lie sobre un cuerpo K que satisfacen
un determinado sistema de identidades. Por ejemplo, la variedad U de las algebras de Lie
abelianas satisface la identidad [z,y] = 0. Otros ejemplos de variedades de algebras de Lie
son la variedad de las algebras de Lie resolubles con longitud resoluble menor o igual que [
(cuya serie derivada se estaciona en 0 en no més de [ pasos) o la variedad N, de las algebras
de Lie nilpotentes de clase de nilpotencia menor o igual que ¢. Como en el caso de grupos, la
variedad producto VW esta formada por todas las extensiones de algebras de Lie en V por
algebras de Lie en W. La variedad ZW esta formada por las algebras de Lie cuyo cociente
modulo el centro pertenece a W. Se dice que una variedad tiene problema de la palabra
resoluble hereditario si la variedad y todas sus subvariedades tienen problema de la palabra
resoluble.

En [I5], O. Kharlampovich y D. Gildenhuys dieron una condicién necesaria que ha de
cumplir toda variedad M de algebras de Lie sobre un cuerpo K de caracteristica cero con

problema de la palabra resoluble hereditario.
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La variedad ZNoU esta definida por la identidad

[[[[5517 xQ] ) [$3’ l‘4]] ) [:C5, SC(;H ,l‘7] =0 (4'1)

Para simplificar, denotaremos [z1,x2] = zjx2 y usaremos la notacion xizy...x, =
[...[[x1,z2] , 23], ..., @] Asi, la igualdad (4.1) se escribiria:

(r122)(x324) (T526) 27 = 0 (4.2)

Esta variedad cumple que el problema de la palabra es no resoluble en toda variedad que
la contiene. Sin embargo, el problema de la palabra es resoluble en cualquier subvariedad de
la variedad (méas pequena) NoU. En 1990, Kharlampovich construy6 en ZANsU una coleccion
infinita W,, de variedades minimales de algebras de Lie sobre un cuerpo de caracteristica cero
con problema de la palabra no resoluble.

Por otra parte, ZUN5 es la variedad de algebras de Lie dada por la identidad
(371.%'2%3)(.%43351‘6)337 =0 (4.3)

Introduciendo las identidades:

> (112701) (To(2)Z(3)z = 0 (4.4)
oEA3
Z Y1Y2(To(1)To(2)21 - - - 22k41)T03) =0, k>0 (4.5)

0EA3

Kharlampovich demostro en [6] que la variedad VW definida por las identidades , ,
y tiene problema de la palabra no resoluble, y todas sus subvariedades propias
tienen problema de la palabra resoluble.

El problema de la palabra también se ha estudiado desde un punto de vista mas compu-
tacional. Entre otros resultados, se conoce que para ciertos grupos, por ejemplo grupos nil-
potentes finitamente generados, el problema de la palabra es resoluble mediante algoritmos
lineales en tiempo.

También se conocen (ver [20]) soluciones en tiempo polinomial para el problema de la
palabra en grupos libres por ciclicos y en grupos de automorfismos de grupos libres, asi como
soluciones en tiempo polinomial al problema de pertenencia para ciertos tipos de grupos.
El problema de pertenencia, también llamado problema de la palabra generalizado, es el
siguiente problema matematico: dado un grupo G finitamente presentado, un subgrupo suyo
H y una palabra W en los generadores de GG, determinar si W define o no un elemento de
H. Notar que si H es normal, un algoritmo que resuelva el problema de la pertenencia para

H también resuelve el problema de la palabra para G/H.
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Un grupo G se dice policiclico si cumple cualquiera de las siguientes propiedades equiva-

lentes:

= Tiene una serie subnormal de longitud finita que empieza en el subgrupo trivial y
termina en G tal que todos los factores de la serie son ciclicos, es decir, existen una
serie de subgrupos:

l=Hy<H - <9H,=G

donde cada H;41/H; es ciclico.

= Esun grupo resoluble tal que todos los factores de su serie derivada son grupos abelianos

finitamente generados.

» Es a la vez un grupo Noetheriano (todo subgrupo es finitamente generado) y un grupo

resoluble.

Por ejemplo, todo grupo abeliano finitamente generado es policiclico.
Un grupo G se dice metabeliano si cumple cualquiera de las siguientes propiedades equi-

valentes:
= (G es resoluble de longitud derivada menor o igual que 2.
= Su subgrupo derivado es abeliano.

Se sabe que el problema de pertenencia o problema de la palabra generalizado es resoluble,
por ejemplo, para grupos libres finitamente generados, para grupos policiclicos y para grupos
metabelianos finitamente generados.

Un grupo G se dice residualmente finito si para todo 1 # g € G existe un homomorfismo
¢ : G — F para cierto grupo finito F' cumpliendo que ¢(g) # 1. Es decir, G posee una familia
de subgrupos normales {N;} tal que NN; = 1 y los cocientes G/N; son finitos.

Un subgrupo H de G se dice separable si para todo g € G\ H existe un homomorfismo
¢ : G — F para cierto grupo finito F' cumpliendo que ¢(g) ¢ ¢(H). El grupo G se dice de
subgrupos separables si todo subgrupo finitamente generado es separable.

Se sabe que todo grupo de subgrupos separables finitamente presentado tiene problema
de la palabra generalizado resoluble.

Mihailova demostré que si el problema de la palabra generalizado es resoluble para G
y (o, también lo es para el producto libre G7 * G5. Por otra parte, también probé que el
producto directo de dos grupos libres de rango 2 tiene problema de la palabra generalizado
no resoluble, es decir, se puede construir algin subgrupo H finitamente generado tal que
no se puede determinar si una determinada palabra en los generadores de GG define 0 no un

elemento de H.
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Para estudiar la complejidad computacional del problema de la palabra se introduce
también el “problema de la palabra comprimido” que se basa en los llamados “straight-line
programs” (abreviadamente, SLP).

SiI' es un conjunto finito de caracteres, es decir, un alfabeto finito, entonces I'* denotaré
el conjunto de todas las palabras en dicho alfabeto, mientras que 1 denotara la palabra vacia.
Un SLP A = (T',V, A, P) sobre un alfabeto I' consta del alfabeto finito I' = {a1,...,an} de
caracteres “terminales”, un alfabeto finito V' = {A1,..., A, } de caracteres “no-terminales”,
un no-terminal inicial 4,, € V y un conjunto P = {4; — W;} de “reglas de produccion”.
Este dltimo conjunto nos permite reemplazar cada no-terminal A; por su “producciéon”: una
palabra (posiblemente vacia) W; € (I' U V)* cumpliendo que si A; es un no-terminal que
aparece en W; entonces j < i. Cuando los subindices no sean relavantes usaremos A para
representar A,,.

Definimos w(A) = w4 como la palabra de I'* que se obtiene al ejecutar el SLP A. Es
decir, si A, es el no-terminal inicial, se produce W,,, se reemplazan todos los no-terminales
que aparezcan en W, por sus producciones y se repite este proceso hasta que la palabra
resultante pertenezca a I'*.

Dado un SLP A, las siguientes tareas se pueden realizar en tiempo polinomial:
= Calcular la longitud de w 4.

= Dado un niimero natural ¢ menor o igual que la longitud de w4, calcular la i-ésima

posicion de w 4.
= Dado otro SLP B, decidir si wg = wpg.

A partir de la nocion de SLP se puede enunciar el problema de la palabra comprimido, que
es el siguiente problema matematico: Dado un grupo G finitamente generado, I' un conjunto
finito de generadores de GG, decidir si un SLP dado A sobre el alfabeto r cumple que la palabra
w4 define el neutro en G. (En esta definicion, hemos denotado [ = {a,...,an, afl, coyat
sil'={a,...,a,}).

En [8] se estudia el problema de la palabra comprimido para las llamadas “extensiones
HNN” y para productos amalgamados.

A partir de los SLP, S. Schleimer prueba en [20] algunos de los resultados mencionados
anteriormente, por ejemplo, que el problema de la palabra para grupos libres por ciclicos y
para grupos de automorfismos de grupos libres es resoluble en tiempo polinomial.

Aunque se conocen algoritmos polinomiales que resuelven problemas de decisién para
ciertas clases de grupos, también hay grupos finitamente presentados cuyo problema de la

palabra tiene complejidad arbitrariamente alta. Sin embargo, este tipo de analisis se refiere
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solamente al comportamiento de un algoritmo en el peor caso. Se le suele llamar complejidad
de peor caso. Algunos algoritmos para resolver el problema de la palabra en grupos finitamente
presentados son dificiles de analizar y no se conoce su complejidad de peor caso. Lo que si se
sabe es que ésta es un invariante del grupo y, en particular, no depende de la presentaciéon
elegida.

Sin embargo, I. Kapovich, A. Myasnikov, P. Schupp y V. Shpilrain estudiaron en [12] la
complejidad de los problemas de decisiéon en teoria de grupos bajo un enfoque alternativo y
complementario: la “complejidad de caso genérico”. Los autores partian del hecho experimen-
tal de que suele existir algan tipo de algoritmo que resuelve eficientemente el problema en
la “mayoria” de los casos. Esto ocurre incluso si la complejidad de peor caso de un problema
particular es muy alta o si el problema no es resoluble. Asi, muchos problemas de decision
en teoria de grupos pueden ser resueltos rapidamente en numerosos casos. Si bien los autores
parten de una intuicion basada en experimentos computacionales, en [12] desarrollan la ex-
plicaciéon matematica de este fenémeno a partir de la teoria de caminos aleatorios en grafos
regulares.

Para estudiar la complejidad de caso genérico, los autores introducen primero la nocién de
conjunto genérico. Si X es el conjunto de generadores, sea v una distribucién de probabilidad
sobre el conjunto X* de palabras en X o, de forma mas general, sea v una funciéon aditiva
arbitraria con valores en [0,1] definida sobre algunos subconjuntos del conjunto X*. Un
subconjunto 7" de X* se dice genérico con respecto a v si ¥(X*\T) = 0. Diremos entonces,
por ejemplo, que un algoritmo 2 tiene complejidad de caso genérico polinomial con respecto
a v si () se ejecuta en tiempo polinomial para todos los elementos de algiin subconjunto T’
de X™* que es genérico con respecto a v. Del mismo modo se puede definir la complejidad de
caso genérico de cualquier clase de complejidad, no solo para tiempo polinomial.

Los autores también se plantean, ademas del estudio de caso genérico, el llamado estudio
de caso medio. El tipo de situacién que contemplan es similar a la que se plantea con el
algoritmo simplex de programacion lineal. Este algoritmo se usa cientos de veces diariamente,
y en la practica casi siempre funciona de manera eficiente. No obstante, se conocen ejemplos de
problemas para los que el algoritmo requiere un tiempo exponencial. Estos ejemplos son, sin
embargo, casos muy especiales. Un problema de programacién lineal “genérico” o “aleatorio”
dificilmente resultara ser un caso tan especial y el algoritmo funcionara eficientemente. Este
tipo de observaciones llevan a plantearse el estudio de la complejidad de caso medio de un
algoritmo, que se basa en calcular el tiempo esperado de ejecucién del algoritmo.

Hay que destacar que la complejidad de caso general y la complejidad de caso medio
son diferentes. En primer lugar, para estudiar la complejidad de caso medio, el problema de

decisiéon considerado debe de ser resoluble y se necesita tener un algoritmo total para resol-
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verlo. En tal caso, la complejidad de caso medio se centra en el valor esperado del tiempo de
ejecucion del algoritmo. Por otra parte, en la complejidad de caso genérico, se considera el
comportamiento del algoritmo en un conjunto genérico 1"y se ignora por completo su com-
portamiento en el complementario de T'. Por tanto, se pueden considerar algoritmos parciales
que se detienen solamente para argumentos de entrada pertenecientes al conjunto T' y el
problema considerado en su totalidad puede tener complejidad de peor caso arbitrariamente
alta o incluso no ser resoluble.

Los mismos autores de [12] estudian en [I3] la complejidad de caso medio utilizando para
ello los resultados obtenidos sobre complejidad de caso genérico y concluyendo condiciones
suficientes para que el problema de la palabra de un grupo tenga complejidad de caso medio
lineal. Estos resultados son aplicables, entre otros, a los grupos de trenzas B,, que definiremos
en el préximo capitulo.

Los problemas de decisién en grupos siguen siendo a dia de hoy una linea de investigacion
viva y dindmica que sigue produciendo nuevos resultados. En 2012, Bludov y Glass contru-
yeron en [I] un grupo totalmente ordenable (es decir, un grupo con un orden total que se
preserva por productos tanto a izquierda como a derecha) finitamente presentado con proble-
ma de la palabra no resoluble, usando para ello un resultado anterior en el que se construian
grupos ordenables a derecha (grupos para los que existe un orden total que se preserva por

productos a derecha) finitamente presentados con problema de la palabra no resoluble.
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Capitulo 5
Algunas aplicaciones

En este dltimo capitulo, consideraremos algunas aplicaciones de problemas de teoria com-
binatoria de grupos a otros ambitos. Si bien la teoria combinatoria de grupos se utiliza en
otros campos, nos centraremos en mencionar su influencia en criptografia, concretamente
en criptografia de clave publica, para la construccién de criptosistemas y de protocolos de

intercambio de claves.

5.1. Protocolos de intercambio de claves.

Comentaremos ahora algunos esquemas de intercambio de claves basados en los llamados

“erupos de trenzas”, que definiremos mediante una presentacion.

Definiciéon 5.1.1 Dado n € N, llamamos grupo de trenzas de n cuerdas (y lo denotamos

B,,) al grupo dado por la siguiente presentacion finita:
(015 Opn_1;0i0) = 0505 8t |i — j| > 2,040i110; = 01100441 parai=1,...,n—2)
Lo elementos o;, ¢ = 1,...,n — 1, se llaman generadores de Artin.

Nos referimos a los elementos de B,, como “trenzas”, haciendo referencia a su interpretacion
geométrica. Cada elemento de B,, puede verse como una estructura de n cuerdas entre dos
barras paralelas horizontales. La cuerda i-ésima es la que parte de la posicion 7 de la barra
superior. A cada posicion j € {1,...,n} de la barra inferior llega exactamente una de las
cuerdas. Esta estructura se suele llamar diagrama de la trenza. Segiin esta representacion,
se identifica el i-ésimo generador de Artin o; con el diagrama en el que todas las cuerdas
unen la posiciéon j de la barra superior con la posicion j de la inferior, salvo las cuerdas que
empiezan en las posiciones 7 e ¢ + 1, que acaban respectivamente, en las posiciones i + 1 e i,
cruzando la cuerda que sale de la posiciéon ¢ + 1 por delante de la que sale de la posicion .

En grupos de trenzas, el problema de la palabra es resoluble en tiempo polinomial.
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5.1.1. El esquema de Anshel, Anshel y Goldfeld.

El esquema de intercambio de claves propuesto por Anshel, Anshel y Goldfeld utiliza
el problema de la conjugacién miiltiple en grupos de trenzas. En general, dadas dos tuplas
(a1,...,as)y (b1,...,bs) de elementos de un grupo G, el problema de la conjugaciéon multiple
consiste en encontrar un elemento z € G tal que b; =z 'a;z Vi=1,...,s.

Asumiendo la dificultad del problema de la conjugacién miltiple en grupos de trenzas,

Anshel, Anshel y Goldfeld proponen su esquema de intercambio de claves, que es el siguiente:

Intercambio de claves AAG

Considerar disponibles en un directorio pablico un nimero natural n y dos con-

juntos de palabras, X4 y X, en los generadores de Artin del grupo B,,.
Xy ={S1,....8.}, Xp={T1,..., T}

Alice y Bob pretenden intercambiar una clave perteneciente a un conjunto K de
posibles claves. Disponen para ello de una aplicacion K : B,, — K. Alice y Bob

siguen los pasos:

1. Alice elige un elemento secreto a perteneciente al subgrupo de B,, generado
por X4. Después calcula, reescribe y transmite a Bob palabras representando
los elementos:

a_lTla, ... ,a_lTla

Bob elige un elemento secreto b perteneciente al subgrupo de B,, generado
por Xp. Después calcula, reescribe y transmite a Alice palabras represen-
tando los elementos:

b 1Sb, ..., b71S,,b

2. Usando la expresion de a en funcién de las palabras de X4, Alice calcula

una palabra representando b~ lab.

Anélogamente, Bob calcula una palabra representando a~'ba.

3. Alice y Bob calculan palabras representantes del elemento conmutador de

ayb, la,bl].

4. Alice y Bob pueden usar ahora como clave comtn K([a, b]).
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El argumento que los autores utilizaron para justificar la dificultad de este problema en
grupos de trenzas es que el problema del logaritmo discreto en B, es considerado dificil para
n > 6 por no conocerse ningin algoritmo polinomial que lo resuelva.

Posteriormente, se propuso un algoritmo para el problema de la conjugaciéon miltiple en
grupos de trenzas, muy rapido en ciertos casos particulares. Aunque dicho algoritmo no es
polinomial, su existencia basta para considerar este problema “demasiado sencillo” para basar

en él la seguridad de herramientas criptograficas.

5.1.2. El esquema de Ko-Lee-Cheon-Han-Khan-Park.

En primer lugar, enunciemos el siguiente problema:

Definiciéon 5.1.2 Se llama problema de Ko-Lee al siguiente problema matematico: dado G
un grupo no abeliano, G1, G2 dos subgrupos suyos tales que gi1g2 = g2g1 Vg1 € G1,92 € Go

y una terna (u,aua™!,bub™!) con u € G,a € G1,b € G, calcular el elemento baua~'b~!.

El problema de Ko-Lee se aplicara en los grupos de trenzas considerando ciertos subgrupos

particulares que definiremos a continuacién:

Definicién 5.1.3 Sea n un numero natural cualquiera y [, dos nimeros naturales con
[+ 7 = n. Llamaremos l-subgrupo a izquierda de B,,, y lo denotaremos LB;, al subgrupo que
generan los [ — 1 primeros generadores de Artin. Llamaremos r-subgrupo a derecha de B,
y lo denotaremos RB,., al subgrupo que generan los r — 1 dltimos generadores de Artin. Es
decir,

LB, = {(01,...,01-1), RBr={0n—rt1y--+,0n-1)

Observacion 5.1.4 Por ser [ +r = n, se tiene que n —r + 1 = [ + 1, de donde (por las
relaciones en B,,) cada elemento de LB; conmuta con todos los de RB,, y estamos en las

condiciones de considerar el problema de Ko-Lee aplicado a estos subgrupos de B,,.

El principal argumento que los autores utilizaban para justificar la dificultad del problema
de Ko-Lee para los subgrupos LB, RB, es la dificultad del “problema de la conjugacion

generalizado” en grupos de trenzas.

Definicion 5.1.5 Se llama problema de la conjugaciéon generalizado al siguiente problema
matematico: dado G un grupo no abeliano, H un subgrupo suyo y dos elementos g1,g92 € G

que son conjugados por un elemento de H, encontrar h € H tal que g2 = hg1h ™.
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Los autores del esquema partian de la suposiciéon de que dicho problema es muy dificil
para G = B,,, H = B,, con m < n. Si esto no fuese cierto, tampoco el problema de Ko-
Lee seria dificil para G; = LBj, Go = RB, ya que, como LB; = B, recuperar a conocidos

1

u,aua” " es resolver el problema de la conjugacién generalizado.

El esquema de intercambio de claves que proponen los autores es el siguiente:

Esquema de intercambio de claves de Ko-Lee-Cheon-Han-Khan-Park

Sean n un namero natural y [, dos nimeros naturales con [ + r = n. Se hacen
)
publicos estos nimeros, al igual que un elemento x € B,. Alice y Bob quieren

intercambiar una clave secreta para comunicarse. Para ello hacen lo siguiente:

1. Alice elige un elemento secreto a € LB y calcula, reescribe y transmite a

Bob una palabra representando el elemento .

Analogamente, Bob elige un elemento secreto b € RB, y calcula, reescribe

y transmite a Alice una palabra representando el elemento z.
2. Alice y Bob calculan palabras representando el elemento y := z% = 2%,

3. Alice y Bob obtienen, a partir del elemento y, su clave privada.

5.2. Criptosistemas basados en problemas de la palabra y de

la conjugacién

Se mencionan en esta secciéon algunos métodos de cifrado cuya seguridad reside en la
dificultad de ciertos problemas de decisién en teoria de grupos.

Uno de los problemas matematicos més conocidos y utilizados para construir criptosis-
temas de clave publica es el problema de la factorizacién de enteros. Ya que todavia no se
conoce un algoritmo general y eficiente que resuelva este problema, en su dificultad se apoya
la seguridad de métodos criptograficos como el RSA. En la actualidad, no sélo se estudian
criptosistemas basados en problemas de teoria de niimeros, como el mencionado problema de
la factorizacion de enteros, sino que han surgido también propuestas mas recientes que basan
su seguridad en otros problemas matematicos. Es en este punto donde la criptografia de clave
publica conecta con la teorfa combinatoria de grupos, pues algunos de dichos problemas se
enmarcan en este ambito, como el problema de la palabra u otros problemas de decisién en

teoria de grupos.

88



Comenzaremos esta secciéon describiendo el criptosistema de clave publica de Ko-Lee,

construido a partir del protocolo de intercambio de claves de Ko-Lee-Cheon-Han-Khan-Park.

Criptosistema de clave publica de Ko-Lee

La clave publica es (r,l,x,y, H) donde r,l son ntmeros naturales, z € Bjy,,
y € By, con y = x® para cierto a € LB; que constituye la clave privada; y
H es una funcién hash adecuada definida de B;,y; en el espacio de mensajes
(supondremos que el espacio de mensajes es {0, 1}¥).

La clave privada es el elemento a € LB;.

Supongamos que Alice quiere enviar a Bob un mensaje m € {0, 1}*.

= Cifrado: Alice elige un elemento secreto b € RB,., y calcula, reescribe y envia
a Bob una palabra representando el elemento z°. Alice también envia a Bob

la cadena de bits que resulta de sumar (moédulo 2) m con H(y?).

» Descifrado: Bob dispone de la clave privada y recibe de Alice un par (c,d)
con ¢ € B,y y d € {0,1}*. Bob recupera el mensaje m sumando (modulo

2) la secuencia H(c*) con d.

Es facil comprobar que, ciertamente, Bob puede recuperar el mensaje de la forma indicada.
Si denotamos por @ la suma bit a bit (modulo 2), el mensaje que Bob esta calculando
es precisamente H(z%*) @ m @ H(y?). Ahora bien, 2** = z% pues a,b conmutan ya que
a € LBy, b € RB,. Por tanto, el mensaje que Bob esta calculando es H(z%) & m @ H(y’) =
H(y®) @ m @ H(y®) = m, luego recupera el mensaje.

Desde la década de los ochenta se propusieron algunos esquemas criptograficos basados en
el problema de la palabra para grupos finitamente presentados; en concreto, describiremos el
esquema propuesto por Wagner y Magyarik en los anos ochenta que se puede comprobar que
es vulnerable a los llamados “ataques de reaccién”, que consisten en que el adversario obtenga
informacion sobre la clave secreta suponiendo que puede observar la actuacién de un receptor
legitimo de los mensajes, lo que se modela matematicamente suponiendo que el adversario
tiene acceso a un ordculo que le permite discernir si un mensaje es o no un mensaje cifrado.

También describiremos el esquema de cifrado basado en grupos de Grigorchuk que pro-
pusieron posteriormente Garzéon y Zalcstein. Este criptosistema se basa en la misma idea
general que habian propuesto Wagner y Magyarik para su esquema de cifrado. No obstante,
no asume estar trabajando con grupos finitamente presentados pues los grupos de Grigorchuk

no lo son en general.
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5.2.1. El criptosistema de Wagner y Magyarik

Supongamos G un grupo dado por una presentacion finita
(a1,...,an; R1,..., Ry)

para el cual el problema de la palabra es “muy dificil” (en concreto, supondremos que
al menos no se conoce ningtn algoritmo polinomial para resolverlo). Y supongamos, ade-
més, que existe un subgrupo normal propio N de G tal que G/N es también finitamen-
te presentado y si tiene problema de la palabra resoluble en tiempo polinomial. En vir-
tud del resultado [I.5.1] si N es el subgrupo normal propio generado por las palabras de

S={S(a1,...,an),...,5(a1,...,a,)}, entonces
G/N: <CL1,...,an;Rl,...,Rp,Sl,...,Sq>

Por tanto, para especificar G/N basta dar las palabras Sy, ..., 5.
Denotando por 3 el alfabeto utilizado para la comunicacién, tomemos un conjunto de

palabras W biyectivo con 3.
W= {Ws(a1,...,an)|c € X}

Las palabras de W se eligen de tal forma que definan elementos distintos en G/N (y, por
tanto también en G).

La clave publica del criptosistema estara formada por la presentacion de G
G={(ai,...,an; R1,...,Rp)

y por el conjunto W; mientras que la clave privada es el cociente G/N (o equivalentemente,
el conjunto de palabras S).

El cifrado de un simbolo o € 3 es una palabra V(ay,...,ay) equivalente a W, (ay, ..., a,)
en G. Para descifrar hay que identificar la palabra de W equivalente a V(ay,...,a,) en G.
El legitimo receptor del mensaje puede descifrarlo resolviendo el problema de la palabra en
G/N ya que si dos palabras son equivalentes en G' también lo son en cualquier cociente suyo.
Como ademaés las palabras de W son inequivalentes en G/N, resolviendo el problema de la
palabra en G/N se obtiene un tnico Wy (ay,...,a,) equivalente a V(aq,...,a,) en G/N.
Este W, es el descrifrado de V(ay,...,a,).

Uno de los aspectos importantes para que este esquema pueda considerarse seguro es que
sea robusto frente a un ataque por construccién de una clave privada alternativa. Es decir, que
un adversario no pueda construir otro subgrupo normal N’ tal que G/N’ tenga problema de

la palabra resoluble en tiempo polinomial y las palabras de W sean inequivalentes en G/N’,
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pues distinguir palabras en G/N’ bastaria para descifrar, incluso aunque dicho cociente no
sea isomorfo a G/N.

El esquema de Wagner y Magyarik es vulnerable, como ya adelantabamos en la introduc-
cion del capitulo, a ataques de reaccién. Supongamos, por simplicidad, que el alfabeto 3 es
binario. Esto implica que solamente existen dos palabras en W, que representan los bits 0 y

1, respectivamente.

W = {Wy, W1}

Supondremos también que las palabras WoW; y W1Wy definen elementos distintos en G y
en G/N.

El hecho de que el adversario puede observar la actuaciéon de un receptor legitimo de los
mensajes se modela suponiendo que el adversario tiene acceso a un oraculo O, que puede
verse como una aplicacion que a cada palabra W(ay,...,ay,) le asocia un 1 en caso de que
W{(ai,...,an) defina el mismo elemento en G que W;(a1,...,a,) para algin i € {0,1}, y un
0 en caso contrario. Es decir, el oraculo permite al adversario distinguir entre textos cifrados
y palabras que no son textos cifrados.

También hemos de suponer que existe un conjunto .4 de palabras en los simbolos aq, . . . , a,
en el que se puede realizar una busqueda exhaustiva. Ademas, partiremos de la hipétesis de
que el subconjunto de A

S={Ae€AA~1en G/N}

permite construir un conjunto S de palabras que forman un conjunto completo de relatores
para G/N (o para otro cociente de G que sirva como clave privada) respecto a los simbolos
A1y ey .

El objetivo del adversario sera encontrar S por medio del oraculo O. Esto podra hacerlo
mediante una busqueda exhaustiva en A: para cada A € A el adversario hace a lo sumo dos
consultas al oraculo para decidir si A € S.

1. AW,

» si O(AW) = 0, claramente A ¢ S.

» si O(AWy) = 1, o bien A € S o bien AWy ~ Wy en G/N (y, por tanto, A ¢ S).
Para distinguir estas dos posiblidades, el adversario puede hacer una segunda llamada

al oréculo.
2. WhA
» si O(WpA) = 0, claramente A ¢ S.
» si O(WpA) =1, 0 bien A € S o bien WoA ~ Wi en G/N (y, por tanto, A ¢ S). En

este ultimo caso, se tendria WyAWy ~ W1Wy; pero, por la llamada anterior, tendria
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que ocurrir AWy ~ W1, de donde Wy AWy ~ WoW7i, lo que contradice que WyWW; no
equivalente a WiWy. Por tanto, no puede ser que O(WpA) = 1y A ¢ S, de donde
O(WpA) =1 implica A € S.

5.2.2. El criptosistema de Garzoén y Zalcstein

Si bien el esquema de Garzon y Zalcstein esté inspirado en la construccién propuesta
por Wagner y Magyarik, no se trata de un caso particular de ésta, pues ahora los grupos
involucrados no son todos finitamente presentados.

Comenzaremos introduciendo los grupos de Grigorchuk, que definiremos como ciertos
grupos de permutaciones de caminos infinitos que empiezan en la raiz de un arbol binario
completo e infinito. Todos los grupos de Grigorchuk pueden generarse con cuatro elementos,
pero no todos son finitamente presentados.

Denotemos por I' el conjunto de todos los caminos infinitos descendentes desde la raiz del
arbol binario infinito completo y sea x una secuencia infinita cuyas entradas pueden tomar

los valores 0,1 6 2. Definimos a partir de x una matriz de tres filas e infinitas columnas
U
M,=1V
w

Las entradas de M, son los simbolos S, I. La columna j de M, se define de la siguiente forma:

Si x; = 0 entonces

uj S
v; | =
wj I
Si x; = 1 se define
U;
vi | =11
wj
Por altimo, si x; = 2 entonces
U 1
v; | =
w; S

Cada camino v € I lo identificaremos con una secuencia binaria (-y;);>1 donde 0 representa
un giro a izquierda, y 1 un giro a derecha en el descenso por el arbol. En adelante, dado

z € {0,1} denotaremos T := z + 1 mdéd 2.
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El grupo de Grigorchuk asociado a x (que denotaremos Gy) es el subgrupo de St generado

por a, by, ¢y, dy, que son las permutaciones siguientes:

i sit=1
= a(y) = (a(7)i)i>1 con a(y); = { !
7; en otro caso

v; sii < k siendo v el primer 1 de la secuencia y

n by (7) = (by(7)i)iz1 con by (v)i = {7 siui1=Sei>k
Yi siui_1=Iei>k

v; sii < k siendo v el primer 1 de la secuencia
» o (7) = (ex(V)i)iz1 con ey (V)i = § 7 sivi1=Sei>k
Ys sivici=Tei>k

v; sit < k siendo v el primer 1 de la secuencia ~
w dy(7) = (dy(7)i)iz1 condy (V)i = ¢ 7 siwi—1=5ei>k
i siw,_1=1Tei>k

Si la secuencia x cumple ciertas propiedades, Gy no es finitamente presentado y tiene
problema de la palabra resoluble en tiempo polinomial. También se sabe, pues los grupos
de Grigorchuk han sido muy estudiados, que es posible encontrar una cantidad finita de
relaciones Rq, ..., Ry, satisfechas por a, by, ¢y, dy y tales que no se conozca ningtin algoritmo
polinomial para resolver el problema de la palabra para un grupo con cuatro generadores y
dichas relaciones. Una vez fijada una secuencia x adecuada, Garzon y Zalcstein utilizan un
esquema similar al de Wagner y Magyarik tomando las siguientes claves:

La clave publica la forman el grupo G = (a,b,c,d; Ry,...,Ry) (con Ry,..., R, una
cantidad finita de relaciones que son satisfechas por a, by, c,,d, y tales que no se conozca
ningin algoritmo polinomial para resolver el problema de la palabra en G) junto con un
conjunto de palabras W que representan elementos distintos de G.

La clave privada es la secuencia y, a partir de la cual es posible resolver el problema de

la palabra en G, en tiempo polinomial.

93



Conclusiones

En esta memoria hemos introducido la teoria combinatoria de grupos haciendo énfasis en
los problemas de decisiéon, en particular el problema de la palabra, a cuya resolucién en casos
particulares (grupos libres, grupos presentados con un tunico relator) hemos dedicado parte
de los resultados recogidos en los tres primeros capitulos.

En la parte final de la memoria hemos destacado diversos aspectos y resultados mas
recientes, junto con posibles aplicaciones a criptografia.

Los principales resultados y consideraciones presentados en esta memoria se resumen a

continuacion:
= El problema de la palabra para grupos presentados con un dnico relator es resoluble.

= El problema de la palabra no es resoluble en general y, consecuentemente, tampoco
lo son otros problemas de decisién en teoria de grupos tales como el problema de la

conjugacion o el de la pertenencia.

= El problema de la palabra se ha estudiado no sélo en el contexto de grupos sino también

en el de variedades.

= El estudio de los problemas de decisién ha evolucionado desde una perspectiva pura-
mente algebraica hasta convertirse en un campo interdisciplinar que atina teoria com-

biantoria de grupos, teoria de grafos y teoria de complejidad algoritmica.

= Se ha estudiado la complejidad computacional del problema de la palabra tanto desde
un analisis del peor caso como del caso medio o desde un punto de vista mas novedoso

mediante la complejidad de caso genérico.

= Para extraer conclusiones sobre la complejidad del problema de la palabra, se ha estu-

diado también el problema de la palabra comprimido y los straight-line programs.

= Se han construido algunos criptosistemas que basan su seguridad en la dificultad del

problema de la palabra.

94



Bibliografia

1]

2]

3]

[4]

[5]

(6]

7]

8]

19]

[10]

V. V. Bludov & A. M. W. Glass, A finitely presented orderable group with insoluble word
problem, Bulletin of the London Mathematical Society, Vol. 44, No. 1, (2012) , pags.
85-98.

Oleg Bogopolski & Andreas Zastrow, The word problem for some uncountable groups
given by countable words, Topology and its Applications, v. 159, issue 3 (2012), pp.
569-586.

J. L. Britton, The word problem for groups, Proceedings of the London Mathematical
Society, third series, Vol. 8 (1958), pp. 493-506.

B. Chandler, W. Magnus, The history of combinatorial group theory: A case study in the
history of ideas, Springer-Verlag, Nueva York, Heidelberg, Berlin, 1982.

Daniel E. Cohen, Klaus Madlener & Friedrich Otto, Separating the intrinsic complexity
and the derivational complexity of the word problem for finitely presented groups, Math.
Log. Quart., No.39 (1993), pp. 143-157.

Benson Farb, The extrinsic geometry of subgroups and the generalized word problem,

Proc. London Math. Soc. (3) 68 (1994), pp. 577-593.

M.I. Gonzélez Vasco, Criptosistemas basados en Teoria de Grupos, Tesis Doctoral, Uni-

versidad de Oviedo, 2003.

Niko Haubold & Markus Lohrey, Compressed word problems in HNN-extensions and
amalgamated products, Theory Comput. Syst., 49 (2), (2011), pp. 283-305.

Derek F. Holt & Sarah Rees, Solving the word problem in real time, Journal of the
London Mathematical Society, Vol. 63 (No. 3), (2001), pp. 623-639.

Derek F. Holt, Sarah Rees, Claas E. Rover & Richard M. Thomas, Groups with context-
free co-word problem, Journal of the London Mathematical Society, Vol. 71, (2005), pp.
643-657.

95



[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

T. Hungerford, Algebra, Springer Verlag, Nueva York, 2003.

Ilya Kapovich, Alexei Myasnikov, Paul Schupp & Vladimir Shpilrain, Generic-case com-
plexity, decision problems in group theory and random walks, Journal of Algebra, 264,
(2003), No. 2, pp. 665-694.

Ilya Kapovich, Alexei Myasnikov, Paul Schupp & Vladimir Shpilrain, Average-case com-
plexity and decision problems in group theory, Advances in Mathematics, 190, (2005),
No. 2, pp. 343-359.

O. Kharlampovich, The word problem for the Burnside varieties, Journal of Algebra,
173, (1995), pp. 613-621.

O. Kharlampovich & D. Gildenhuys, Varieties of Lie algebras with solvable word problem,
Communications in Algebra, Vol. 21, No.10 (1993), pp. 3571-3609.

Markus Lohrey & Benjamin Steinberg, An automata theoretic approach to the generalized
word problem in graphs of groups, Proceedings of the American Mathematical Society,
Vol. 138, No. 2, (2010), pp. 445-453.

W. Magnus, A. Karrass, D. Solitar, Combinatorial group theory: Presentations of groups

in terms of generators and relations, Dover Publications, Nueva York, 1976.

Klaus Meer & Martin Ziegler, Real computational universality: The word problem for a
class of groups with infinite presentation, Foundations of Computational Mathematics,
Vol. 9, (2009), pp. 599-609.

M. V. Sapir, On the word problem in periodic group varieties, International Journal of
Algebra and Computations, 1 (1991), No. 1, pp. 115-126.

Saul Schleimer, Polynomial-time word problems, Commentarii mathematici helvetici,
Vol. 83, N° 4, (2008) , pp. 741-765.

96



	Introducción
	Una introducción a la teoría combinatoria de grupos
	El concepto de presentación de un grupo. Generadores y relaciones.
	Las transformaciones de Tietze.
	Grupos libres.
	Los problemas de Dehn.
	Grupos cociente.
	Una aproximación alternativa al concepto de presentación de un grupo.
	Presentaciones de subgrupos.

	Producto libre y producto amalgamado de grupos.
	Producto libre de grupos.
	Producto amalgamado de grupos

	Grupos presentados con una única relación.
	El teorema de la independencia. Consecuencias.
	El problema de la palabra para grupos presentados con una única relación.

	Algunos desarrollos recientes sobre el problema de la palabra
	Algunas aplicaciones
	Protocolos de intercambio de claves.
	El esquema de Anshel, Anshel y Goldfeld.
	El esquema de Ko-Lee-Cheon-Han-Khan-Park.

	Criptosistemas basados en problemas de la palabra y de la conjugación
	El criptosistema de Wagner y Magyarik
	El criptosistema de Garzón y Zalcstein


	Conclusiones
	Bibliografía

