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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

Una serie temporal es una secuencia de observaciones obtenidas a lo
largo del tiempo[I6]. En su estudio, se busca analizar la dependencia de
las observaciones con el tiempo, asi como predecir su comportamiento en
tiempos futuros (prondstico).

El andlisis de series temporales es ampliamente utilizado en una gran
cantidad de campos para intentar predecir ciertas variables claves y antici-
parse a su cambio. En economia, por ejemplo, se usa para hacer un estudio
de impuestos sobre el capital [I] o de precios de productos [6].

Por otra parte, la integral de Choquet discreta, que es un concepto no
tan habitual en el area de estadistica, es una funcién que toma n valores y
devuelve otro valor basandose en una capacidad, es decir, una medida no
aditiva, que permite modelizar la interaccién entre los valores de entrada [4]
[5].

La motivacion de este trabajo de fin de grado es aunar ambos conceptos
de una forma inédita en la literatura, de forma que se generalice el modelo
autorregresivo, en tanto que la integral de Choquet puede verse como una

media generalizada. Asi pues, la motivacién principal es proporcionar un



nuevo método de prediccion de series temporales para el que se verificara su

aplicabilidad y utilidad en el analisis de este tipo de datos.

1.2. Objetivos

El principal objetivo de este trabajo de fin de grado es investigar sobre
series temporales y los modelos conocidos, asi como la integral de Choquet
discreta vista como funcién de agregacién y medible. Posteriormente se in-
tentara unir ambos conceptos proponiendo un modelo de prediccion de series
temporales que use la integral de Choquet discreta para estudiarlo y aplicar-
lo a distintos ejemplos, comparando su precisiéon con los métodos conocidos

mencionados anteriormente. Esquematicamente, los objetivos son:
= Estudiar el campo de las series temporales y los métodos existentes.

= Presentar la integral de Choquet y la integral de Choquet discreta

como funcién medible.

= Proponer un modelo de prediccién de series temporales utilizando la

integral de Choquet discreta como funcién de agregacion.

= Analizar el modelo propuesto mediante simulaciones, centrandose en

el efecto de los parametros.

= Comparar la precision de los datos pronosticados con otros métodos

existentes, como el SARIMA.

Para alcanzar dichos objetivos, se utilizaran las competencias generales
o transversales adquiridas en el Grado en Matemaéticas, como son la elabora-
ciéon de una memoria escrita, la bisqueda y organizaciéon de documentacién
o la gestion optima del tiempo de trabajo, asi como algunas competencias
especificas de dicho grado. En concreto, se han utilizado las competencias

CE1 a CE10 de la guia docente de esta asignatura.



1.3. Estructura del trabajo

En base a los objetivos marcados la estructura del trabajo sera la si-
guiente:

En el capitulo [2] se introducird los conceptos basicos necesarios para en-
tender el desarrollo del trabajo. En concreto se presentaran las herramientas
estadisticas bésicas utilizadas en el mismo.

En el capitulo3|se definira el concepto formal de serie temporal, asi como
ciertas magnitudes propias de estas. Se presentaran varios métodos existen-
tes para la simulaciéon y prediccién de series temporales como el modelo
autorregresivo, el de media movil y, por tltimo, el modelo SARIMA.

En el capitulo [4] se presentard el concepto de capacidad y la integral de
Choquet, para conocer la integral de Choquet discreta. También se estable-
cerd un modelo de representacion para una capacidad basado en el diagrama
de Hasse.

En el capitulo |5 se propondrd un modelo original uniendo los conceptos
previos y se hard un estudio de las propiedades del mismo, asi como un anali-
sis de los pardmetros que participan en el modelo, mediante la utilizacién
de datos simulados.

En el capitulo [f] se aplicard el modelo a bases de datos reales, com-
pardndolo con otros modelos ya existentes y por tltimo, en el capitulo [7] se

discutiran las conclusiones principales del trabajo desarrollado.



Capitulo 2

Conceptos basicos

Previo al estudio de los dos conceptos centrales de este trabajo, las series
temporales y la integral de Choquet discreta, es necesaria la introduccién de
ciertos conceptos basicos. En este capitulo se presentaran algunos conceptos
elementales de estadistica y probabilidad. El mismo también servirad para

fijar la notacién utilizada en el resto del trabajo.

2.1. Estadistica y probabilidad basica

Previa a la introducciéon de una serie temporal es necesario conocer la
base estadistica sobre la que se sustenta, por lo que se introduciran algu-
nos conceptos de probabilidad y estadistica. El objetivo de la estadistica
es estudiar una poblacion, compuesta de individuos cuyas caracteristicas
son de interés. El subconjunto de individuos de la poblacion sobre el que se
realiza el estudio se llama muestra [7]. Desde el punto de vista descriptivo,

se definen los conceptos fundamentales de media y varianza como sigue.

Definicién 2.1. [7/ Dada una muestra xi, .., x, se define la media mues-

tral, T, como:

1 n
r=— E €X; (2.1)
n
=1



Definicién 2.2. [7] Dada una muestra xi,..,x, se define la varianza

muestral, s>, como:

§% = ! Z(mz — z)? (2.2)

n—1+4
=1

En ocasiones a esta medida se la llama cuasivarianza muestral, reservan-
do el nombre de varianza para el caso en el que el denominador del cociente
sea n en lugar de n — 1. No obstante, para los objetivos marcados, es més
conveniente utilizar la denominacién dada en la definicién anterior.

En los dos conceptos introducidos hasta ahora, simplemente se hace un
resumen descriptivo de los datos. No obstante, en este estudio es necesa-
rio introducir algunos conceptos matematicos, que permitirdn realizar un
estudio formal de los problemas analizados.

Un experimento es cualquier proceso cuyo resultado esta asociado a cier-
ta incertidumbre. El espacio muestral es el conjunto de todos los posibles
resultados de un experimento y se denotard por €2. Un subconjunto del es-
pacio muestral se llama evento [7].

Dado un espacio muestral 2, a un evento A C 2 se le puede asociar
la probabilidad de que ocurra dicho evento A. Formalmente, para definir el
concepto de probabilidad, es necesario previamente introducir el concepto

de o-algebra.

Definicién 2.3. [T} Dado un conjunto S, un conjunto ) # A C P(Q) se

dice anillo si cumple:
A Be A=— AUB,A\Be A

Un anillo A para el que Q € A, cerrado por el paso al complementario (si
Aec A= A° € A) y para uniones finitas (si Ay,...,Ap € A= U A€ A)
se llama dlgebra. Un dlgebra cerrada para uniones numerables se llama

o-dlgebra, es decir:

1. Qc A



2. Si Ac A, entonces A° € A
3. 81 Ay, ..., Ay, ... € A, entonces U2 | A, € A

El par (Q, A) donde Q2 es un conjunto y A es una o-dlgebra de  es un

espacio medible.

A partir de ahora se llamard evento a cualquier elemento que pertenezca

a una o-algebra asociada al espacio muestral.

Ejemplo 2.1. Dado Q = {1,2,3,4,5,6}, el siguiente conjunto es una o-
dlgebra de Q; A = {0,{2},{4},{2,4},{1,3,5,6},{1,3,4,5,6},{1,2,3,5,6},
{1,2,3,4,5,6}}, y por tanto (0, A) es un espacio medible.

Definicién 2.4. [T]] Dado un conjunto Q y 0 # A C P(Q), la o-dlgebra

mas pequena que contiene a A se dice la o-dlgebra generada por A.

Ejemplo 2.2. Sea R, y la o-dlgebra generado por B = {(—o00,b)|b € R}.
Este es un ejemplo 4itil en el contexto de la probabilidad, si x es el resultado
de algin experimento donde el espacio muestral es R, ses cierto que x < b?

Esta o-dlgebra se denomina la o-dlgebra de Borel y se denota por Bg.

A los elementos de A se les llama conjuntos .A-medibles (o simplemen-
te conjuntos medibles). En un contexto probabilistico, se les suele llamar
sucesos o eventos.

Con esta estructura definida, ya es posible introducir el concepto de

probabilidad:

Definicion 2.5. Sea Q un espacio muestral y A una o-dlgebra de subcon-
juntos de Q. Una funcion P: A — R es una funciéon de probabilidad

sobre (2, A) si se cumplen los siguientes axiomas:
Azl. 0 < P(A),VAc A

Az2. P(Q) =1



Az3. Si {Ap}nen C A son sucesos mutuamente excluyentes, es decir, si se

verifica que A; N Aj =0 Yi# j, entonces: P (U An) = Z P(Ay).
n=1

n=1
A la terna (92, A, P) se la denomina espacio de probabilidad, esto es, un
espacio de sucesos (espacio muestral) en el que se han definido los posibles
sucesos a considerar (la o-dlgebra de sucesos) y la probabilidad de cada
suceso (la funcién de probabilidad).

De estos axiomas se pueden deducir algunas propiedades interesantes:

Proposicién 2.1. [T} Dado un espacio de probabilidad (2, A, P), se veri-

fica que:

1. P(0)=0

2. Dada cualquier familia de eventos Ay, .., A, se tiene que:

P (O Ai) < Zn:P(Az‘)
i=1 i=1
3. P(Q\A) =1— P(A)
4. Si A C B, entonces P(A) < P(B)
5. Para cualesquiera A, B € A:

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

2.1.1. Probabilidad condicionada

La probabilidad condicional es un concepto elemental pero muy impor-

tante, que se utiliza con mucha frecuencia en el cdlculo de probabilidades.

Definicién 2.6. [1]] Sean A y B dos eventos teniendo B una probabilidad
estrictamente positiva. La probabilidad condicional del evento A dado
el evento B se denota P(A|B) y se define como el cociente

P(ANB)

P(AIB) = =55

(2.3)



La condicién de P(B) > 0 es necesaria para que el cociente esté bien
definido.
La probabilidad condicionada, vista como funciéon de A cumple los tres

axiomas de la probabilidad [14].
= 0< P(A|B),VA
» P(QIB) =1

= P(URZ,4i|B) = Y P(Ai|B) si A;N A; = () para todo i # j

n=1
Por tanto, dado un B € A con P(B) > 0, la funcién P(-|B) : A — R tal
que a cada A de A le asigna el valor P(A|B) es una medida de probabilidad
[14].

2.2. Variables aleatorias

Una vez definido el espacio de probabilidad se puede definir una variable
aleatoria como una funcién sobre este. Esto va a permitir considerar el resul-
tado del experimento aleatorio como un numero real tomado por la variable

aleatoria [14].

Definicién 2.7. [1]] Dado un espacio de probabilidad (2, A, P), una varia-
ble aleatoria es una transformacion X del espacio muestral Q) al conjunto

de los nidmeros reales R, esto es
X:Q—R
tal que para cualquier r € R
{we: X(w)<z}e A (2.4)

La definicién anterior es equivalente a considerar que una variable alea-

toria es una funcién medible de un espacio de probabilidad al conjunto R



Be
=

Figura 2.1: Esquema de una variable aleatoria.

con la o-dlgebra de Borel del ejemplo X es una variable aleatoria si para

cualquier conjunto de Borel B se tiene:
X !'B)={weQ: X(w)eBlc A (2.5)

Con esta transformacién, se tiene una o-algebra para el conjunto R asociada
con el espacio de probabilidad inicial (€2,.4, P) pero aun falta definir la
probabilidad para tener un espacio de probabilidad en R.

Medida de probabilidad inducida. Para cualquier intervalo en R de

la forma (—o0, 2| se puede tomar su antimagen por X, es decir,
X (~o00,2]) = {w e Q: X(w) <z}

Como este conjunto pertenece a A por la condicién se puede aplicar la
probabilidad P, pues esta tiene como dominio A. Asi, mediante la funcién
X puede trasladarse la medida de probabilidad P a intervalos de la forma
(—o0,z] y puede demostrarse que ello es suficiente para extenderla a la
totalidad de la o-algebra de Borel de R [14].

A esta nueva probabilidad se le denota Py, aunque por simplicidad, si
no da lugar a confusién, se omitira el subindice. De esta manera se tiene
un nuevo espacio de probabilidad (R, Bg, P) [14], inducido por el espacio
de probabilidad inicial (2,.4, P), tal como aparece representado en la figura
2.2)

Considerando el conjunto de valores que puede tomar una variable alea-

toria existen dos tipos importantes de variables: discretas y continuas. In-



(Q7A7P) (]R7BR7PX)

Figura 2.2: Espacio de probabilidad inducido.

tuitivamente, una variable aleatoria es discreta si el conjunto de valores que
toma es finito o numerable. De forma coloquial, se dice continua si puede
tomar una cantidad infinita no numerable de valores distintos. La formaliza-
cion de estos conceptos se dard una vez introducido el concepto de funcién de

distribucion, que es una funcién real que caracteriza a la variable aleatoria.

Definicién 2.8. [T/ Sean (2, A, P) un espacio de probabilidad y X : Q@ — R
una variable aleatoria, la funcion de distribucion acumulada de la varia-

ble aleatoria X es una funcion F : R — [0, 1] definida como
F(z)=P(X <) (2.6)

A partir de esta funcién, se puede definir el concepto de variable aleatoria

discreta y continua, como sigue:

Definicién 2.9. [7]] Sean (2, A, P) un espacio de probabilidad y X : Q@ — R
una variable aleatoria con funcion de distribucion F'. Se dice que una varia-

ble aleatoria X es:

» Discreta si existe un conjunto numerable E C R tal que P(X € E) =

1.

= Continua si su funcion de distribucion F es una funcion absoluta-

mente continua.

Definicién 2.10. [7}] Sea X wuna variable aleatoria discreta con valores
x0, 1, ... La funcion de probabilidad de X, denotada por f(x) : R — R

se define como:

fa) = P(X =x) six=umxyx,.. @7

0 en otro caso

10



Con esta definicién, la probabilidad de un evento se reduce a una suma.
Si A es un conjunto de R, la probabilidad de ese evento es [14]:
P(XeA)=> fl(x) (2.8)
€A
Definicién 2.11. [T} Sea X wuna variable aleatoria continua. Se dice que
la funcion integrable y no negativa f : R — R es la funcion de densidad

de X si para cualquier intervalo [a,b] C R se cumple:

b
P(X € [a,b)) :/ f(z)dx (2.9)

Con lo cual, si la variable aleatoria es discreta la funcién de distribucion

se calcula como:

Fa) =3 f(u) (2.10)

u<lzx

mientras que si es una variable continua se calcula como:

Pla) = /_ " fu)du (2.11)

Ahora se introduciran algunas caracteristicas numéricas, llamadas pardme-

tros, asociadas a la distribucién de una variable aleatoria.

Definicién 2.12. [7]] Sea X una variable aleatoria discreta con funcion de
probabilidad f(x). La esperanza de X se define como:
E(X)=> zf(z) (2.12)
T
suponiendo que esta suma es absolutamente convergente. Por otro lado, si X
es una variable aleatoria continua con funcion de densidad f(x), la esperanza

E(X)= /00 xf(z)dx (2.13)

suponiendo que la integral es convergente.

11



Proposicién 2.2. [T} Sea X una variable aleatoria discreta y sea ¢ una
funcion tal que ¢(X) es una variable aleatoria con esperanza finita. Enton-

CceS!

E[p(X)] =) ¢(x)P(X = x) (2.14)

Proposicién 2.3. [1]] Sea X una variable aleatoria continua y sea ¢ una
funcion tal que ¢(X) es una variable aleatoria con esperanza finita. Enton-

ces:

Bo(X)] = [ ola)f(a)da (2.15)
Algunas propiedades de la esperanza son las siguientes.

Proposicién 2.4. [1]] Sean X eY dos variables aleatorias con esperanza

finita y ¢ una constante. Entonces
1. E(c)=c¢
2. E(cX)=cE(X)
3. Si X >0, entonces E(X) >0
4. E(X+Y)=EX)+ E({Y)

Definicién 2.13. [7]] Sea X una variable aleatoria discreta con funcion de
probabilidad f(x). La varianza de X se define como el nimero

Var(X) =) (x - B(X))*f(x) (2.16)
cuando esta suma es absolutamente convergente. Para una variable aleatoria
continua X con funcion de densidad f(x) se define

Var(X) :/ (z — B(X))*f(=) (2.17)

cuando la integral es convergente

Como con la esperanza, se dardn algunas propiedades de la varianza.

12



Proposicién 2.5. [7]] Sea X una variable aleatoria con varianza finita y

c una constante. Entonces
1. Var(X) >0
2. Var(c) =0
3. Var(eX) = c2Var(X)
4. Var(X +¢) = Var(X)

5 Var(X) = B(X?) — B(X)?

2.3. Vectores aleatorios

En esta seccion se desarrollara brevemente el tema de variables aleatorias

multidimensionales, también conocidas como vectores aleatorios [14].

Definicion 2.14. Un wvector aleatorio de dimension n es un vector

de la forma (Xq,..., X,) tal que X; es una variable aleatoria para todo i €
{1,...,n}.

Para estos vectores se puede definir la funcién de probabilidad en caso
de que sean discretos y la funcién de densidad si son continuos de manera
analoga a como se ha hecho previamente para variables unidimensionales.
Sin embargo, se puede definir la funcién de distribucién con independencia

de la naturaleza de la variable como sigue.

Definicién 2.15. [T} La funcién de distribucion conjunta del vector

(X1, ..., X,), denotada por F : R™ — [0, 1] se define de la siguiente manera
F(z1,..,2y) = P(X1 <x1,..,Xp < xp) (2.18)

A partir de la funcién de distribucién conjunta de un vector aleatorio es
posible obtener la funcién de distribucién de una variable individual. A esta

dltima se le llama funcién de distribucién marginal.

13



Definicién 2.16. [T} Sea (X1, .., X,,) un vector aleatorio y sea F' su funcion
de distribucion conjunta. La funcion de distribucion marginal de la
variable X; como la funcion de una variable

salvo x;

——
Fx,(x;) = linmg ... lim F(z1,...,2n) (2.19)
T1—00 Ty —>00

De manera analoga se puede obtener la funcién de distribucion marginal
de cualquier subvector de (X, ..., Xy).

A continuacién se define el concepto de variables independientes, que
son aquellas para las que existe una relaciéon determinada entre la funcién

de distribucién conjunta y sus marginales.

Definicion 2.17. Se dice que las variables aleatorias X1, ..., X, son in-
dependientes si para cualesquiera numeros reales x1,...,x, se cumple la
iqualdad

F(z1,...,xyn) = Fx,(x1)...Fx, (zn) (2.20)

Este tipo de variables tiene propiedades especificas muy interesantes. En

concreto recordamos dos relativas a la esperanza y la varianza.

Proposicién 2.6. Si X e Y son dos variables aleatorias independientes

entonces:
» E(XY)=EX)E(Y)
» Var(X +Y) =Var(X) + Var(Y)

También puede extenderse el concepto de probabilidad condicionada vis-
to en la ecuacién (2.3) al caso de funciones de probabilidad y densidad y al

de funciones de distribucién.

Definicién 2.18. [T7] Sea (X1,..,Xy) un vector aleatorio discreto o con-
tinuo con funcion de probabilidad o densidad fx, . x,(x1,...,2n). Sea x;

un valor de la variable X; tal que fx,(x;) # 0, se denomina funcion de

14



probabilidad o densidad condicional dado X; = x;, a la funcion de

Tlyeny Tie1, Titls- - -, Ty definida como:

ley---yXifl7Xi+1»---7Xn‘Xi (T1, 0 T 1, Tig1s e 7$n‘$1) = Ix, ()

La relacion entre dos variables se puede medir con la covarianza.

Definicién 2.19. [T}/ Dado un vector aleatorio de dos variables (X,Y") con

esperanza finita, la covarianza de X e Y se define como:
Cov(X,Y)=FE[(X - EX))(Y - E(Y))] (2.22)

Desarrollando el producto y aplicando la linealidad de la esperanza se
puede obtener la siguiente igualdad, siendo esta otra forma de calcular la
covarianza [14]:

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) (2.23)

A continuacién se presenta una transformacion de la misma indepen-

diente de la escala de medida de las variables.

Definicién 2.20. [1]] El coeficiente de correlacion/covarianza entre
las variables aleatorias X eY con varianzas distintas de 0 y finitas se define

: Cov(X,Y)
X,Y) = 2.24
g ) \/Var(X)\/Var(Y) (224)

2.4. Distribucion normal

La distribucién normal es quiza la distribucién de probabilidad mas im-
portante. En este trabajo se utilizard para la parte de simulacién, por lo que
se hard una breve descripcion de la misma. Se dice que la variable aleatoria
X continua tiene una distribucién normal si su funciéon de densidad esta
dada por la siguiente expresion:

1 —(Tr— g
f(.',U) = \/ﬁe ( M)2/2 2, Vo c R (225)

15



donde 0 € Rt y u € R son dos parametros y se denotard como X ~
N(u,0?). La grafica de esta funcién tiene forma de campana como se ve en
la figura 2.3} También se puede ver en la imagen el significado geométrico de
los parametros: 4 es el centro de la campana y o, la raiz positiva de o2, es
la distancia entre p y cualquiera de los dos puntos de inflexién de la curva

4.

Figura 2.3

Para una variable aleatoria X con distribucién N(u,o?) se puede demos-

trar que [14]:
» BE(X)=p
» Var(X) = o?

Una variable aleatoria X sigue una distribucién normal estandar si sigue

una distribucién normal con y =07y 0% = 1.

Proposicién 2.7. [1/] Sea X una variable aleatoria con distribucion N (u,o?).

Entonces
_ X
o

VA

~ N(0,1) (2.26)

2.5. Estimadores

Los parametros son magnitudes que caracterizan a una poblacién o de-

finen una funcién. Posibles pardmetros de una poblacién son [15]:
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= Kl promedio, u, y todas las medidas de posicién
= Su varianza, o2, y su desviacién estdndar, o.

En la prictica con mucha frecuencia estos parametros no son conocidos,
por lo que a partir de una muestra aleatoria se pretende estimar dichos
valores suponiendo conocida la familia a la que pertenece la distribucién de
la poblacién. Con este propésito se define un estadistico para referirse a una
funcién de las observaciones de la muestra. Si este estadistico es utilizado
para estimar una caracteristica de la poblacién, éste recibe el nombre de
estimador [15].

El valor del estimador generalmente difiere del valor del parametro que
se pretende estimar. La diferencia entre ambas magnitudes es el error. La
raiz de este error puede ser de muestreo (porque la muestra es aleatoria) y
por otros errores ajenos al muestreo (sesgos). En lo que atane al error de
muestreo, el objetivo es conseguir un estimador con las mejores propiedades

posibles. Las siguientes definiciones ayudan a escoger el mejor estimador

[15].

Definicién 2.21. [15] Un estimador se dice insesgado si su valor esperado

es igual al pardmetro que estima, es decir, si 0 es un estimador para 6, se

cumple que E(0) = 6.

Definicién 2.22. [15] Un estimador 0 de 0 se dice consistente si
lim P{|0 — 0] > e} = 0,Ve >0
n—oo

donde n representa el tamano muestral.

Definicién 2.23. [15] Si 01, ..,0, son estimadores del mismo pardmetro, el

estimador mds eficiente es aquel con menor varianza.

Definicién 2.24. Un estimador 0 de 0 es suficiente si la distribucion de
la muestra aleatoria dado cualquier valor del estimador no depende de 0, es

decir, si f(x1, ,xn\é =t) es independiente de 6.
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2.6. Errores de prediccion

A la hora de analizar un modelo, es necesario saber el error que comete
prediciendo. Esto se hace comparando las predicciones con los datos reales
que se intentan pronosticar. A continuacién, se muestran una serie de errores
comunes utilizados en la literatura (vease, por ejemplo, [10]).

Sean n observaciones, y; para las que se han hecho n predicciones ¢, se

define:

el error medio (M E) como:
1 n
ME =~ —§ .
=D v (2.27)
t=1
» el error absoluto medio, o la desviacién absoluta media (M AD) como:

1o )
MAD = n Z [yt — Gt (2.28)
t=1

= el error cuadratico medio (M SE) como:

n

1 N
MSE = n Z(yt - yt)2 (2:29)
t=1

= el error medio porcentual (M PFE) como:

1=y —
MPFE = — - 2.30

» el error medio porcentual absoluto (M APFE) como:

n

MAPE = % Z
t=1

Yt — Ut

m (2.31)

2.7. Conjuntos parcialmente ordenados y el dia-

grama de Hasse

Una vez revisados los conceptos elementales de teoria de la probabilidad
necesarios en este trabajo, se hard una breve introduccién a las estructuras

ordenadas y su representacién.
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La manera mas simple de definir un conjunto parcialmente ordenado es
decir que es un sistema de elementos con una relacién binaria a < b que es

transitiva, reflexiva y antisimétrica. Esto quiere decir:
1. Sia<byb<c, entonces a < c.
2. Se tiene que a < a.
3. Nunca se dan ambos casos a < by b < a a menos que a = b.
La definicién formal de este concepto puede verse a continuacién:

Definicién 2.25. [12] Sea X un conjunto cualquiera. Un subcongunto S del

producto cartesiano X x X se dice orden parcial sobre X si se satisface:
1. Reflezividad: (xz,z) € S, Vz € X.
2. Transitividad: Si (z,y) € S e (y,z) € S, entonces (v,z) € S.
3. Antisimetria: Si (x,y) € S e (y,x) € S, entonces v = y.

Si la relacion binaria es transitiva e irreflexiva, esto es transitiva y ningin
elemento esta relacionado consigo mismo, se dice que es un orden estricto.
De estas dos relaciones se sigue la propiedad de asimetria: nunca se da a < b

v b < a a la vez. Formalmente,

Definicién 2.26. [12] Sea X un conjunto cualquiera. Un subconjunto S" del

producto cartesiano X x X se dice orden estricto sobre X si se satisface:
1. Irreflexividad: (z,z) ¢ S', Vo € X.
2. Transitividad: Si (z,y) € S" y (y,z) € S" entonces (x,z) € S'.

Por conveniencia, < y es usado para denotar que (x,y) € S. Ademds,
x < y es usado para decir que x < y y = # y, es decir, (z,y) € S’. El

par (X,<) es un conjunto parcialmente ordenado si < es un orden
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parcial sobre X. Asimismo, el par (X, <) es un conjunto estrictamente
ordenado si < es un orden estricto sobre X.
Si < es una relacién de orden estricto en un conjunto X, entonces la

relacion < definida por:
a<bsa<b o a=Dh (2.32)

es una relacién de orden parcial.

Dos elementos distintos z,y en el par (X, <) se dicen comparables si
r < yoy < xy se dicen incomparables si no se cumple ninguna de
esas dos condiciones. Ademas, si * < y y no existe ningun z € X tal que
x < z < y se dice que y cubre a x y se denota como x < y. Se veran ahora

algunos ejemplos obtenidos de [12].

Ejemplo 2.3. 1. Sea P(X) el conjunto de las partes de un conjunto X.
Sea la relacion A < B dada cuando A es un subconjunto de B, donde
ambos A, B € P(X). Entonces (P(X), <) es un conjunto parcialmente

ordenado.

2. El conjunto de los enteros con la relacion mayor o igual > es un con-

junto parcialmente ordenado.

3. Sea X :={1,2,3,4,6,12} y la relacion x < y dada cuando x es un
divisor de y (v,y € X ). Entonces (X, <) es un conjunto parcialmente

ordenado.

2.7.1. Diagramas de Hasse

Un diagrama de Hasse es una forma de representar un conjunto parcial-
mente ordenado y finito, para ayudar a la comprensién del conjunto de una
manera visual. Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado. Se dibuja el
diagrama de Hasse del conjunto representando cada elemento de X en un
punto distinto, de manera que si x < y el punto y estara situado por encima

del punto x. Més aun, si x «= y, los puntos se conectaran con una linea.
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Ejemplo 2.4. [12] Dado el conjunto mencionado en el tercer punto del
ejemplo X :=1{1,2,3,4,6,12} con la misma relacion. Como 2 < 12 el
punto 12 estd por encima del punto 2, pero como 12 no cubre a 2 2 <4y
4 < 12) no hay ninguna linea que los una. Sin embargo, si hay linea entre
el 2y el 4 yentreel j,yel12. Los numeros 3 y 4 son incomparables, por
lo que se coloca el 3 aparte del 4. La representacion grdfica de este conjunto

parcialmente ordenado se puede ser en la figura[2.4)

Figura 2.4: Diagrama de Hasse del conjunto X = {1,2,3,4,6,12}.

En un diagrama de Hasse, también puede haber etiquetas en la union de
vértices, pudiendo indicar el coste que tiene pasar de una a otra, la resta de
valores, etc. Siguiendo con el ejemplo se puede asignar el valor por el

que hay que multiplicar a ese numero para llegar a la representacion de la

figura[2.9,
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Figura 2.5: Diagrama de Hasse del conjunto X = {1,2,3,4,6, 12} con valores

asignados a las aristas.
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Capitulo 3

Series temporales

Una serie temporal es una secuencia de observaciones a lo largo del tiem-
po. Las series temporales aparecen naturalmente en distintas disciplinas fue-
ra de las matemadticas. En medicina, por ejemplo, pueden servir para el
control de enfermedades [9], en psicologia pueden usarse para modelar con-
ductas [5] o incluso en demografia para estudiar crecimientos de poblaciones
[13]. Matematicamente, las series temporales se modelizan como observacio-
nes de procesos estocdsticos indexados en el tiempo. En lo que sigue se va a
hacer un breve repaso a los conceptos fundamentales asociados a las series

temporales, tomando como referencia el libro de Wei [16].

Definicion 3.1. Liamamos proceso estocdstico a una familia de variables
aleatorias indexadas en el tiempo Z(X,t), donde X pertenece a un espacio
de muestras y t pertenece a un conjunto de indices. A un t fijo, Z(X, t) es
una variable aleatoria. Para X fijo, Z(X, t), vista como funcion de t, se le
llama funcion de muestra o realizacion.

Ast, una serie temporal es una funcion de muestra de un proceso es-
tocdastico en la cual el conjunto de indices estd asociado a una evolucion
temporal, bien discreta (subconjunto de N) o bien continua (subconjunto de

R).
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En este trabajo se asumird que el conjunto de indices es el conjunto de
todos los ntmeros enteros, a no ser que se especifique lo contrario. Dado
un subconjunto finito de variables aleatorias {Z,, Zi,, ..., Zt, } de un pro-
ceso estocastico {Z(X,t),t = 0,£1,+2,...}. La funcién de distribucién n-

dimensional se define como sigue:
Fzy ZiyoZiy (T1y s Tn) = P{X 1 Z4y <1,y 2y, < a0} (3.1)
con x € R™.

Definicion 3.2. Un proceso se dice estrictamente estacionario si para

cualquier n=1,2,... se cumple que:

FZt17Zt27---7Ztn (xlv e xN) = FZt1+k:7Zt2+k7--~7Ztn+k (‘Tlv e xn) (3-2)
para cualesquiera ti,...,t,, k enteros.

Graficamente, que una serie temporal sea estacionaria significa que la
serie oscilan en torno a un valor en concreto, sin seguir alguna tendencia.
Esta propiedad se puede ver como que la distribucién se mantiene invariante
respecto a traslaciones temporales.

Cabe remarcar que si se cumple para n = m, también es cierto para
cualquier n < m porque la distribuciéon de orden m determina todas las
distribuciones de menor orden.

Un proceso estocastico se dice de valor real si solamente asume valores
reales. A no ser que se mencione lo contrario, se asumira que todos los proce-
sos seran de valor real. Dado un proceso de valor real {Z; : t = 0,+1,4+2, ...}

se pueden definir las siguientes magnitudes:
we = E[Zi] (3.3)
llamada la funcién de medias,
2 _ 2
op = E[(Zy — pu)7] (3.4)
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llamada la funciéon de varianzas,

Y(t1,t2) = E[(Ze, — by )(Ze, — pit,)] (3.5)

llamada la funcién de covarianzas entre Z;, y Z;, y
7<t17t2)
\/ oA/ oE,

llamada la funcién de correlaciéon entre Z;, y Z,.

p(ti,te) =

Para un proceso estrictamente estacionario, dado que la funcién de dis-
tribucién es igual para todos los t, la media es constante, p; = u, siempre
que E[|Z;]] < oo. De la misma manera, si E[Z?] < oo entonces 07 = o>
para todo t, y es también constante. Més atin, dado que Fyz, z, (z1,72) =
g, 1nZuy (z1,x2) para cualesquiera ti,t9,k enteros, se tiene 7(t1,t2) =

'y(tl + k,to + ]{7) y p(tl,tg) = ,O(tl + k,to + k‘) Tomando t; =t —k y to = 1t,

se tiene:

p(th t2) B p(t & t) - p(t7 b k) B \/V(IT(Zt)z;VG/T(Zt+k) -

3R

A estas funciones (de k) se les denomina funcién de autocovarianza y
funcién de autocorrelacién (ACF) respectivamente.

Por ultimo, existe una funcién cuyo objetivo es estudiar la correlacion
entre Z; y Ziyy, cuando los valores Ziy1, Zyt2, ..., Zt1k—1 son conocidos. La

correlacion condicional
COTT‘(Zt,Zt+k|Zt+1,..,Zt+k_1) (37)

como funcién de k se denomina la funcién de correlacién parcial (PACF).

Se verd como obtener esta funcion de correlacién parcial. Sea un proceso
estrictamente estacionario {Z;} con E(Z;) = 0. Sea definida la dependencia
lineal de Z;1y con Zyt1, ..., Zyrk—1 como el mejor estimador lineal en el sen-

tido de la media cuadratica de Z;1j como funcién lineal de Zy41, ..., Zi1k—1.
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Esto es, si Zt+k es el mejor estimador entonces:
Zt+k = Zi1 +aoZiyo+ o F o121 k1 (38)

donde «; (1 <i <k —1) son los coeficientes de regresion lineal de minimos

cuadraticos obtenidos minimizando:
E(Zivr — Zisk)? = E(Ziok — a1Zip1 — a2 Zivs — cap1Ziik-1)> (3.9)

El método de minimizacion por diferencias da lugar al siguiente sistema

de ecuaciones:

Vi = Q17Yi—1 T Q2Yi—2 + oo+ Qp_1Vi—k+1 (1<i<k-1) (3.10)
Por tanto,
Pi = Q1pi—1 + 02pi—2 + ... + Qp_1Pi— k41 1<i<k-1) (3.11)

En notaciéon matricial,

p1 1 p1 P2 Pr—2 o
P2 _ p‘l 1 p‘l e ,Ok‘—1 ' 04.2 (3.12)
Pk—1 Pk—2 Pk-3 Pk—4a - 1 Q1
Similarmente
Zy = B1Zus1 + BoZiio + oo+ Be1Zirka (3.13)

donde ; (1 <i <k — 1) son los coeficientes de regresién lineal de minimos

cuadraticos obtenidos minimizando:

E(Zy — Z4)* = E(Zy — B1Zes1 — BoZis2 — .1 Zps1—1) (3.14)
Por tanto,
p1 1 p1 P2t PE—2 B1
P2 _ P‘l 1 ,0'1 e pk'—l ' éz (3.15)
Pr—1 Pk—2 Pk-3 Pk—-4 - 1 Br—1
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lo que implica que a; = 5;(1 <i <k —1).
Se sigue que la autocorrelaciéon parcial entre Z; y Zyyj serd igual a la
autocorrelacién ordinaria entre (Z; — Z) y (Zyr — Zt+k). Por lo tanto, si

Py, es la autocorrelacion parcial entre Z; v Zy1k, se tiene:
_ Coo[(Z = Z0)(Zesk — Zur)]
\/VCLT‘(Zt - Zt)\/VaT(Zt+k - Zt+k)

By (3.16)

Ahora bien,

Var(Zeyr — Ziik) = El(Zosk — 1241 — 029 — 01214 5-1)°] =
= EZiiix(Zigr — o Ziy1 — 2Zyyn — o1 Zyqp—1)]—
_alE[Zt+k—1(Zt+k —a1Zi1 — alpyo — ~-~04k—1Zt+k:—1)] -

o — g Bl Zip 1 (Zigk — a1 Zipr — 022y — 012 p—1)] =

= B[ Zi1(Ziyr — 012441 — 0 Ziyo — o1 Zpyg—1))] (3.17)

porque todos los términos restantes son cero por la ecuacién (3.10). Por

tanto:
Var(Zyy, — ZHk) =Var(Z; — Zt) =5 +ar1y + o +ap_17e-1 (3.18)
Después, usando que a; = 5; (1 <i < k — 1), se tiene:

Cov[(Zy — Z1), (Zusr, — Zisr)] =

=E[(Z —o1Ziy1 — .. — ap—1Ziyk—1)(Zigr — 01 241 — 01 Z4-1)] =
=FE(Zi —onZig1 — .. — 1 L4 k1) Zigk) =
=Yk — Q1Vk—1 — - — Q171 (3.19)
Por tanto:
P, = Tk~ O Vk—1 — - T Q171 PR T XPR-1 T e T Qk—1P1 (3_20)
Yo + a1yt + -+ Qo1 YE—1 l—a1pg—1— - —ag_1p

27



Solucionando el sistema de la ecuacién (3.12]) por Cramer se obtiene:

Q; =

1

P1 pi-2 P Pi Pk—2
Pl 1 pPi—-3 P2 Pi—1 Pk—3
Pk—2 Pk—3 Pk—i Pk—1 Pk—i—2 1
(3.21)
1 p1 pi—2  Pi-1 pi Pk—2
p1 1 pi-3  Pi—2  Pi-1 Pk—3
Pk—2 Pk—3 Pk—i  Pk—i—1 Pk—i—2 1

Las dos matrices son casi iguales, salvo por la columna i-ésima. Sus-

tituyendo este «; en (3.20) y multiplicando tanto el numerador como el

denominador por el determinante

1

Pl Pk—2
p1 I pr—3
Pk—2 Pr-3 -+ 1

(3.22)

se puede obtener el valor de P, como el ratio entre los dos determinantes

1

P1 Pk—2 P1
p1 I pr—3 p2
Pk—1  Pk—2 P11 Pk
1 p1 Pk—2 Pk—1
p1 I pr—3 pr—2
Pk—1  Pk—2 p1 1

(3.23)

Ejemplo 3.1. Sea Z; el doble del valor del t-ésimo lanzamiento de un dado.

Si el dado se lanza 3 veces de manera independiente, tenemos un proceso es-

tocdstico Zy = Z (X, t), donde t € {1,2,3} y X pertenece al espacio muestral
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{1,2,3,4,5,6} x {1,2,3,4,5,6} x {1,2,3,4,5,6}. Para un X particular, por
ejemplo (1,5,3), la funcion de muestra serd (2,10,6).

Si un dado es lanzado independientemente repetidas veces, el proceso es-
tocdstico serd Zy = Z(X,t) con el conjunto de indices son los positivos ente-
ros y el espacio muestral es {1,2,3,4,5,6} x{1,2,3,4,5,6}x{1,2,3,4,5,6} x

. Un X particular, (1,3,4,5,...) tendrd funcion de muestra (2,6,8,10,...).

Este proceso es claramente estrictamente estacionario.

Definicién 3.3. Un proceso {a;} es llamado proceso de ruido blanco si
es una secuencia de variables aleatorias incorreladas de una distribucion fija
con media constante E(a;) = g, normalmente se asume que dicha media
es 0, varianza constante Var(a;) = o2 y v, dada por:

o2 si k=0

¢ (3.24)
0 si k#0

Vi

3.1. Modelos autorregresivos

Para facilitar el andlisis de series temporales se pueden introducir dos
representaciones si se trabaja con procesos estacionarios. La primera es in-
tentar escribir el proceso estacionario en el tiempo t, Z;, en funcién de sus
valores en tiempos anteriores, llamada representacion autorregresiva
(AR):

Zi=mZs 1 + 0% o+ .+ ay (3.25)

donde a; es un ruido blanco y Zt = Zy — .
Definiendo el operador backshift como Blz; = T¢—; se puede reescribir
9.20] como:
W(B)Zt = Qg (326)
[e.e]
donde w(B) =1— Z mpBP. Todo proceso autorregresivo es invertible. Para

J=1
que un proceso Z; = w(B)Z; sea estacionario las raices de m(B) = 0 como
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funcién de B deben residir fuera del disco unidad, es decir, si S es raiz de
m(B), entonces |G| > 1, siendo |.| la métrica euclidea estdndar.

En la préctica, este modelo no es el utilizado al comenzar a modelizar las
series temporales, dado que se necesita una cantidad infinita de pardmetros
imposibles de calcular con un nimero finito de observaciones. En lugar de
este, se utilizan modelos con un ndmero finito de pardmetros, es decir, se
usa un numero de pesos finitos, 71 = ¢1,m = ¢2, ..., = ¢p y T, = 0 para
k > p. A este proceso resultante se le denomina proceso autorregresivo

de orden p, y la representacién seria :

Zy =121+ .+ pli—p + as (3.27)

3.1.1. Modelo autorregresivo de primer orden AR(1)

El modelo autorregresivo de primer orden se escribe:
(1—¢1B)Zi = ay (3.28)

o también como

Zy=¢1 21 —ay (3.29)

El proceso es invertible por ser autorregresivo. Para que sea estacionario,
la raiz de (1 — ¢1B) = 0 tiene que caer fuera del circulo unidad, lo que se

traduce en que |¢1| < 1.

Ejemplo 3.2. Para ilustrar un ejemplo, se han simulado 250 valores de
un proceso autorregresivo de orden 1, (1 — 0.9B)Z; = a4, con el ruido blan-
co siendo una distribucion normal N(0,1). En la figura se muestra la

simulacion correspondiente.

Las autocovarianzas se obtienen como:

E(Zi_+Z) = BE(01Zi—1.Z1-1) — B(Zy—par) = Ve = P17k-1 (3.30)
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ejemplo

0 50 100 150 200 250

Time
Figura 3.1: Modelo AR(1) simulado, (1 — ¢1B)Z; = a.

Y la funcion de autocorrelacion es:

Pk = d1pp—1 = ¢} (3.31)

donde pg = 1. Por lo tanto, cuando el proceso es estacionario, |¢1| < 1,
la funcién de autocorrelacién decae a 0 de la forma qﬁ’f. Si0< ¢ <1la
funcién decae al 0 tomando siempre valores positivos y si —1 < ¢1 < 0 la
funcién decae al 0 tomando alternativamente valores positivos y negativos,

dependiendo de la paridad de k. Si k es impar, pr < 0y si k es par, pp > 0.

3.1.2. Modelo autorregresivo de segundo orden AR(2)

En el modelo autorregresivo de segundo orden se tiene:
Zi(1 — ¢1B — $2B?) = a; (3.32)
o dicho de otra forma que:

Zy=¢r1Zi 1+ 9222+ @ (3.33)
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Este modelo, AR(2), como modelo autorregresivo es siempre invertible.
Para que sea estacionario las raices de (1—¢1 B—¢2B2%) = 0 deben estar fuera

del circulo unidad. Sean B; y By las raices del polinomio ¢9B?+¢;B—1 = 0.

Se tiene:
B, = —¢1 + /1 +4¢2 (3.34)
202
y
By= %~ W (3.35)

Por lo tanto:

1 209 2¢2(p1 + /D% + 4¢ho)

Bl Coit /R 14 (01 + VOt Aon) (0 + B+ dd)
_ 20a(d1+ VT +462)  d1+ /O] + 46 (3.36)
. .

1 + 4¢3 — o1

y analogamente

By 2

1 _ 41—Vl tdd (3.37)

Despejando ¢1, ¢2 en funcion de B, By se obtiene
2 5 2 >,
E—¢1 =\/¢7 + 4o = E_¢1 = ¢7 + 4 (3.38)
2 [y 2\*
E — Q1= —\/¢] +4p2 = | P1 — E = ¢] +4¢2 (3.39)

Por una parte, igualando ambas expresiones

2 2 2\2 2 2 11
<B1 - ¢1) = <¢1 - B2> = E_¢1 - ¢1_§2 = ¢1 = §1+§2 (340)

donde se ha tomado la raiz positiva para obtener la dependencia de ¢

respecto a By, By. Por otro lado

4 o 4P 2 4
— 4+ P — —— = + 4Py = —4p] = 4o B — 3.41
4 o 4P 2 4
— 4+ P — —— = + 4Py = —4P] = Ao By — 3.42
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Igualando ahora ambas expresiones

4 4 By — By
4dpoB1 — — = 4p9By — — = 4¢9(B1 — By) = 4—=
p2B1 B, P2 Bo By ¢2(B1 2) B.B,
1
— 4
= @2 B.B, (3.43)

Las condiciones de que |B;| > 1 implican que |1/B;| < 1 parai = 1,2y

por tanto:
<1

62] = |7
o1] = | + 2

Por lo tanto tenemos condiciones independientes de By, By dependiendo

(3.44)
<2

de si las raices son o no complejas:

1< g1
—2< P <2

(3.45)

Para las raices reales, ¢? + 4¢2 > 0, por lo que

p

$1+ P2 <1
P2 — 1 <1
—1<¢a<1
—2< ¢ <2

(3.46)

\

Para las rafces complejas, ¢7 + 4¢2 < 0, por lo que

2 + 4ga <0
—1<¢a<1 (3.47)
—2< P <2

Essto viene representado en la figura [3.2

Ejemplo 3.3. Se han simulado 250 valores de un proceso autorregresivo de
orden 2, (1 —1.5B — 0.65B%)Z; = a;, siendo a; un ruido blanco siguiendo

una distribucion normal N(0,1). Se muestra en la figura[3.5
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Figura 3.2: Representacion grafica las regiones estacionarias para ¢1y ¢9,
en azul las condiciones si las raices B; y Bs son reales, en naranja si son

complejas.

Las covarianzas se obtienen:
E(Zy-1Zy) = )1 BE(Zy—xZ-1) + 02 E(Zi—Zi—2) + BE(Zi_ray) =
= Yk = P17k-1 + P2Yk—2 (3.48)
Y la funcién de autocorrelacion:
Pk = P1Ppk—1 + P2pk—2 (3.49)

Especificamente, cuando k =1, 2:

= @1+
p1 = &1+ P2p1 (3.50)
p2 = ¢1p1 + P2

lo que implica:
_ _®

P1 = T—o

_ P+go—¢3 (3.51)
P2 = 1—¢2

Para resolver recursivamente el resto de ACF, es 1itil el siguiente teorema.

Teorema 3.1. [16] Sea C(B)Z; = 0 una ecuacion en diferencias lineal
N

donde C(B) =1+ C1B + C4B* + ... + C,B". Si C(B) = [[(1 - RiB)™,
=1
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Figura 3.3: Modelo AR(2) simulado, (1 — 1.5B — 0.65B%)Z; = a;

N
donde Zml =nybB; = Ri_l,z' =1,,,N son las raices de C(B) = 0 de
i=1
’ N mi—l
multiplicidad m;, entonces Z; = Z Z bijthf. En particular, si m; =
i=1 j=1

n
1Viy los Ri_1 son distintos Vi, se tiene Z; = Z bz-Rf.
i=1

Haciendo uso de el teorema, se obtiene:

3 /3
b1 <¢1+ §1+4¢2) + 52(7(751 §1+4¢2 )s 512 + 4o # 0

(b1 + bak)[ 5" 567 + 4y = 0

Pk =

(3.52)
donde las constantes by, by se pueden obtener con las condiciones iniciales
dadas en la ecuacion . Por lo tanto, la ACF decaerd exponencialmente
si las raices de (1—¢1B —¢2B?) = 0 son reales y seguird un comportamiento
de un seno amortiguado si las raices son complejas.

Generalizando este proceso que se acaba de desarrollar, se puede encon-

trar la funcién de autocorrelaciéon de un proceso autorregresivo de orden p,
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obteniendo:
N m;—1

p= > bk Rf (3.53)

i=1 j=1

siendo R; ! las raices de ¢,(B) = 0 con multiplicidad m;

3.2. Modelos de media moévil

Otra manera 1til es representar un proceso Z; como combinacion lineal

de una secuencia de variables aleatorias incorreladas, es decir:

00
Zy=pu+ar+Yrag—1 + U209+ ... = u+ ijat,j (3.54)
=0

oo

donde 9y = 1, {a;} es un proceso de ruido blanco con media 0 y Z pj < oo.
j=0

Recordando el operador backshift y que Z; = Z, — pu se puede escribir

[3.54] como:

Zy = (B)ay (3.55)
0 .
donde (B) = ijBJ. A esta representacién se la llama media mévil.
§=0

Para que un modelo Z; = ¢)(B)a; sea invertible, las raices de ¢(B) = 0 vista
como una funcién de B tienen que residir fuera del circulo unidad. Esto es,
si 8 es raiz de ¢ (B), luego || > 1, donde |.| es la métrica Euclidea estdandar.

Como se ha hecho en la ecuacién se elige un numero finito de
pesos, 1 = —b01,...,1qg = =0, y ¢, = 0 para k > g. Al proceso resultante se

le denomina media mévil de orden ¢ y la representacion es:

Zt = a¢ — 91at_1 i ant_q (356)

3.2.1. Modelo de media mévil de primer orden MA (1)

Se representa de la siguiente manera:

Zt = a¢ — 91&,571 == (1 - OlB)at (357)
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donde {a;} es un ruido blanco de media 0 y varianza constante o2. La

autocovarianza viene dada por [16]:

(1+6%)02 sik=0
V=14 —0i02 sik=1 (3.58)
0 sik>1

y la funcién de autocorrelacion por:

= stk=0
pp =4 10 (3.59)
0 stk >1

El proceso MA (1) siempre es estacionario, dado que el ruido blanco lo es
y por tanto, una transformacién constante en el tiempo del mismo lo sera.
Para que sea invertible, la raiz de (1 4+ 61 B) = 0 tiene que estar fuera del

circulo unidad, por lo que |6;| < 1.

Ejemplo 3.4. Se han simulado 250 valores de un proceso de media maovil
de orden uno para ejemplificar, Z; = (1—0.5B)ay, siendo a; un ruido blanco

siguiendo una distribucion normal N (0, 1). El resultado se muestra en la

figura[3.4).

3.2.2. Modelo de media mévil de segundo orden MA (2)

El proceso de media mévil de segundo orden viene dado por:
Zi=(1—-6,B —60,B%)a, (3.60)

siendo {a;} un ruido blanco. Para que este proceso sea invertible, las
raices de (1 — ;B — 6 B%) = 0 tienen que residir fuera del circulo unidad,

obteniendo:
01+6:<1

0y —0; <1
2 (3.61)

1< <1

—-2<60; <2
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Figura 3.4: Modelo AM(1) simulado, Z; = (1 — 0.5B)ay.

La autocovarianza viene dada por:

Yo = (1+ 6% +03)o7
Y1 = —01(1 — 62)0?

(3.62)
Yo = —b203
Y =0 k>2
y la funcién de autocorrelacién por:
—61(1—62) o
TreTiel k=1
) o
T k=2 s
0 k>2

Generalizando para un proceso de media maévil de orden ¢ se obtiene:

, 02(_019 — 010541 +...+0q_k«9q) k=1,2,....q (3.64)
k= .
0 k>q
79k7919k+1+...+9 _x0 o
P 1+9§+...+9§q . k=129 (3.65)
0 k>q
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3.3. Modelo autorregresivo de media movil AR-
MA (p,q)

El problema de los modelos autorregresivos y de media mévil puros es
que, aunque sean finitos, pueden contener una gran cantidad de pardmetros
para poder conseguir una buena aproximacién. Una posible solucién es una
extension natural de ambos modelos que combine ambas representaciones

para intentar reducir ese nimero de parametros, lo que deriva en:

¢p(B)Zi = 04(B)ay (3.66)
donde
6p(B) = 1— 6B — o % — .. — $, B
eq(B) =1- 91B — 9232 — . — quq

Para que el modelo sea invertible se requiere que las raices de §,(B) =0
estén fuera del circulo unidad, y para que sea estacionario se requiere que las
rafces de ¢, (B) = 0 estén fuera del circulo unidad. También se asume que las
raices de ambos son distintas. Las covarianzas y la funcion de autocorrelacion

son:
Ve = O1Ve—1+ -+ OpVh—p k>q+1

Pk = P1Pk—1 + oo+ Oppr—p k>q+1

(3.67)

3.4. Modelo autorregresivo integrado de media mévil

ARIMA (p,q)

Hasta ahora se ha trabajado con modelos y series estacionarias, y se
han buscado los pesos para los que esto se cumplia. Sin embargo, una serie
temporal no siempre cumple esta condicién, por lo que hay que modificar el
método o buscar otro para convertir esas series en estacionarias. Un com-
portamiento frecuente en series no estacionarias es que la diferencia entre

niveles dé media locales si se comporta como una serie estacionaria. Este tipo
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de series se denominan series no estacionarias homogéneas. Por lo tan-
to, estas se pueden convertir en series estacionarias si se toma la diferencia
adecuada.

El comportamiento local de este tipo de series homogéneas es indepen-
diente del nivel, por lo tanto, si ®(B) es el operador de autorregresiéon que

describe el comportamiento, se tiene que:
V(B)(Z+C)=Y¥(B)Z; (3.68)

siendo C una constante. Esta ecuacién implica que ®(B) tiene que ser de la

forma:

¥(B) = ¢(B)(1 - B)* (3.69)

para algin d > 0, donde ¢(B) es el operador de autorregresién estacionario.
Por lo tanto, la serie {Z;} es no estacionaria pero la serie d-enésimamente
diferenciada, {(1—B)?Z;}, para un entero d > 1 si lo es. Generalmente, esta

serie diferenciada sigue un proceso ARMA(p,q), por lo que se tiene:
¢p(B)(1 = B)'Z; = 0y + 64(B)a; (3.70)

donde a; es un ruido blanco, ¢,(B) es el operador de autorregresién esta-
cionario, 04(B) es el operador de media mévil estacionario y no comparten

factores comunes.

3.5. Componente estacional, el modelo SARIMA

Es comun ver ciertas series que tienen un comportamiento estacional,
es decir, la serie se repite al cabo de cierto periodo de tiempo regular. El
periodo mas corto para este comportamiento repetitivo se dice periodo
estacional. Por ejemplo, la serie trimestral de venta de helados es muy alta
en verano, por lo que tiene un periodo estacional de 4. También la venta de

juguetes mensual crece en Diciembre, su periodo estacional es de 12. Como
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ilustracion, se muestra en la figura el nimero de pasajeros de avién, en

miles, registrados entre los anos 1949 y 1960.

500
|

400
|

AirPassengers

300
|

100

1950 1952 1954 1956 1958 1960

Time

Figura 3.5: Pasajeros mensuales de avién, en miles, desde el afio 1949 hasta

1960.

Esta serie tiene claramente una tendencia ascendente y ademds tiene un
periodo estacional. El niimero de pasajeros aumenta en el mes de marzo para
volver a disminuir y aumentar en los meses veraniegos de julio y agosto.
Posteriormente vuelven a bajar los nimeros. Este ciclo se repite cada 12
meses, por lo que su periodo estacional es de 12. Para analizar los datos,
es util agregar los datos en una tabla bidimensional, como se muestra en
la tabla para una serie estacional con periodo s. Se denomina tabla de
Buys-Ballot.

La tabla indica que los valores de la serie no solo estan relacionados con
sus valores adyacentes en f, sino que también estan relacionados con los
valores que distan de la posiciéon ¢ un numero proporcional a s. Para ilus-
trar, se toma como referencia el nimero de pasajeros mensuales de avion, en

miles, entre los anos 1949 y 1960. Para pronosticar el niimero de pasajeros

41



1 2 3 S Total Media

A Zo 73 A T 71

Zst1 Zsi2 Zst3 v das T3 Z3

Z(n—l)s+1 Z(n—1)5+2 Z(n—l)s+3 o Zns T, ZTL

Total Ty 15 T; .. Ty T T / S
Media 7, Zs Z3 o Zn T/n  T/ns

Tabla 3.1: Tabla de Buys-Ballot para una serie estacional de periodo s.

en el mes de julio, no solo se tendrd que tener en cuenta los valores de los
meses vecinos, como junio y agosto, sino que también se tendra que tener
en cuenta los valores de los meses de julio en anos anteriores. En general,
la tabla de Buys-Ballot implica que {Z;} contiene informacién dentro del
periodo y entre periodos. Dentro del periodo representa la correlacion en-
tre ..., Zy_o, Zy—1, Zt, Liy1, Zit2, ... y entre periodos representa la correlacion
entre ..., Zy_os, Zi—s, Zt, Zits, Lits, ... Sea {Z;} una serie que no se sabe que

es estacional y se ajusta a un modelo ARIMA no estacional, es decir,
¢p(B)(1 = B)'Z; = 0,(B)b; (3.71)

Entonces {b;} no serd un ruido blanco, puesto que contendré la informa-

cién entre periodos. Sea

b — El(br—j, — MZb)(bt — )] (3.72)

T%

la funcién de autocorrelacién de {b; } representando la relacién entre periodos
aun sin explicar. Se puede ver que esta relacién entre periodos puede verse

como otro modelo ARIMA:

®p(B*)(1 — B*)Pb, = Og(B*)a (3.73)
donde ®p(B*) =1—®1B* — ®3B%s—...— ®pBPs y Og(B%) =1-0,B° -
(CPY>] 23—...—G)QBQ3 son polinomios en B® que no comporten raices comunes.
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Las raices de estos polinomios caen fuera del circulo unidad y {a;} es un ruido

blanco. Combinando las ecuaciones (3.71]) y (3.73)) se obtiene:

Op(B)op(B)(1 — BY(1 — B2 = 0,(B)Og(B")a; (3.74)
donde
. Zp — sid=D =0
=0 0k (3.75)
Zy en otro caso

A los polinomios ¢,(B) y 6,(B) se les llama los polinomios regulares
de autorregresiéon y media mévil y a ®p(B*¥) y O¢g(B?) los polinomios de
autorregresion estacional y de media moévil estacional, respectivamente. Al
modelo ensenado en la ecuacién se le denomina ARIM A(p,d,q) %

(P,D,Q)s, siendo s el periodo estacional.
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Capitulo 4

Integral de Choquet Discreta

En este capitulo se definira el concepto de integral de Choquet e integral
de Choquet discreta. La integral de Choquet esta siempre asociada a una

capacidad, por lo que es necesario introducir antes este concepto.

Definicién 4.1. [I1] Dado un conjunto X, una funcion m : P(X) — R
tal que m(0) = 0 y m(A) < m(B) siempre que A C B (monotonia) se
llama capacidad. Una capacidad que cumple que m(X) = 1 se dice que

estd normalizada.

Ejemplo 4.1. [11] Sea X el conjunto de todos los trabajadores en una em-
presa, produciendo todos el mismo bien. Para cada A C X cse considera la
situacion en que los miembros de A trabajan en la empresa. Cada subgrupo
A tendrd una manera diferente de trabajar, pero todos lo hacen de la manera
mas eficiente. Sea m(A) el nimero de bienes que produce cada grupo A en
una hora. La funcién de conjuntos m : P(X) — Rt es mondtona (dado
que se asume que a mayor cantidad de trabajadores mayor produccion de

bienes) y se anula en el conjunto vacio y por tanto es una capacidad.

Una capacidad no tiene por qué ser aditiva. Volviendo al ejemplo de
antes, dados dos subconjuntos A y B de trabajadores, si ambos trabajan por

separado se tendria que m(A U B) = m(A) + m(B). Pero esto no siempre

44



es asi en tanto que los trabajadores interactian entre ellos, por lo que la

ecuacion no siempre se cumple. Aun asi, de la monotonia podemos deducir

que m(AU B) > m(A) y m(AU B) > m(B), en tanto que A, B C AU B.
Una vez definida la capacidad, se precisan algunos conceptos maés, antes

de introducir la integral de Choquet.

Definicion 4.2. Dado X un conjunto no vacio, f : X — R se dice simple

st su rango es finito.

Definiciéon 4.3. Dado un conjunto no vacio X, A un dlgebra en X, f :
X — R se dice A-medible si {z : f(x) >t} y{ xz: f(x) >t} pertenecen
a A para todo t € R.

Se llama B(A) al conjunto de funciones acotadas y A-medibles; BT(A) al

conjunto de funciones acotadas, no negativas y A-medibles.

Definicién 4.4. Sea f € BY(P(X)),m una capacidad en (X,P(X)) la

funcion acumulativa de f con respecto a m es:
Gms(t) =m({z e X : f(x) > t}) (t €R) (4.1)

Con todos estos conceptos, ya se puede introducir la definicién de integral

de Choquet.

Definicién 4.5. Sea f € BY(P(X)) y m una capacidad en (X, P(X)). Se

define la integral de Choquet de f con respecto a m como:

/ fdm = / G £ (1)t (4.2)
0
donde la parte derecha de la ecuacion representa la integral de Riemann.

Sea f una funcién simple, medible y no-negativa. Al ser simple, ranf =
{aiy,....,an}. Sin pérdida de generalidad 0 < a; < ag < ..... < ay,. Se definen
los conjuntos A; = {z € X : f(z) > a;} para i = 1,...,n. Por la definicién

de funcién acumulativa, se deduce:

/fdm = Z(al — ai_l)m(AZ-) =: Cm<f) (4.3)
=1
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La expresién es conocida como integral de Choquet discreta.
Ahora bien, si el conjunto sobre el que se define la funcién f es un conjunto
finito [n] := {1,2,...,n} la integral de Choquet discreta es una funcién de
agregacion [4]. En este caso los conjuntos A; serdn subconjuntos de [n], 4; C
[n], v la capacidad estara definida sobre el conjunto [n]. Otra forma de

expresar la integral de Choquet es la siguiente [4]:
C(f) =Y ai(m(A;) — m(Ai1)) (4.4)
i=1

con Ayyq:=0.

Teniendo en cuenta la definicién de una integral como el calculo del area
bajo una funcién, la integral de Riemann toma rectdngulos verticales, donde
su alto es el valor de la funcién, y su ancho es el recorrido en el eje de las
abscisas, que se va haciendo cada vez mas pequeno. De manera equivalente,
la integral de Lebesgue toma rectangulos horizontales y lo que se hace cada
vez mas pequeno es la altura de esos rectangulos. En este caso, se multiplica
la altura de los rectangulos por el ancho combinado del conjunto de valores
para los que la funcién esta por encima de un determinado valor. La integral
de Choquet, al igual que la integral de Lebesgue, toma rectangulos horizon-
tales. Sin embargo, se deja de asumir que los anchos sean proporcionales a
los elementos del conjunto, viniendo ahora determinados por los valores de
la capacidad para los correspondientes subconjuntos.

En la figura[d.1]se muestra la funcién en la que mostraremos los ejemplos
para las integrales.

Como se ha mencionado anteriormente, la integral de Riemann toma
triangulos verticales, de ancho el recorrido en x y de alto el valor de la
funcién, como se muestra en la figura [4.2] En este caso, el valor que se

obtendria para la integral serfa:

n
1
IR = Z ﬁai (45)
i=1
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Figura 4.1: Funcién de ejemplo.

Figura 4.2: Integral de Riemann.

Tomando la integral de Lebesgue, que hace uso de rectangulos horizonta-
les, como se muestra en la figura[f.3] la integral tendria la siguiente expresién

(equivalente a la integral de Riemann):

n

IL = Z H—T’L—Fl(al — ai_l) (4.6)

i=1

Figura 4.3: Integral de Lebesgue.
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Ahora bien, la integral de Choquet, al igual que la integral de Lebesgue,
trabaja con rectangulos horizontales, pero los anchos de cada rectdngulo
vienen dados por los valores de cada rectdngulo de la capacidad. Asi, la

expresion para la integral seria la siguiente:

n

Io = Z(ai —ai—i)m({j:aj >a;,j=1,...,n}) (4.7)

=1

y viene representada en la figura [£.4]

Figura 4.4: Integral de Choquet.

4.1. Propiedades de la integral de Choquet

En esta seccién se daran algunas propiedades de la integral de Choquet

discreta como funcién de agregacion.

Definicién 4.6. [j] Una funcién de agregacion es una funcion AM .

" — T que cumple las siguientes condiciones:
1. es no decreciente en cada variable.

2. cumple las condiciones contorno, es decir:

inf AM™(x) =infl sup A (x) = supl (4.8)

xelr xeln

donde I es un intervalo real no wvacto.
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Una funcién de agregacion es simplemente una funcidon que convierte n
valores en uno solo, cumpliendo las anteriores caracteristicas. Un ejemplo de

esta es la media aritmética:
(n) 1
AM®™ (x) = =) " (4.9)
Definicion 4.7. []] Sean x,x" € R. Se dice que x,x" son comondtonos si
no existen i, j tales que x; > x;j y xj < .

Definicién 4.8. [}] Una funcion F : 1" :— R es invariante en escala

de intervalo si para cualesquiera r,s € R,r > 0 se tiene:
F(re+s1) =rF(x)+s (4.10)
para todo x € I™ tal que rec+ s1 € I"™.

Definicion 4.9. Una funcion f : R" — R se dice idempotente si Vx € R

se cumple que f(zl) = .

Proposicién 4.1. []] La integral de Choquet satisface las siguientes propie-

dades:

1. Es lineal con respecto a la capacidad esto es, para cualesquiera ca-
pacidades my, my definidas sobre [n], cualesquiera A1, Ay € [0,00) se
tiene:

C)\lm1+)\2m2 = )\lcml + )\2sz

2. Es comondtamente aditiva, es decir, para cualquier par de vectores
/ < . .
x, X' comondtonos, para cualquier capacidad m sobre [n] se cumple
que:

Crn(x +x') = Cp(x) + Cp (X))

3. Sean m,m’ dos capacidades sobre [n]. Entonces m < m' si y solo si

Cm < Chy.
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4. FEs no decreciente.

5. Es estrictamente creciente si y solo si m es una capacidad estricta-

mente mondtona, es decir, A C B implica m(A) < m(B).
6. Es idempotente si m([n]) = 1.
7. Es aditiva st y solo si m es aditiva.

8. Es una funcion interna, es decir, min(x) < Cp(x) < max(z), Vo , si

m es una capacidad normalizada.

9. Sim es una capacidad normalizada, es invariante en escala de inter-

valo.

4.2. El diagrama de Hasse de una capacidad

Se ha visto en este capitulo que la integral de Choquet es una funcién de
agregacién solo cuando el conjunto sobre el que se define es fininto. Ahora
bien, si [n] es un conjunto finito y se define P([n]), también serd un conjunto
finito. Dotado este de la relacién de orden de inclusién, mostrada en el
ejemplo (punto [1)) se puede hacer el diagrama de Hasse de un conjunto
finito parcialmente ordenado. Si ademas se define una capacidad m sobre el
conjunto [n], es posible asignar valores a las aristas en relacién a la capacidad.
En este caso, a cada arista se le asignara el valor obtenido de restar el valor de
la capacidad del conjunto més pequeno al valor de la capacidad del conjunto
més grande. Es decir, si se tienen dos conjuntos A, B € P([n]) tales que B
cubre a A, el valor de la arista que los une serd m(B) — m(A), que sera

siempre positivo ya que A C B.

Ejemplo 4.2. Sea X := {A, B,C} el conjunto de tres trabajadores, Alicia,
Bob y Charlie respectivamente. Se quiere hacer un andlisis de la produc-

tividad al fabricar cajas de madera, que serd el valor de la capacidad. La
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productividad total es de una caja de madera, m(X) = 1. Alicia sola es
capaz de producir 0.2 cajas de madera, m(A) = 0.2, Bob 0.5, m(B) = 0.5
y Charlie 0.7, m(C) = 0.7. Ahora bien, Alicia y Bob trabajan bien juntos,
aumentando su productividad conjunta a 0.8, m(A, B) = 0.8, pero Charlie
es una persona que no trabaja en equipo, bajando su productividad conjunta
cuando se junta con el resto de gente, m(A,C) = 0.8 y m(B,C) = 0.9. Con
esto se ha definido una capacidad. Se puede dibujar el diagrama de Hasse y

asignar el valor de la resta de las capacidades, tal como puede verse en la

figura [£.5,

Figura 4.5: Diagrama de Hasse para una capacidad.

Definicién 4.10. Sea P([n]) y su diagrama de Hasse asociado, se define
camino ascendente a un familia de subconjuntos de X, {X1,..., X} tal

que X1 «—~ Xo ... «—= X,,. Se denota X1 = Xo — ... &> X,,.

Observacion 1. Un diagrama de Hasse se puede ver como un grafo no
orientado, siendo los vértices los conjuntos del diagrama, las aristas las re-
laciones de orden y los pesos los valores de las diferencias de las capacidades.
Dado que un grafo no orientado se puede ver como un grafo orientado en

ambos sentidos, se puede hablar de caminos. También puede verse como un
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grafo orientado, poniendo la orientacion en el sentido de contenido, aunque
no seria una representacion estandar. Con esta representacion, un camino

ascendente seria simplemente un camino.

Proposicién 4.2. Sea P([n]) y su diagrama de Hasse asociado. Segin el es-
quema mostrado (el valor de la arista se corresponde al valor de la capacidad
del elemento mayor menos el valor de la capacidad del elemento menor), la
suma de las aristas de cualquier camino ascendente desde el conjunto vacio,
0, hasta el conjunto total, X, serd igual a m(X). Mds ain, si la capacidad

estd normalizada tendrd un valor de 1.

Demostracién. Dado un camino ascendente ) — X7 — ... = X,, — X, la
suma de las aristas viene dada por (m(X)—m(X,,))+ (m(X,)—m(X,-1))+
ot (m(Xa) — m(X1)) + (m(X1) — m(0)) = m(X) — m(@). Por ser m una
capacidad, m(0) = 0y por lo tanto (m(X)—m(X,))+(m(X,)—m(X,_1))+
et ((Xa) — (X)) + (m(X) — m(0))

= m(X). Si ademads la capacidad

estd normalizada m(X) = 1. O
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Capitulo 5

El modelo de proceso
estocastico basado en la

integral de Choquet discreta

Este capitulo estda dedicado a la definicién y estudio de un proceso es-
tocastico temporal basado en la integral de Choquet discreta. Siguiendo la
misma idea que un modelo autorregresivo, el proceso en un tiempo t, Z;,
es igual a la integral de Choquet de los k anteriores tiempos, Z;_1, ..., Z;_g

mas un ruido blanco. La expresién viene dada por:

Zy = O Zt-1,- s Zt—g) + ay

donde m es una capacidad normalizada , C), su integral de Choquet discreta
y a; un ruido aleatorio.

Una vez propuesto el método, es necesario que sea estrictamente estacio-
nario. Como bien se ha dicho anteriormente, que una serie sea estacionaria
implica que oscila en torno a un valor, y no se dispara. Por lo tanto, si el
método es estacionario significa que se pueden usar los valores pasados para

predecir un valor futuro.
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Primero es necesario probar que la integral de Choquet, vista como una
funcién C,, : R®* — R es una funcién medible. El espacio medible sera
(R™, A) donde A es el o-dlgebra de Borel en R™. Con este fin se enunciaran

algunos resultados que seran utiles.

Lema 5.1. [3] Sea (X,.A) un espacio medible, sea A un subconjunto de X
perteneciente a A, sean f,g: A — R y sea o € R. Entonces af, f +g,f —
9, f9,f/g (donde el dominio de f/g es {x € A: g(x) # 0}) son medibles.

Lema 5.2. [3] Sea (X, A) un espacio medible, sea A un conjunto de X
perteneciente a A y f,g : A — [—00,400] dos funciones medibles. Los
conjuntos {x € A: f(z) < g(x)},{r € A: f(x) =g(x)} y{r € A: f(z) <
g(x)} pertenecen a A.

Haciendo uso de los lemas anteriores se demostrard ahora un resultado

necesario para que el modelo sea estacionario.

Teorema 5.3. La integral de Choquet discreta Cp, : R — R es una

funcion Borel-medible.

Demostracion. Para probar que la funcién es Borel-medible, basta tomar
a € R cualquiera y demostrar que el conjunto C;,!((—00, a)) es medible. Para
ello, sea a € R cualquiera pero fijo. Sean f; : R” — R tal que f;(x) = z;
con i € {1,...,n}, que son medibles. Sea B,, = {x € B : fou < f%H)} para
i =1,...,n — 1. Estos conjuntos son medibles gracias al lema Se define
B, = Nj_, By, medible por ser interseccién finita de conjuntos medibles.

Se tiene ahora un conjunto medible B, tal que si x € B,, Ty <
Toy < oo < Toy,- Sea tal B, cualquiera pero fijo, se tiene entonces que
las coordenadas de los puntos en ese conjunto estan ordenadas segin la per-
mutacion o. Observando cémo serian los A; definidos en la ecuacion ,
A; = {a € [n]: x4 > x;}, restringidos a B,, estos son fijos, independiente-

mente del vector x considerado.
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Por lo tanto Cp,lp, (%) = Z(ai — a;—1)m(A4;) con los A; constantes
y por tanto independientes de Zx:1y consecuentemente m(A4;) también para
todo i € {1,...,n}. Asi, en la expresion se tiene la resta de componentes
multiplicadas por constantes. Por el lema [5.1]la resta de funciones medibles
y la multiplicacién de una funcién medible por una constante son medibles,
por lo que la integral de Choquet finita restringida a B, es medible, es decir,
C .Y ((—=00,a)) N By es medible Vo € ¥ donde ¥ es el conjunto de todas las

m

permutaciones del conjunto [n]. Por tanto

U Bs NGl (—o0,a))) = (U Ba> NGy ((-00,a)) =

oceX oeY
= R" (1 ;) ((—00,a)) = Ol (00, 0)) (5.1)
es medible por ser unién finita de conjuntos medibles. O

Una vez probada la medibilidad de la integral, queda concluir que el
método es estrictamente estacionario. Para ello se usara el siguiente lema

auxiliar.
Lema 5.4. [§] Dado un modelo autorregresivo no lineal de orden p:
Zy = Q(Zi-1, 0y Zy—p) + a (5.2)

donde ¢ : RP — R es una funcion medible, es estrictamente estacionario

st existe 0 < A < 1 tal que:
|p(Z)] < Amaz{|Z1],...,|Z|}, Z=(Z1,...2p) (5.3)

En el lema aparece un 0 < A < 1 por lo que ha sido necesaria la intro-
duccién de una constante |®| < 1 para el cumplimiento de las condiciones

de dicho lema.

Teorema 5.5. El proceso estocdstico dado por:
Zt = (I)Cm(Zt_l, ceey thk) + a (54)
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donde 0 < |®| < 1, m es la capacidad normalizada que mejor se ajusta a los

datos y a; es un ruido blanco aleatorio, es estrictamente estacionario.

Demostracion. El objetivo de la prueba es apoyarse en el lema para
demostrar la estacionariedad del método, por lo que es necesario encontrar

A, 0 < X< 1 tal que, para Z = (Z1,...,Z)":
Cn(Z)| < Amaz{|Z1], ..., |Zk[} (5.5)

Dado que m es una capacidad normalizada, segin el punto [§| de la propo-
sicién Cy, es una funcién interna, luego min(Z) < Cp,(Z) < max(Z),
lo que implica que |Cpn(Z)| < |maz(Z)| < maz(|Z1|,...,|Zk|). Ahora bien,
aun es necesario encontrar la constante A. Para ello, se modifica el modelo

de la siguiente manera:
Zy = ®Cw(Zi—1,- - Zi—p) + ay (5.6)

Considerando de nuevo la proposicién |Cn(Z)] < |max(Z)|, con lo que
D|C(Z)| < ®|max(Z)| y, por tanto, |PC,,(Z)| < ®|max(Z)| si & > 0.
Basta tomar 0 < |®| < 1 y A = |®| para tener que existe 0 < A < 1 tal que,
para Z = (Z1, ..., Zy)":

1BC,(Z)| < Amaz{|Z1],....|Zx|} (5.7)

Segun el lema [5.1] una funcién medible por una constante también es

medible, por lo que ®C,,(Z;_1, . .., Z;_i) es medible, por lo tanto se cumplen
las condiciones del lema [5.4|con ¢ = Cp, y A = |9 O

Por lo tanto, queda un modelo con varios fenémenos a estudiar:

= k que serd el nimero entero de realizaciones previas utilizadas para

predecir el valor de la serie.

= & una constante entre —1 y 1, que indicara la correlacién entre el valor
t y el valor de la integral de Choquet de los valores t — 1,...,t — k

pasados.
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= m, que serd una capacidad normalizada que indicard cémo es la rela-

cién entre los valores anteriores dentro de la integral de Choquet.

Antes de comenzar con la aplicaciéon del modelo a bases de datos reales,
hecho en el siguiente capitulo, se hard un pequeno estudio del efecto de
la constante ® en unos datos simulados, siendo k = 3, a; ~ N(0,1) y
m = (0,0.3,0.4,0.5,0.2,0.8,0.9, 1), ordenada en binario (000, 001, 010, 011,
100, 101, 110, 111) donde 1 denota que el elemento esté en el conjunto sobre
el que se estd aplicando la capacidad y un 0 que no. Para mejor comprensién
se ha hecho el diagrama de Hasse de esta capacidad en la figura Se han
simulado 1000 datos, tomando los 3 primeros con una N (0, 1) y descartando

posteriormente el 10 % inicial de los datos.

’{Zt_l, Zy_9, Zt—3}‘

0
02 & Z
o

’ {Z-1, 242} ‘ ’ {Z-1, 243} ‘ ’ {Zi—2,Z4—3} ‘

5

0.2
N
0.7

Figura 5.1: Diagrama de Hasse para la capacidad utilizada.

Como se muestra en la figura[5.2] a simple vista se observa que los valores
de @ tales que |®| < 1 son estacionarios. Para comprobarlo se ha utilizado
la funcién adf.test del paquete R. Para las simulaciones en las que |®| = 2,
la varianza, vista en funcién de t, tiende a infinito a medida que ¢ crece.
Cabe destacar los casos limite en el que |®| = 1. En el lado negativo (¢ =

—1) se obtiene una serie estacionaria, asi comprobado con la funcién antes
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Figura 5.2: Simulacién del modelo Z; = ®C,,(Z¢—1, ..., Zi—k) + a; para dis-

tintos valores de ®.

mencionada. Noétese que en el desarrollo tedrico no se ha demostrado que
para valores en los que |®| > 1 la serie no sea estacionaria. Por su parte, la

simulacién en la que ® = 1 es un caso singular. Se observa una tendencia

positiva y lineal.
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Capitulo 6

Estudio del modelo con

series temporales reales

El objetivo de este capitulo es intentar predecir valores para series tem-
porales reales utilizando el procedimiento definido en el capitulo anterior y
comparar los valores obtenidos con la serie real y con el modelo SARIMA,
estudiando como de préximos son. Para ello es necesario conocer los parame-
tros introducidos: ®,m y k. Con el fin de conseguir los mejores pardmetros
se han optimizado los tres. Para ello, la base de datos se divide en dos sec-
ciones. Si n es la longitud de la serie temporal, la primera seccién consta
de los primeros n — k valores, es decir, desde el inicio de la serie hasta el
valor n — k. Esta serd la ventana de entrenamiento, es decir, los valores que
se utilizaran para optimizar los parametros. La ventana comprendida desde

n — k + 1 hasta n seran los k valores utilizados para predecir.

6.1. El nimero de realizaciones previas k

Fijar el nimero k 6ptimo es crucial para hacer un modelo eficiente. To-
mando valores de méas no se conseguird una mejor prediccién, si no que el

programa creado emplee mas tiempo en conseguir el mismo valor a predecir,

99



por lo que seréd en vano.

Para obtener el valor de k se hard un estudio de la funcién de autoco-
rrelacién parcial (PACF). Con R se puede obtener ficilmente representada.
Para ilustrar un ejemplo se ha tomado la serie temporal airmiles de R, co-
rrespondiente a los miles de pasajeros que vuelan en aerolineas comerciales
en los Estados Unidos para cada ano desde 1937 hasta 1960. La serie viene

dada por los 24 valores en la tabla

Ato 1937 1938 1939 1940 1941 1942 1943 1944

Miles de pasajeros 412 480 683 1052 1385 1418 1634 2178

1945 1946 1947 1948 1949 1950 1951 1952 1953 1954

3362 5948 6109 5981 6753 8003 10566 12528 14760 16769

1955 1956 1957 1958 1959 1960
19819 22362 25340 25343 29269 30514

Tabla 6.1: Valores de los miles de pasajeros que vuelan en aerolineas comer-

ciales en los Estados Unidos para cada ano desde 1937 hasta 1960

En la figura se muestra dicha representacion con el intervalo de con-
fianza del 95 % asociado a que la autocorrelacién parcial es 0, en cuyo caso
no tiene sentido considerar esas variables en un modelo autorregresivo, sien-
do estos la banda entre lineas azules. Los valores superiores a esa banda son
valores significativos. Si un valor fuese 0, tendria una probabilidad de 0.95
de estar en dicha banda. Para los valores fuera de la banda se rechaza la
hipotesis de que la autocorrelacién es 0, luego se acepta que no es 0 y tiene
sentido considerarlo en el modelo. Por tanto el valor de k serd el ultimo valor

del retraso que sea significativo, en caso de la figura [6.1] serd uno.
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Series airmiles

Partial ACF

0.0 0.2 04 06 038

0.4

Lag

Figura 6.1: Figura que representa la funcion de autocorrelaciéon parcial

(PACF) con respecto a la distancia entre valores.

6.2. La capacidad m

La capacidad es lo que determinard como de importantes son los valo-
res pasados. El valor de la capacidad asociado a cierta realizacion pasada
determina el peso de esa realizacion en la integral de Choquet. Cuanto més
cercano sea ese valor a 1 més importante serd. Ademas, la capacidad tiene
en cuenta la relacién cuando se toman realizaciones de forma conjunta.

Para implementar la mejor capacidad en el modelo se ha utilizado el
paquete Rfmtool, que permite calcular una capacidad dando valores mini-

mizando la suma de errores absolutos [2].

6.3. La constante ®

Por 1ltimo resta optimizar ®. Para ello se ha creado un programa que
calcula la media de los errores cuadraticos comparando los valores de en-

trenamiento con la integral de Choquet de esa realizacion utilizando los k
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valores previos.
Para calcular la integral de Choquet y compararla es necesaria una ca-
pacidad, por lo que se utilizara otra vez el paquete Rfmtool, pero esta vez

introduciendo ® dentro de la capacidad, es decir:
Zt = ¢Cm(Zt—lv sy Zt—k) = Cm((pZt—lv ey @Zt—k) (61)

Esto es posible gracias la propiedad de invarianza en escala de la inte-
gral de Choquet, vista en la proposicién Una vez calculados el error

cuadratico medio se optimiza la funcién optim con el método BFGS.

6.4. Primera comparacién

Para hacer una primera prediccién se ha utilizado la serie temporal es-
tacional antes mencionada en la figura [3.5] Esta serie no es estacionaria,
por lo que es necesario diferenciarla primero para que lo sea. Asi, aplicando
dos procesos de diferenciacién, primero uno que quite la tendencia lineal
con retraso 1 y luego otro que quite la componente estacional con retraso
12, se obtiene una serie estacionaria. Como se ha mencionado antes se ha
concluido que el mejor k para esta serie es 2. Se muestra en la figura se
ve una comparaciéon entre el modelo con la integral de Choquet, un modelo
SARIMA vy la serie original.

Para hacer un analisis numérico y no solo grafico se ha calculado el M SE

en ambos métodos, obteniendo:

M S Echoquet = 510.4472

MSEgarrma = 613.5189

Como se puede apreciar, el error cuadratico medio es ligeramente mejor para
el modelo hecho con la integral de Choquet, pero es necesario un estudio mas

amplio para poder sacar conclusiones.
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Figura 6.2: Comparacion entre SARIMA, modelo con Choquet y serie ori-

ginal.

6.5. Analisis comparativo para varias series

Con el fin de comparar ambos modelos, se han predicho 50 series y se
han comparado los errores. Dado que los valores de las series no tienen por
que tener el mismo rango, el MSE deja de ser tan 1til, por lo que se ha
elegido el M APE para poder comparar bien las series. Para todas las series
se ha utilizado una ventana de prediccién de 12 valores y una k igual en

ambos modelos, pero variando la éptima para cada serie.

63
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Figura 6.3: Gréfica que muestra los errores M APFE para
mismo orden de la tabla

Nombre de la serie

50

cada serie en el

MAPEchoguet | MAPESArIMA Nombre de la serie MAPEchoue | MAPEsariva
AirPassengers 0.0377167 0.04394699 Acciones Iberdrola 0.007390865 0.02611784
o2 0.001129259 0.001429323 Acciones Mapfre 0.009982343 0.02555839
Acciones Grupo Catalana Occidente 0.01179371 0.01418655
nhtemp 0.01274801 0.009906919
Acciones banco Santander 0.01640713 0.02358033
nottem 0.03946891 0.03495694 Acciones banco Sabadell 0.02623899 0.05738916
USAccDeaths 0.04222263 0.0408705 Acciones Caizabank 0.01582815 0.02872357
WWWusage 0.0154425 0.0154425 Acciones Mediaset 0.02522638 0.04275764
Acciones DIA 0.06216884 0.1603747
JohnsonJohnson 0.09254986 0.09916061
Acciones BBV A 0.01661546 0.02630021
birth 0.03114437 0.03159152 Acciones Unicaja 0.03326858 0.1010246
UK DriverDeaths 0.09665242 0.4628988 Acciones REPSOL 0.02106847 0.05132973
EuStockMarkets$DAX 0.01976111 0.02581615 Acciones Bankinter 0.01364488 0.04280128
Precio del euro en délares 1001744542 X 525
EuStockMarketsSSMI | 0.02330737 0.06440679 recio del curo en délares 0001744542 | - 0.007809525
Precio del euro en libras 0.002202661 |  0.004475573
BuStockMarketsSCAC | 0.01899637 0.04308983 Precio del euro en francos suizos | 0.0005739688 | 0.001836605
EuStockMarkets$FTSE | 0.01715217 0.01715217 Precio del euro en yenes japoneses | 0.002290293 | 0.006233359
UKgas 0.07085635 0.08076566 Precio del euro en délares canadienses | 0.001800796 | 0.005267518
Acciones Appl(i 0.01419437 0.05800407 Precio del euro en coronas suecas 0.001827024 0.003793551
Precio del euro en yuanes 0.002473489 0.004032005
Acciones AMD 0.02511445 0.03959743
Precio del ddlar en euros 0.002006264 | 0.003599334
Acciones P&S 500 0.01045278 0.01729815 Precio del oro en ddlares 0.00689238 0.0236548
Acciones IBM 0.008920448 0.01621846 Precio de la plata en ddlares 0.009950476 0.03512711
Acciones Nvidia 0.0106938 0.00739304 Precio del petréleo en délares 0.008480486 0.01362982
Precio del cobre en délares 0.006342721 0.01291869
Acciones Oracle 0.006901524 0.03333042 recto aet conre en dotares
IPC México 0.003243379 0.01358663
Acciones META 0.0170356 0.068466 Indice Crypto 200 0.03172266 0.06895993

Acciones IBEX 35

Acciones Endesa

0.006696305
0.004547334

0.01160301
0.02176098

Promedio Industrial Dow Jones

Media de las observaciones

Figura 6.4: Tablas de errores MAPFE
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Capitulo 7

Conclusiones

Este trabajo fin de grado se ha centrado en la prediccion de series tem-
porales. Para ello, se ha hecho una breve introduccién sobre los conceptos
bésicos necesarios para desarrollar los temas importantes, hecho en el capitu-
lo[2l Seguidamente, en el capitulo [3|se ha hecho un breve estudio sobre series
temporales y algunos de los métodos méas habituales para predecirlas, con
énfasis en los modelos ARIMA y SARIMA. En el capitulo (4] se ha investi-
gado en el tema de la integral de Choquet tanto continua como discreta,
viendo esta ultima como funcién de agregacién. A continuacién se han uni-
do ambos temas proponiendo un modelo de prediccién de series temporales
haciendo uso de la integral de Choquet discreta, haciendo un estudio de los
parametros existentes, lo que ha constituido el capitulo |p}, un capitulo de
resultados novedosos demostrados expresamente para este trabajo. Por ulti-
mo, en el capitulo [0} se ha aplicado el modelo a series temporales reales y
se ha comparado con el método SARIMA, obteniendo algunas interesantes
conclusiones.

Como norma general el modelo de Choquet es ligeramente mejor que
el clasico método SARIMA. Se ha obtenido un error medio porcentual de
MAPEchoquet = 1,94 % que, comparado con MAPEsarima = 4,12% es

ligeramente inferior.
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Las series que tenian componente estacional (AirPassengers, co2, not-
tem, USAccDeaths, JohnsonJohnson,birth, UKgas) tienen los errores por-
centuales mas altos, obteniendo el mayor error en JohnsonJohnson de un
9.25 % quiza debido a esta componente estacional. Para estas mismas series
no se puede concluir que el modelo SARIM A sea mejor dado que los erro-
res son aproximados, oscilando entre cual de los dos modelos obtiene mejor
erTor.

De todo lo anterior se deduce que en este trabajo se ha presentado una
nueva metodologia en el andlisis de series temporales, que presenta un buen
comportamiento respecto a los métodos cldsico, pudiendo dar lugar a mejores
predicciones.

Los resultados obtenidos son prometedores y hacen que continuar investi-
gacion en esta direccidén parezca un siguiente paso natural. Asi, una primera
futura linea de trabajo seria intentar combinar el modelo de Choquet con
un modelo de media mévil y comparar tanto con este modelo como con el

modelo SARIMA para concluir si se mejora o no.
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