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Capitulo 1

Introduccion

La relatividad general es una de las teorfas més importantes de la fisica moderna, propuesta
por Albert Einstein en 1915. Esta teoria describe cémo la presencia de masa y energia en el
espacio-tiempo curva la geometria del universo, y como esta curvatura afecta el movimiento de

los objetos en él.

El presente trabajo de fin de grado se divide en dos partes. En la primera, se desarrolla el marco
teodrico de la relatividad general, empezando por la definicion de la geometria del espacio-tiempo
desde un punto de vista general y topoldgico, hasta llegar a las ecuaciones de campo de Einstein.
Para ello nos basamos principalmente en el libro de Carroll [1], y el libro de Freedman y Van
Proeyen [3]. En la segunda parte se profundiza en dos tipos de soluciones especificas de las

ecuaciones de campo: los agujeros negros y los agujeros de gusano.

En el capitulo de agujeros negros se exploran las propiedades y caracteristicas de estos objetos.
En concreto, se estudia la métrica general estatica e isotrépica, realizando un estudio sobre la

solucion de Schwarzschild y de Reissner-Nordstrom. Para este desarrollo nos guiamos por [1]
y [6].

En el capitulo de agujeros de gusano se analiza la posibilidad teérica de la existencia de tuneles
que conecten diferentes regiones del espacio-tiempo. Se aborda la naturaleza de los agujeros de
gusano, estudiando condiciones para que puedan existir, y se trata la posibilidad de que puedan
ser atravesables por un ser humano. Con este objetivo, nos basamos principalmente en el trabajo

de Morris y Thorne [5], asi como en los trabajos [6], [2] y [4]

En resumen, este trabajo tiene como objetivo proporcionar una introduccién a la teoria de la
relatividad general, asi como una exploraciéon de dos objetos importantes dentro de la teoria: los

agujeros negros y los agujeros de gusano.






Capitulo 2

Marco Teé6rico

En este capitulo exponemos el marco tedrico necesario para obtener una buena comprension de
la teoria de la Relatividad General, y poder realizar un estudio detallado de los agujeros negros

y los agujeros de gusano. Para ello dividimos el capitulo en tres secciones principales.

La primera parte se centra en la nocion de variedades topologicas y los diferentes objetos mate-
maéaticos que podemos definir sobre las mismas, como los vectores, los tensores y las densidades
tensoriales. Esta seccion nos proporciona el fundamento matematico basico para comprender y
describir la geometria intrinseca del espacio-tiempo. Para ello nos basamos en el libro de Ca-
rroll [1].

En la segunda parte realizamos un estudio de la propia curvatura de una variedad. Presentamos
los distintos tensores que utilizamos para caracterizar la curvatura del espacio tiempo, y como
seria el movimiento de las particulas sobre una variedad curva. También se introduce de forma

informal las ecuaciones de campo de Einstein. De nuevo, basamos nuestro trabajo en [1].

Por dltimo, introducimos las nociones béasicas de teoria clasica de campos, ya que es la teo-
ria utilizada para describir la interaccion entre particulas y campos en la Relatividad General.
Basandonos en el principio de minima accién llegamos a las ecuaciones de campo de Einstein.

Utilizamos principalmente el libro de Freedman y Van Proeyen [3].

2.1. Variedades

Comenzamos introduciendo el concepto topoldgico de variedad. A grosso modo, una variedad es
un espacio topologico que localmente se parece a R™, de forma que localmente hereda muchas
de las propiedades del espacio euclideo al que estamos acostumbrados, pero que globalmente
puede diferir del mismo, como por ejemplo poseyendo curvatura, o siendo topolégicamente mas

complicado. Una variedad se construye "pegando" parches de R" de forma regular. Para entender
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este concepto de pegar parches, necesitamos de algunas definiciones matematicas.

Definicién 2.1 (Mapa). Es una aplicacion ¢ : M — N entre dos conjuntos M, N que asigna
a cada elemento de M un elemento de N. Es una generalizacion del concepto de funcién. A los

mapas que son C' se les dice que son suaves.
Definiciéon 2.2 (Difeomorfismo). Se trata de un mapa de clase C*° que posee inversa de clase

.

Definicién 2.3 (Carta o sistema coordenada). Dado un subconjunto U de un conjunto M, junto

con un mapa inyectivo ¢ : U — R, de tal forma que la imagen ¢(U) es un abierto de R”

v: U—R"

pe U—ah conpu=1,...,n,

denominamos como sistema coordenada a la pareja (U, V); a 2}, las llamamos coordenadas del

punto (evento) p.

Definiciéon 2.4 (Atlas C*°). Consiste en una coleccion de cartas {(Ua, ¢o)}acr satisfaciendo

dos condiciones:

1. Uper Ua = M (La unioén de todos los subconjuntos cubre el conjunto M).

2. Si Uy NUg # 0, entonces (¢q © qﬁgl) 1 03(UaNUg) CR™ — ¢o(Uy NUg) C R"™. Ademas
todos estos mapas han de ser C*° en su region de definicion. Es decir, las cartas se pueden

"pegar" de forma regular para cubrir todo el conjunto inicial M.

Definicion 2.5 (Variedad C*° n-dimensional).

Llamamos variedad C* n-dimensional a un conjunto M junto con un atlas maximal (que
contiene todas las cartas posibles). Esta definicion de variedad corresponde formalmente con el

hecho de parecerse localmente a R".

Una vez que tenemos introducido el marco geométrico de la teoria, el siguiente paso logico es de-
finir aquellos elementos que "viven" en dicho espacio, como son los vectores, los vectores duales,
y como forma general los tensores. Estos son los elementos que usamos para describir las situa-
ciones fisicas, y en concreto, para describir la relatividad general. Como notacién, utilizaremos
el convenio de suma de Einstein, bajo el cual eliminamos el simbolo de sumatorio, entendiendo

que la suma se realiza sobre todos los valores:

n
E ' = ¢t
i=1

El criterio se aplica para indices repetidos.
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2.1.1. Vectores, Vectores duales y Tensores

Con el objetivo de describir estos objetos matemaéticos, es necesario que introduzcamos el con-

cepto de funciéon f en una variedad M

f:M—R
peM — f(p) € R.

Una funcion se dice que es suave, o C™, si la aplicacion fo ¥~!: R? — R es C™ para todos
los sistemas coordenada (O, ¥). Denotamos por F al espacio de las funciones C*° que van de M
en R. Podemos notar que cada curva que pasa por un punto p € M define un operador en este
espacio, la derivada direccional, que mapea f — df /d\[,. Una nocién muy importante a tener
en cuenta es que el espacio tangente a p en M, T,,M, lo podemos identificar como el espacio de
los operadores de derivada direccional a lo largo de las curvas que pasan por p. Para demostrar
esta idea (Véase [1]) bastaria ver por un lado que el conjunto de derivadas direccionales forman
un espacio vectorial; y por otro lado, para ver que es equivalente a T, M, basta encontrar las
coordenadas del espacio. En este caso, dadas las coordenadas de M, x#, se tiene {9, } como base
de T, M, y se suelen denotar como €, = d,,. Estas coordenadas forman la base coordenada de
T, M,y se cample que dim[T),M] = n. Dada una base coordenada se cumple que V = V#9, = V#
y V(f) =V*#9,f. Un espacio T, M se puede definir en todo punto p € M, de forma que eligiendo

un vector V# para cada punto p obtenemos un campo vectorial en la variedad M.

De forma similar, si ya tenemos definido un campo vectorial en la variedad, un vector en un
punto puede ser visto como un operador de derivada direccional a lo largo de un camino que
pasa por dicho punto. Asi, resulta claro que todo espacio vectorial define un mapa de funciones

C® en funciones C*° en toda la variedad, tomando la derivada en cada punto

df dz* 0 0 daxt
o <cuaw)f;‘m—cuf’w
Por tanto, basta con definir un vector del espacio tangente como V = V#9,, donde V# = de“ es

la direcciéon tangente a la trayectoria dada. Otra forma de entender entonces el espacio tangente

es como el espacio que contiene todas las curvas en M pasando por p.

Una operacién de gran importancia en este contexto es el braket de Lie

Definiciéon 2.6 (Bracket de Lie). Se define como el conmutador de dos campos vectoriales

[UVI(f) = UPO,(VArf) = VPO,(U 0AS)
= [UP9,V* —VP,UNONf = [U, V] Orf.

El bracket de Lie cumple que es antisimétrico, verifica la identidad de Jacobi y es bilinear,

definiendo asi una algebra de Lie (no entramos en mas detalles sobre algebras de Lie)
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Como sabemos, dado un espacio vectorial, se puede definir su espacio dual (vectorial) como
el espacio de funciones lineales que van del espacio vectorial en R. Un espacio dual de gran
importancia es el dual al espacio tangente, también denominado como espacio cotangente,

Ty M, cuyos elementos denotamos como w = wy.

w: T,M —R
V — w(V).

Un ejemplo clésico es el gradiente de una funcion, df. Su accion sobre un vector d/d\ es exacta-

mente la derivada direccional de la funcion

d df

df | < | = —~.

! (dA) dA
El gradiente de las funciones coordenadas x* proporciona una base natural del espacio cotan-
gente, {é“}, demandando que oré, = 5t , donde 5 es el la delta de Kronecker. A esta base la
denominamos como base coordenada dual de T;M. De esta forma podemos expandir cual-

quier vector dual como w = w,0" = w,dz", de forma que la accion del dual sobre un vector del

espacio tangente viene dada como sigue

w(V) =w,V".

Debemos destacar que al trabajar con espacios vectoriales de dimensién finita, se cumple que la
dimensién de un espacio y su dual son iguales, y el espacio dual del espacio dual vuelve a ser el

*

espacio original ((7)* = Ty).

Como se puede observar, hasta hora hemos usado una notaciéon de subindices y superindices que
puede parecer un poco ambigua. Sin embargo todo cobra sentido una vez introducido el concepto

de tensor.

Definicién 2.7 (Tensor). Un tensor T' de tipo (k,l) es una forma multilineal que actia sobre k

copias de T} y [ copias de T}, y va en R.

T:T;® 0oL 9T, —R

-~ v~

k l

Usando la base coordenada {0, dz"}, podemos describir un tensor de tipo (k,l) mediante sus

componentes

T =TH ke V1-~-Vza#1 X & 8}% QAT @ - @ dx™t = TH "k vyt

Un hecho que caracteriza a los tensores es que sus propiedades no dependen de la eleccién de
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coordenadas, aunque las componentes 7"*"#*, ., dependen de la base coordenada elegida.

Podemos indagar un poco mas en como transforman las componentes de los tensores bajo un
cambio de coordenadas. Por un lado los vectores base se transforman de la siguiente manera:
ox'P , Oxt

dz'P = 7817” dz¥ 8)\ = 48.27/)‘ s

donde las coordenadas sin primas se transforman en las primas. De aqui se sigue inmediatamente

que un tensor se transforma como

dx'M oz"1

T/)\l )\k — .
OxH ox'Pt

oo (&) T e (D). (2.1)

Volviendo a la nota sobre los superindices y subindices, una vez introducida la definicién de
tensor podemos entender los vectores como tensores de tipo (1,0), y de ahi que las componentes
tengan superindice, mientras que los vectores duales corresponden con tensores del tipo (0,1), y
por eso sus componentes se denotan con subindices. Un caso también importante son los tensores

de tipo (0,0), que se corresponden con escalares.

Tensor de energia-momento

Un ejemplo de tensor es el tensor de energia-momento 7. Este es uno de los tensores més
importantes desde un punto de vista fisico, y crucial en el marco de la relatividad general,
pues tiene un papel primordial en las que denominamos como ecuaciones de campo de Einstein,
que veremos més adelante. Se trata de un tensor de tipo (2,0) simétrico! cuya definicién viene
dada por el significado de sus componentes. En un espacio-tiempo plano, la componente 7%
es la densidad de energia. Las componentes T%% son la densidad de momento lineal p’. Las
componentes T representan el flujo de energia a través de una superficie con 2! constante y por
ultimo, las componentes 7%/ se corresponden con el flujo de momento p’ a través de una superficie
con z* constante. Para un espacio-tiempo més general, con una métrica 9uv, la interpretacion se

hace como sigue bajo la forma 7),":

—p 0 0 0
, 0 P 0 0
T} = : (2.3)
0 0 P, 0
0 0 0 P

!De forma general, para cualquier par de indices, podemos descomponer un tensor en su parte simétrica y
antisimétrica tal que

1 1
Ty = 5T +Tow) ’ Ty = E(Tw —Top) (2.2)

2
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donde p es la densidad de energia y Py, Py, P, las presiones en las direcciones x,y, z respectiva-

mente. En coordenadas esféricas (2.3) se escribe como

—» 0 0 0
0 -P 0 0
0 0 P 0
0 0 0 P

2.1.2. Tensor métrico

La métrica es uno de los tensores méas importante que podemos asignar a una variedad, ya
que tiene un papel principal en la descripcién del espacio-tiempo. Acudiendo a una definicion

matematica?, la métrica es un tensor del tipo (0,2)
g — guydl"u ® dmy.

Es importante que notemos como la definicién de variedad no depende de una métrica, y como
distintas métricas se pueden asignar a una misma variedad. Unicamente cuando especificamos

una métrica en la variedad le asignamos su "forma", curvatura, etc.

Algunas de las propiedades del tensor métrico son:
= Simétrico
uv = Gup

» No degenerado (usualmente)
9= 19! #0

= Inversa

(gu) ' =g"  deforma que g,,g" = 5y

Denominamos como forma canonica de la métrica a una manera concreta de escribir el

tensor métrico, de forma que sea diagonal y sus elementos tengan los valores +1 y 0 tinicamente:
g = diag(—1,...,—-1,1...,1,0...,0).

Definimos como signatura de la métrica al nimero de -1 y 1 que posee la forma canénica.

Decimos que la métrica es degenerada si posee algin elemento que sea nulo. Los elementos

ZDestacar que no es estrictamente la definicion de métrica en el contexto de la topologia, ya que en ese caso se
exige que sea definida positiva (autovalores positivos), algo que no se cumple en el marco de la relatividad general
(véase métrica de Minkowski mismamente).
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de la métrica pueden depender de las coordenadas, aunque si es continua y no degenerada la
signatura es igual en todos los puntos. Cuando todos los elementos valen 1, decimos que tenemos
una métrica FEuclidea/Riemanniana, mientras que si un unico elemento es —1, hablamos de

métrica Lorentziana/pseudo-Riemanniana

Al tratarse de una aplicacion que actia sobre los vectores, la métrica nos permite definir el

producto escalar entre dos vectores

g: TpyxT,— R
(V7 W) — g(V7 W) = g,LwVMWV =V.-W.

Asf mismo, también nos permite definir la norma de un vector U" como
|UI?=U-U=g(UU) = g, U"V".

Existe una clasificacion de los vectores en funcién de su norma. Dado un vector V' € T,M,

decimos que es

» Tipo tiempo si ||[V]]? < 0
» Nulosi ||[V[[?2=0

= Tipo espacio si ||[V]]? > 0

Un vector cuya norma nos resulta ser de gran importancia es
ds = dat'e, = ||ds||* = ds* = g, datdz”,

ya que nos permite definir la distancia entre dos puntos (eventos) separados por dz*. A la norma
ds® = gudxtdx” la denominamos como elemento de linea en un espacio-tiempo general
M. El elemento de linea no se refiere a un diferencial, o el cuadrado de algiin elemento, sino que

es otra forma de llamar al tensor métrico, ya que g, VFW" = g(V,W) = ds*(V,W).

Continuando con las ventajas de la métrica, esta nos permite "subir" y "bajar" los indices de

cualquier tensor pues se verifica que

V1.V __ . vio1l | .. ,VI01 TP1---Pk
T,ul...,uk - ngpl gukpkg g T o1...07 °
~—_————

tensor (I, k) tensor (k, 1)

De esta forma tenemos una correspondencia entre los vectores y sus duales, de manera que

Vi=guV" y VHE = g'"V,.
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Meétrica de Minkowsi

Como veremos mas adelante, la forma del tensor métrico viene determinada por el problema que
se pretende resolver, relacionandose con los elementos del sistema mediante las ecuaciones de
campo de Einstein. Existe sin embargo un tensor métrico de gran importancia, la denominada

como meétrica de Minkowski, que posee su propia notacion 7,,,.

Definicion 2.8 (Métrica de Minkowski). Se define como

-1 0 0 0
0 1 00
Nuv = (25)
0 010
0 0 01

Podemos observar que se trata de una meétrica de signatura (1,3), y por tanto Lorentziana.
Asi mismo, la métrica viene representada directamente en su forma candnica. Esta métrica se
corresponde con la teorfa de la relatividad especial, donde trabajamos con un espacio-tiempo

plano.

Relatividad Especial

Utilizando los conocimientos introducidos hasta el momento, podemos hacer una pequena pausa
para aplicarlos definiendo el marco de la relatividad especial, de forma que la notacién introducida
también nos sirva para el resto de discusiones. Asi, en relatividad especial trabajamos con una
variedad (de hecho R*) en la que a cada punto lo denominamos como evento. Contrariamente
a la mecanica Newtoniana, en el marco de la relatividad general ninguna particula puede viajar
més rapido que la velocidad de la luz, ¢, independientemente del marco de referencia. Como
hemos comentado, la métrica que se utiliza en relatividad especial es la de Minkowski, 7,,,, de

forma que el elemento de linea se define como
ds? = ndatda”. (2.6)

Las funciones coordenadas las denotamos por

2V =ct
1
T =x
ot =
xzzy
3 _
| z° =2
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Aunque se suelen utilizar unidades naturales (¢ = 1). Ademas, si queremos referirnos tinicamente

a las coordenadas espaciales utilizaremos como superindice las letras del abecedario latino x°.

Definido el elemento de linea, podemos introducir el tiempo propio, dr como el tiempo que

pasa entre dos eventos para un observador que se mueve en linea recta entre los mismos:
dr? = —ds* = dxtdz” 2.7
7% = —ds” = —ndafde (2.7)

Este tiempo nos permite definir "velocidades" en el espacio tiempo. Sea X*(\) la trayectoria de

una particula, U¥ = dz#/d7 es el vector tangente a la curva, de forma que su norma es
|U*||? = 0, UPUY = ds?/dr? = —1. (2.8)

Observamos que es siempre constante e igual a —1.

En relatividad especial existen transformaciones especiales, denominadas como transformacio-

nes de Lorentz, caracterizadas por dejar invariante la métrica:
A € SO(1,3), (2.9)

de forma que

AtanA = Nuv- (210)

Otra forma de caracterizar las transformaciones de Lorentz es decir que son las transformaciones
mas generales que dejan invariante el elemento de linea ds?. Algunas transformaciones de Lorentz

son las rotaciones, las traslaciones y los "boosts".

2.1.3. Sistema de referencia inerciales.

Es momento de que volvamos a hacer referencia a que una variedad es un espacio que localmente
se parece a R™. Como hemos visto, las propiedades geométricas de la variedad vienen deter-
minadas por el tensor métrico. Puesto que g,, es simétrico, siempre lo podemos diagonalizar
(localmente, en cada punto) para obtener su forma canénica 1,,,, que corresponde con la métrica
de una geometria plana. De hecho, podemos ser un poco mas ambiciosos, pues se verifica la

siguiente propiedad.

Teorema 2.1. Dada una variedad M, se cumple que ¥p € M, Jx? sistema coordenada en el

cual g, toma su forma canonica My, Y OpGu = 0:

guu(p) =MNw 809W(p) =0 0p0s g # 0 (2.11)

La idea de la demostracion se puede encontrar en las pdginas 74-75 de [1].
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A las coordenadas z# las llamamos coordenadas localmente inerciales, y los vectores base
asociados son el sistema de referencia localmente inercial. El teorema anterior es real-
mente importante, pues nos dice que localmente la métrica g,, difiere de una geometria plana
con orden cuadrético, y por tanto localmente es similar a R™. En el contexto de la relatividad
general, podemos decir que el espacio tiempo es localmente plano en todo punto, no importa
cual sea la geometria global (agujeros negros, de gusano, etc). Es importante dejar claro que la
transformacién de coordenadas que dejan la métrica en su forma canoénica es tinicamente local,
no global, pues si no estariamos diciendo que la geometria depende de las coordenadas utilizadas,
y no puede ser asi. De hecho, esta transformacién normalmente solo puede realizarse punto a
punto, ni siquiera en un entorno. Podriamos construir conjuntos de vectores base donde en todo
punto de la variedad la métrica sea 7,,, el problema es que en general no habra un sistema

coordenada del que poder derivar esta base.

La idea de la existencia de sistemas localmente inerciales también tiene una analogia fisica, el
principio de equivalencia. Este principio (propuesto por Einstein) establece que en pequenas
regiones del espacio tiempo las leyes fisicas se reducen a aquellas de la relatividad especial; es
imposible detectar la existencia de gravedad mediante experimentos locales. Una versién débil

del principio es que no podemos distinguir la masa inercial de la masa gravitacional de un objeto.

Las coordenadas localmente inerciales son realmente ttiles. De hecho, generalmente no necesi-
tamos construir las coordenadas, simplemente saber que existen. Contemplemos su utilidad con

un ejemplo.

Ejemplo 2.1. Supongamos un observador con cuadri-velocidad U* y un cohete con V#. jQué
velocidad real observa?. Si trabajamos con coordenadas inerciales globales, nos encontramos de
forma local en el marco de la relatividad especial, donde que el observador se encuentra en
reposo — U = (1,0,0,0), y el cohete se mueve respecto al observador en una tnica direccién
— V = (v,v7,00) donde v = —n, U*VY = U,V es el factor de Lorentz por trabajar en

espacio-tiempo plano. Asi, la velocidad real medida (en espacio-tiempo plano) resulta ser

v = ,/1—712: J1— (U, V)2, (2.12)

Al volver a la geometria curva, donde la métrica deja de ser plana, podemos usar coordenadas
inerciales en el punto de medida, que sabemos que existen, en las que g, = 7., de forma que
(2.12) se sigue verificando para un espacio-tiempo curvo. Es maés, al tratarse de una ecuacion
puramente tensorial, que no depende de las coordenadas, es totalmente general. Esta forma de

proceder resulta ser increiblemente ttil.
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2.1.4. Densidades tensoriales

En la teoria de la relatividad especial hemos dicho que hay tensores, como 7,,,, que son invariantes
respecto a transformaciones de Lorentz. Sin embargo, en el marco de la relatividad general,
sabemos que bajo una transformacién de coordenadas, las componentes de la métrica pueden

cambiar
, oxP 0z°

G = ox't ax/ugPU' (2-13)

Esto se traduce en la existencia de densidades tensoriales, objetos parecidos a los tensores
/

que transforman con alguna potencia de

ox
Ox | 0z'F Ox°
g = T, (2.14)
ox'| OxP dx'v
con w el 'peso’. Por ejemplo, para el determinante de la métrica,
ox'|?
/
= | == =92 2.15
g1=|52] gl w (215)
Para el simbolo de Lévi-Civita se cumple que
ox'
INepT AepT _
€ =|=—¢€ w=1. 2.16
o (2.16)
A partir de las densidades tensoriales, podemos construir tensores multiplicando por | g|w/ 2. Por
a /
ejemplo, como dia’ = 8—x d*z (teorema fundamental del calculo), construimos el tensor de
x

volumen como

Vlgld'z, (2.17)

el cual cumple ser invariante bajo cambios de coordenadas (r/|¢'|d*z" = \/|g|d*z).

2.2. Curvatura

La nocién de curvatura es facil de visualizar en una figura, sin embargo, ;qué es realmente lo
) ) ()

que define la curvatura de una variedad?. Vamos a formalizar el concepto de curvatura. Como

hemos dicho en 2.1.2, la métrica le asigna la "forma" a una variedad, i.e, la curvatura. Veamos

Como €s €S0.

Todas las formas en las que se manifiesta la curvatura se basan en la conexidn, la cual relaciona
vectores de espacios tangentes de puntos cercanos. A partir de una métrica g,,, podemos definir

una conexién unica conocida como conexion de Christoffel. Esta viene encapsulada en los
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stmbolos de Christoffel

1
Fz\y - 59)\0(6/19110 + al/gau - 8oguy)- (218)

Se trata de una conexion libre de torsion®

simétrica en los indices bajos (Fﬁy = I‘,))H). Los simbolos
de Christoffel se denominan simbolos pues no son tensores (no transforman como tal). Vemos por
tanto que en efecto la curvatura se relaciona de algiin modo con la métrica, aunque no hayamos

explicado del todo como se manifiesta la curvatura.

2.2.1. Derivadas covariantes

Una de las diferencias entre una variedad plana y una curva es que en la dltima la derivada
parcial no genera tensores al actuar. Como nos interesa una teoria tensorial (para que se cumpla
el principio de covarianza), es necesario introducir un nuevo concepto de derivada, que se reduzca
a la derivada parcial en un espacio-tiempo plano. Esta derivada es la derivada covariante, V.
Como hablamos de variedades curvas, tiene sentido pensar que dependera de la conexion, y por
tanto de los simbolos de Christoffel. Como en el espacio-tiempo plano la derivada 9,, es un mapa
de tensores (k,l) en tensores (k,l + 1), pero que depende de las coordenadas, buscamos que la
nueva derivada sea el mismo tipo de mapa pero sin depender de las coordenadas. Asi, le exigimos

que sea lineal y que cumpla la regla de Leibniz.

Definicién 2.9 (Derivada covariante). Se define como la derivada parcial mas la correccion

especificada por n matrices (I',)5 (n siendo la dimension de la variedad),

v, VY =9,VV +T",V*, 2.19
H H HA

de forma que verifique

s Linealidad
V(T +S)=V(T)+V(S)

= Regla de Leibniz:
VT ®S)=VTS+T®VSs

s Conmutacién con contracciones

vM(TA/\p) = (VT)M A)\p(@ vﬂéﬁ = 0)

3En general, una conexiéon F,);U puede tener una parte simétrica que depende de la métrica, como la definida en
(2.18), y una parte antisimétrica que se indentifica con la torsion. En la gran mayoria de los trabajos de relatividad
general, y en este trabajo concreto, se trabaja con una conexién libre de torsion.
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» Reduccién a 0, para escalares

Vup = 0,¢.
De esta forma V,, es un tensor (0,1).

Para los vectores duales, podemos pensar en una expresion similar a (2.19), como V,w, =
Opwy, + f‘ﬁyw \ a, donde I' no ha de estar relacionada con I' en principio. Sin embargo, debido a
las propiedades exigidas al operador, es facil demostrar que f;\w = —F,))H(: —Fﬁy), de forma que

para los vectores duales se cumple

V,uw, = 0w, — Fi‘ww,\. (2.20)

De forma general, para tensores de tipo (k,[) tenemos que

1o g — 1 g H1 pAp2... . TN
VO'T 1V T 80'T V1Y + Fo—)\T V... + r

ov1

TS — (2.21)

v 9

Una propiedad importante de la conexiéon es que mientras que no es un tensor como tal, la
diferencia de dos conexiones si que es un tensor. En efecto, supongamos que tenemos definidas

dos derivadas covariantes V, y @M, con simbolos asociados Ff;,j y fﬁw Entonces la diferencia
A XA
St =T —Tu (2.22)

es un tensor de tipo (1,2). En efecto, dado un campo vectorial arbitrario VA, como VMV)‘ y

@#VA son tensores, la diferencia lo también lo ha de ser:

A~

A A A v
V. VA=V, VA =80 v

Cualquier conexién se puede expresar como la suma de otra conexién con una correccién tensorial.

Compatibilidad meétrica.

Definicién 2.10. Dada una variedad en la que tenemos definida una métrica g, decimos que

la derivada covariante V,, es compatible con la métrica si se cumple

Voguw = 0.

Como consecuencia, la compatibilidad con la métrica nos permite conmutar con V,;:
9ua VoV =V, (g V) = V,(V), (2.23)

de forma que subir (bajar) indices conmuta con tomar derivadas covariantes.



20 Marco Teérico

En la ecuacion (2.18) tenemos escritos los simbolos de Cristoffel en funcion de la métrica. Veamos
como derivar esta expresion a partir del postulado de compatibilidad métrica y de una conexién
libre de torsién, como exigimos en el marco de la relatividad general que utilizamos. Escribiendo

el postulado de la métrica de tres formas:

i) Vagu = g — Ff\ugpv - Ff{ugup =0,
“) vugy)\ = augu)\ - FZVgp)\ - FZ)\gup =0,
iii) vug)\,u = ayg)\,u - Pg)\gpu - Fgug)\p =0,

basta calcular i) — ii) — #ii) y aplicar la libre torsion de la conexién para obtener

a)\g;w - augu)\ - an)\,u = _2Ffwgp>\- (2'24)

Multiplicando la ecuaciéon anterior por ¢*° obtenemos

ga)‘[é?Agm, — Ougur — Ovgy,) = —QFZV, (2.25)

de donde obtenemos (2.18)

1
Fﬁu = igka(a,ugl/o + &lgcru - aog;w)-

Vemos por tanto que la conexién de Cristoffel viene determinada de forma tnica tras exigir la libre
torsion y el postulado de compatibilidad métrica. Se verifica que I‘;}V = I‘;\W(g). Es importante

notar que debido a las simetrias se tienen n(n + 1)/2 x n componentes independientes.

Podemos observar como en un sistema de coordenadas localmente inerciales, donde las primeras
derivadas de la métrica se anulan, los simbolos de Christoffel son nulos. Una conexién idénti-
camente nula se corresponde con lo que denominamos como geometria plana. Es importante
destacar que aunque los simbolos se anulen para un espacio-tiempo plano en coordenadas carte-
sianas, esto no ocurre por ejemplo en coordenadas polares (no ha de extranar esta dependencia

con las coordenadas pues no son tensores).

2.2.2. Transporte paralelo

Una derivada no deja de ser una forma de medir la tasa de cambio de algo. En el caso de la deri-
vada covariante, jrespecto a que medimos el cambio?. Para responder a esta pregunta, definimos
el transporte paralelo. En una variedad plana, el transporte paralelo de un vector es analogo a
mantener las componentes cartesianas del vector constante a lo largo de la trayectoria en la que
se transporta el vector. En un espacio-tiempo curvo, es el anélogo a mantener un vector constante

a lo largo de la trayectoria, y por tanto depende del camino tomado. En la figura 2.1 tenemos
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Figura 2.1: Transporte
paralelo de un vector en
una esfera. En variedades
curvas, el resultado final
de un vector transporta-
do paralelamente puede
depender de la trayecto-
ria seguida. Modificado
de [1].

representado el transporte paralelo de un vector en una esfera. Asi, decimos que la derivada
covariante mide la velocidad con la que cambia un tensor en comparaciéon con que hubiese sido
transportado paralelamente. Desarrollando las matematicas detrés de esta idea, supongamos que
tenemos una curva parametrizada por A, z#(\), y un tensor 7%*"#* , ., . Pedimos entonces que
1 B
T vy S€2 constante
i

D D (2.20

dA v d\ Oxt v ’ '
Sin embargo, como nos interesa que las ecuaciones sean tensoriales, reemplazamos la derivada

parcial por una covariante, y definimos la derivada covariante direccional como

D dxH

—=—_—V,. 2.2
dx A H (2.27)

Notar que se trata de un mapa definido inicamente a lo largo de la trayectoria, que va de tensores
(k,1) en tensores (k,l). Con la ayuda de este concepto, definimos el transporte paralelo de un
tensor T a lo largo de la trayectoria z#(\) requiriendo que la derivada covariante direccional

se anule a lo largo del camino:

D H1---Poi daxH
(d)\T> — HV;U«T'L“ Pk vy — 0 (228)
V1.

Esta es una ecuacion tensorial bien definida, pues tanto el vector tangente (dz*/d\) como la

derivada covariante son tensores, y la denotamos como ecuacion del transporte paralelo.

El transporte paralelo es un concepto que depende intrinsecamente de la conexion, de forma que
distintas conexiones pueden dar distintos resultados. Si la conexién es compatible con la métrica,

esta siempre es transportada paralelamente respecto de la conexion:

D dx?
aguy == ﬁvggwj =0. (229)

Otra propiedad importante del transporte paralelo, que deriva de la compatibilidad métrica, es

que si dos vectores VH, W, son transportados paralelamente, el escalar formado del producto
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vectorial de ambos, g, V#W?", también es transportado paralelamente. Esto implica que conserva

la norma de los vectores.

Geodésicas

De forma intuitiva, siempre se ha dicho que las geodésicas de un espacio curvo es el anédlogo a
las rectas de un espacio plano, la distancia més corta entre dos puntos. Desde un punto de vista
fisico, las geodésicas se pueden definir a partir de un principio minimo de accién, como aquellas
trayectorias que minimizan la accién para una particula-prueba®. Este camino de minimizar la
accion nos llevaria a la ecuaciéon de las geodésicas en una variedad. Sin embargo, podemos definir

las geodésicas de otra manera utilizando el concepto de transporte paralelo.

Definiciéon 2.11 (Geodésicas). Dada una variedad M, las geodésicas de M son aquellas trayec-

torias que transportan paralelamente su vector tangente:
D dzt
dh dA
Expandiendo la expresion anterior, llegamos a la ecuacion de las geodésicas:

A2zt 4 dxPdz®
d)\2 d\2

Tk =0. (2.30)

Es facil notar que cuando la conexién es la de un espacio Euclideo, como para los espacios-tiempos

planos, recuperamos la ecuacién de la recta.

Las geodésicas resultan ser muy tutiles en relatividad general, principalmente porque resultan ser

los caminos seguidos por particulas de prueba no aceleradas.

En la derivacién de la ecuaciéon geodésica hemos pasado por alto un hecho bastante importante,
y es que para que el vector tangente de una trayectoria sea transportado de forma paralela a lo
largo de la misma, el parametro ha de ser el tiempo propio, 7, o un pardmetro afin, A\ = at +0b,
con a y b constantes. Denotando por &# = dx*/d)\, la ecuacion geodésica se puede representar
como

#H'V,27 = 0. (2.31)

2.2.3. Tensor de curvatura de Riemann

La curvatura viene cuantificada por el tensor de Riemann, el cual deriva de la conexién. En un
espacio-tiempo curvo, al contrario que en uno plano, las derivadas covariantes no tienen por qué

conmutar. Algo que hemos visto por ejemplo en la figura 2.1, donde el transporte paralelo de un

4Las particulas de prueba (test-particles) son particulas que no influyen por si mismas en la geometria por la
que se mueven.
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vector en la esfera nos lleva a resultados distintos segtin el camino. El tensor de Riemann va a
computar de alguna manera como de grande es la diferencia. Asi, calculemos el conmutador de

las derivadas covariantes utilizando una meétrica libre de torsion:

Vi, V VP = V,(V,VP) =V, (V,V?)
= V@, VP +T0,V) =V, (9,V° + T, V).

Desarrollando la ecuacién anterior, teniendo en cuenta que las derivadas parciales conmutan y

la simetria en los indices bajos de los simbolos de Cristoffel, llegamos a la siguiente expresion:

Vo VIV = [0,10, = 0,10, + T, T, —TL Tp VA = R, AV (2.32)

A RWP ) 1o conocemos como el tensor de Riemann. Es en efecto un tensor, con lo que bajo

transformaciones generales de coordenadas viene transformado como

R or 0x° O0x¢ 0z’ Oz
w A gyt Qv 9z xA T 0C T

(2.33)

Es importante que notemos que el tensor de Riemann se construye a partir de la métrica g,

junto con sus primeras y segundas derivadas.

El tensor de Riemann nos permite distinguir cuando un espacio-tiempo es curvo o plano. Esto es
asi pues para variedades Lorentzianas o pesudo-Riemannianas se cumple que, para coordenadas

generalizadas centradas en un punto p (véase [1| para una derivacion formal),

1 (64
9(w) = Mo = 5 Ryasa®a” + O(Jaf'). (234

Por tanto, cuando las componentes del tensor de Riemann se anulan en un punto, la métrica
es similar a la métrica de Minkowski, i.e, a la métrica de una variedad plana. En coordenadas
cartesianas es evidente ver que la métrica de Minkowski posee un tensor de Riemann nulo pues los
simbolos de Christoffel son cero. Sin embargo, si escribimos la métrica en coordenadas esféricas,
&% deja de ser trivial que estemos tratando con una geometria plana, pues la métrica depende

de las coordenadas:

G = , conxt = (t,r0,p).

r<sin 6
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Habria que ver si existe una transformacién que relacione 7, con g,,

ab _ Kigb 7%

- OxH Qxv”
Sin embargo, el uso del tensor métrico nos permite resolver esta cuestion sin necesidad de encon-
trar la transformacion de coordenadas, estableciendo que si existe un sistema de coordenadas en
el que las componentes de la métrica son constantes, el tensor de Riemann se anula. Esto también
funciona en la otra direccién, pues si el tensor de Riemann se anula, siempre podremos construir
un sistema coordenada en el que las componentes de la métrica sean constantes. Sin profundizar
en la demostracion de este hecho, la primera parte es facil de visualizar, ya que si existen unas
coordenadas en las que 0,9, = 0, los simbolos de Cristoffel se anulan por construccién, con lo
que R " P \ = 0. Como trabajamos con tensores, si se caumple en un sistema coordenada particular,

se cumple en todos. Observamos de nuevo la ventaja de trabajar con ecuaciones tensoriales.

Como podemos observar, el tensor de Riemann es un tensor de tipo (1,3), y se puede escribir como

un tensor (0,4) con la ayuda de la métrica, Rypp0 = gp,\R(w)‘,,. Posee ademas varias propiedades
importantes:
= Antisimétrico en los dos primeros indices
Roppr = —Ruopv, (2.35)
= Antisimétrico en sus dos tultimos indices
Roppr = —Ropp, (2.36)

Invariante al intercambiar el primer par de indices por el segundo par

Ropor = Rpvops (2.37)

La suma de permutaciones ciclica de los tres tultimos indices se anula

Rowpl/ + Rauup + Rapl/,u =0. (238)

Estas propiedades son faciles de demostrar en un sistema de referencia localmente inercial, donde
las primeras derivadas de la métrica se anulan, de forma que el tensor de Riemann en este sistema

adopta la siguiente expresion:

1
Roopy = 5(8M8(,gpy — 0,0,9v0 — 0u059pp + 000940 )- (2.39)

Utilizando entonces que son ecuaciones tensoriales, se demuestra que las propiedades se verifican
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en cualquier sistema de referencia.

n2(n?-1)
12

independientes. Para n = 4, son 20 componentes independientes, que se corresponden con los

Con estas simetrias, se puede demostrar que el tensor de Riemann posee componentes

20 grados de libertad en las segundas derivadas de la métrica que no se pueden igualar a 0 al

construir los sistemas de referencia localmente inerciales (véase [1]).

A partir del tensor de Riemann podemos definir otra serie de tensores también interesantes que

sirven para caracterizar la curvatura. El primero de ellos es el tensor de Ricct,
_p A
R, =R, ,. (2.40)
Notar que el tensor de Ricci se define como una contraccion entre el primer y el tercer indice®

del tensor de Riemann. Debido a (2.37), el tensor de Ricci es simétrico.

Si hacemos la contraccion del tensor de Ricci, obtenemos el escalar de Ricci/ de curvatura,
R = R"u =g""Ryu. (2.41)

El tensor de Ricci y el escalar de curvatura contienen toda la informacién sobre las trazas del
tensor de Riemann. Las partes libres de traza estdn encapsuladas en el tensor de Weyl, que es
basicamente el tensor de Riemann eliminando todas sus contracciones,

2 2

Coopw = Rpopw — ni(gp[uRv}o — GoluBu)p) + (

D) mgp[‘ugy}oR. (242)

n—1

Es una férmula complicada pero con ella conseguimos anular todas sus contracciones, a la vez que
mantenemos las simetrias del tensor de Riemann. Una de las propiedades mas importantes del

tensor de Weyl es que es invariante bajo transformaciones conformes (que preservan los angulos).

En adicién a las identidades algebraicas, los tensores de Riemann, Ricci y el escalar de curvatura

cumplen una serie de ecuaciones diferenciales, que se conocen como identidades de Bianchz,
A
V[HRVP} o - O (243)

De nuevo, esta identidad se puede demostrar para un sistema de referencia localmente inercial y

aludir a la covarianza de las identidades tensoriales.

Si calculamos la traza de (2.43) respecto de (v, A) obtenemos

VuRoo — VR + VAR, , = 0.

5Al trabajar con la conexién de Christoffel, esta es la tnica contraccion independiente. El resto se anulan o se
relacionan con la contracciéon. Esto no ha de ocurrir para una conexién arbitraria.
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Haciendo lo mismo sobre (p, o) llegamos a

1
ViR-V,Rf+V) R, =V,R-2V,R}=-2V, (le ~ 255R> = 0.
——

A
_RPMP ——R A

o

De forma que si subimos el indice p, obtenemos
14 1 v
V. | R — §g“ R)=0. (2.44)
Debido a su importancia, redefinimos la expresion entre el paréntesis como

1
RM — 2 g™ R =G (2.45)

Al tensor G*¥ lo denominamos como tensor de Einstein, y es el tensor que aparece en las
ecuaciones de campo de Einstein que veremos mas adelante. A partir de (2.44) podemos ver que

el tensor de Einstein se conserva gracias a las simetrias:
V,.G" = 0. (2.46)

Una forma equivalente de escribir la expresiéon anterior es V*G,, = 0.

2.2.4. Simetrias y vectores de Killing

Como sabemos, en los estudios de sistemas fisicos resulta realmente importante conocer las
simetrias del sistema. De hecho, por el teorema de Noether (véase [3]), sabemos que las simetrias
se corresponden con corrientes conservadas. Indaguemos un poco mas sobre las simetrias en las

variedades.

Definiciéon 2.12 (Simetria en una variedad). Decimos que una variedad M posee una simetria

si su geometria es invariante bajo transformaciones que mapean M en M.

Las simetrias de la métrica se denominan zsometrias. Para el espacio de Minkowski por ejemplo,
conocemos varias simetrias como las traslaciones o las transformaciones de Lorentz. Que la métri-
ca de Minkowsi es ivariante bajo traslaciones es una consecuencia logica de que sus componentes
Nuwe sean independientes de las coordenadas. De hecho se cumple que siempre que la métrica
sea independiente de una direccion dada (0sg,, = 0 para todo pu,v) tenemos una simetria bajo

traslaciones en la direcciéon x¢

059y = 0 = 2° — 2% + a° es una simetria. (2.47)

Isometrias de la forma de (2.47) tienen una consecuencia inmediata en el movimiento de particulas
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prueba a lo largo de una geodésica. Recordando la ecuacion de las geodésicas (2.31), podemos

tomar como vector p* el cuadri-momento para obtener asi la identidad
PVapk = 0. (2.48)

Por la compatibilidad métrica, podemos bajar el indice p y expandir la derivada covariante para

obtener
P OApu — T,0 pe = 0. (2.49)

El primer término nos indica como varfan las componentes del momento a lo largo del camino,

dz? dp,

Aoy = m——0\p, = m—t 2.50
POpu = m-—Ohpu = m (2.50)

mientras que operando el segundo término, usando que p#p” = p”p*, obtenemos

1, 1 v
Sul"Po = 597 (Orguw + Ougur — Dugri)pPo = 5 (Dugur)p*p”. (2.51)
Juntando ambas expresiones, la ecuaciéon de la geodésica se puede expresar como

dp, 1 A\
ZE_ (9,0, v, 2.52
me 2(%9 AP (2.52)

Por tanto, si todos los coeficientes de la métrica son independientes de una coordenada z7, la

componente del momento ps se conserva:

dps

=0. 2.53
dr ( )

6&9,”, =0=

Es importante notar que aunque la independencia de la métrica de alguna coordenada implique
la existencia de isometrias, el contrario no es siempre cierto. Las transformaciones de Lorentz por
ejemplo producen simetrias pero no se relacionan con independencia de la métrica respecto de
alguna coordenada. Podria ocurrir que estamos con un cambio de coordenadas suficientemente
complejo en el que ni siquiera las simetrias traslacionales sean obvias. Este cambio de coordenadas

cambiaria las componentes de la métrica, pero no la geometria subyacente.

Supongamos que z° es la coordenada de la que 9w s independiente. Consideremos el vector Js,

que denotamos como K, y en notacién de componentes es
KF = (95! = 0%. (2.54)

Decimos entonces que el vector K* genera una isometria; i.e. la transformacion bajo la cual

la geometria es invariante viene expresada como un movimiento infinitesimal a lo largo de la
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direccién de K*. En términos de este vector, la cantidad ps es
ps = K'p, = K, p". (2.55)

La conservacion de esta cantidad (escalar) es equivalente a decir que su derivada direccional a lo

largo de la geodésica se anule:

dps
dr

=0 p'V(Kp") = p' K,V up” + p'p"V (K, = p'p"V (K, =0, (2.56)

donde hemos invocado la ecuacion de la geodésica (2.48) y la simetria del producto p#p”. Con-
cluimos asi que cualquier vector K, que cumpla V(, K,y = 0 implica que K,p” se conserva a lo
largo de una geodésica:

VK, =0=p"V,(K,p") = 0. (2.57)

La ecuacion de la izquierda es de gran importancia, la denominamos como ecuacion de Killing,
y los campos vectoriales que la satisfacen son los vectores de Killing. Un vector de Killing en
una variedad esté relacionado con simetrias continuas en la métrica, a partir de la derivada de
Lie a lo largo de la direccién del vector. No vamos a indagar sobre las matemaéticas bajo esta
correspondencia (véase apéndice B de [1] para ello), pero es importante destacar que todo vector
de Killing implica la existencia de cantidades conservadas asociadas al movimiento a lo largo de
una geodésica. Fisicamente, al ser por definicién la métrica constante a lo largo de un vector de
Killing, una particula libre no sentiria ninguna aceleracién en dicha direccién, de forma que la

componente de su momento en esa direccidén se mantendria constante.

De manera analoga a como hemos maniobrado, podemos definir la existencia de tensores de
Killing: tensores simétricos K, ,, que satisfacen la ecuacion de Killing generalizada a todos sus
indices. A pesar de no tener una relacién obvia con las simetrias del espacio tiempo, los tensores

de Killing resultan tutiles para el estudio de distintos sistemas fisicos.

Se puede demostrar que para un espacio de dimensiéon n, la cantidad méaxima de vectores de
Killing independientes es %n(n—l—l). Los espacios que poseen este niimero de Killings se denominan
espacios maximalmente simétricos. La caracteristica de estos espacios es que su curvatura es
igual en todos los lados (simetria traslacional) y en todas las direcciones (simetrias rotacionales),

de forma que su escalar de curvatura debe ser igual en todos los puntos.

2.2.5. Desviaciéon geodésica

El tensor de Riemann aparece como consecuencia de la curvatura en el fené6meno de la desviacion
geodésica. Uno de los postulados que definen la geometria euclidea (plana) es que las trayectorias
inicialmente paralelas permanecen paralelas para siempre. Este es un hecho que no siempre

se verifica en una geometria curva, como resulta evidente por ejemplo en la esfera. Buscamos
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cuantificar este comportamiento.

Como el concepto de "paralelo" no esta del todo definido en una geometria curva, nuestro punto
de partida es considerar trayectorias que sean paralelas en un punto, y ver como evolucionan.
Con este fin, consideramos un conjunto de geodésicas parametrizadas por un nico pardmetro
afin v,(t). El conjunto de estas curvas define una variedad bidimensional suave (embebida en
una variedad M de dimensién arbitraria). Como coordenadas de esta variedad, podemos escoger
s y t, siempre que hayamos escogido un conjunto de geodésicas que no se crucen. El conjunto
de puntos de esta superficie es z#(s,t) € M. Tenemos dos campos vectoriales definidos en la

superficie: el vector tangente a las geodésicas

m
T = 8;;, (2.58)
y el vector de desviacién
u Ozt
St = e (2.59)

Este nombre surge de la idea de que S* va de una geodésica a sus vecinas.

T
t
Vs ( t)
SH
- s !

Figura 2.2: Un conjunto de geodésicas ~,(t), junto con su vector tangente T#. El vector S* mide
la desviacion entre las geodésicas.

El concepto de que S* apunta desde una geodésica a otra nos lleva a definir la velocidad

relativa entre geodésicas como

VI = (VpS)F = TPV ,S", (2.60)
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y consecuentemente la aceleracién relativa entre geodésicas

AP = (VpV)E = TPV, V<. (2.61)

Desarrollando la aceleraciéon relativa, usando que 71" y S conmutan por ser vectores de la base, y

apelando a la ecuacion de las geodésicas (2.31), obtenemos que
_ w A
At = R, \IPSYT. (2.62)
Hemos derivado entonces la ecuacion de la desviacion geodésica

D?
_ _ Iz A
AF = TP SH = R, \SYTPT, (2.63)
Esta ecuacién expresa algo que ya esperabamos: la aceleracién relativa entre dos geodésicas

vecinas es proporcional a la curvatura.

Fisicamente, la aceleracién de las geodésicas vecinas es interpretada como una manifestaciéon de
las fuerzas gravitacionales de marea. Esta ecuacion y efecto de marea cobran importancia a la
hora de estudiar la evolucién de objetos fisicos no puntuales que se mueven a lo largo de una
geometria curva, como notaremos al estudiar los agujeros de gusano, y el paso de un objeto a

través de la garganta del mismo.

2.3. Gravitacion

El efecto de la gravedad es una manifestacion de las denominadas como ecuaciones de campo
de Einstein. Estas relacionan la gravedad (representada por la curvatura a partir de la métri-
ca) con la distribucién de masa existente en el espacio (representada por el tensor de energia
momento). Mediante un razonamiento heuristico, tiene sentido buscar una ecuacion similar a
la ecuacién de Poisson V2¢ = 47Gp, que relaciona el potencial con una distribucién de masa.
Como buscamos ecuaciones tensoriales, tiene sentido sustituir el lado derecho con el tensor de
energia momento. Ademdas podemos poner algo de la forma [V2g] uwv en el lado izquierdo, como
representacion del potencial (véase [1| para entender el potencial newtoniano como una pertur-
bacion pequena de la métrica de Minkowsi). Un buen tensor de estas caracteristicas puede ser el

tensor de Einstein, de forma que tiene sentido proponer unas ecuaciones como
G = KT, (2.64)

La constante k se puede obtener a partir del limite Newtoniano, demostrandose que

_ 8nG

k? = i (2.65)
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donde G es la constante gravitatoria. En lo que sigue de trabajo tomaremos ¢ = 1.

En efecto esta es la forma de las ecuaciones de campo de Einstein, y podemos llegar a ellas
mediante un razonamiento matematico formal a partir de un principio variacional de la accién.
Para ello, es necesario introducir el concepto de teoria de campos, pues sin haberlo mencionado
aun, la teorfa de la relatividad general es una teoria de campos clasica. Por ello a continuacién
se explican las bases de la teoria de campos clésica y el desarrollo para llegar a las ecuaciones de

Einstein.

2.4. Gravitacion acoplada a materia y radiacion

Como hemos mencionado anteriormente, la teoria de Einstein de la relatividad general es una
teoria clésica de campos. Antes de llegar a las ecuaciones de campo de Einstein, es importante
hacer un inciso sobre lo que significa ser una teorfa de campos, y como podemos maniobrar con

ella para obtener las ecuaciones de movimiento de nuestros sistemas.

En cierta manera, es una extension de la mecanica clasica de sistemas fisicos con un ntmero
finito de grados de libertad, como por ejemplo N particulas interactuando. Es una extension
porque pasamos de un ntmero finito de grados de libertad a un ntmero infinito, donde pasas
de tener una funcién para cada particula, ¢;(t), a tener una funcion general definida en todo el
espacio, denominada como campo ¢(Z,t). Debemos notar que esta funcion también varia en el

espacio, al contrario que ¢;(t). De esta forma, la accién que define un sistema de N particulas

Sas] :/of(qz'7di,t)dt (2.66)

pasa a convertirse en la accién de un campo de la siguiente forma:

Sl¢) = / A2l (6,016, V), (2.67)

donde L se denomina densidad lagrangiana, aunque se suele denotar indistintamente como
Lagrangiano. Si tenemos en cuenta que estamos trabajando en un espacio-tiempo relativista,

con una métrica cualquiera g,,,, la acciéon pasa a escribirse como

S[8) = / A/~ [g1L (6, D). (2.68)

La accion es un funcional (funcién que toma otras funciones como argumento) y es una cantidad
escalar. A partir del principio de minima accién, podemos obtener las ecuaciones de movimiento

del campo: Las ecuaciones de Euler-Lagrange

5S oL oL
d5[¢] = %&é =055 - A <3(3;w¢)> = 0. (2.69)
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2.4.1. Ecuaciones de campo de Einstein a partir del principio de Minima

accion

Vamos a derivar las ecuaciones de campo de Einstein (2.64) a partir de un principio variacional de
la accién. Una caracteristica de la teoria de la relatividad general es que la propia métrica es un
campo (tensorial en este caso), de forma que la accion puede ser transformada bajo variaciones del
tensor métrico. Vamos a usar este hecho para obtener sus ecuaciones de movimiento, y veremos
como son exactamente las ecuaciones de Einstein obtenidas anteriormente de forma heuristica.

Para ello, partimos de la denominada como accién de Hilbert-Einstein:

Sglgl = 2]12/d4x\/—|g!R, (2.70)

donde k es la misma constante introducida anteriormente (87G) y R es el tensor de Ricci. De

esta forma, aplicando el principio variacional

5
55, = (sgigfgﬂ” — 0, (2.71)

procedemos a variar la accién respecto a la métrica. Teniendo en cuenta la expresion del tensor

de Ricci obtenemos que

1 v
0S5, = 52 d4:c5[ —|glg" RW}

= i [ @t [ (V) B+ VI () B+ Tl O]

Calculemos entonces las tres variaciones por separado:

() («/—]g]): Aplicando la identidad §|M| = |[M|Tr(M~15M), obtenemos que

1 17
QW(SQ;W =5 _‘g‘gu 59,11/- (2.72)

1
2/—lg| 2

o(v/—=lgl) =

= 0(g"): Como queremos expresarlo como una variacién de g,,,, aplicamos que

g,uygV)\ — 5/)2 - 59;“/9”)\ _ _gw/(sgu)\
= 069" = —g""gM g,

de forma que
3(g") = —g"g" 3. (2.73)

» 6RR,,: Para computar la variacion del tensor de Ricci, debemos recordar que en su expre-

sion completa (2.40) el tensor depende de los simbolos de Christoffel, los cuales a su vez
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dependen de la métrica. Asi, realizando la variacion g., — g, + 6g,,, obtenemos que:

SRyx = 0,070 — 8,00, + 816, T7\ + T4, 6], — 6T, I7, — T4, 817,
= V,0T0, — V,oT%,

donde hemos usado la definicién de la derivada covariante. De esta forma, tenemos que
G SRy = V,(g"3T0,) — V,u(g" 6T, (2.74)

Notar que si calculamos la integral de esta variaciéon, no deja de ser la integral a todo el
volumen de una divergencia. Haciendo uso del teorema de la divergencia (version tenso-
rial®), las integrales a todo el volumen de una divergencia se convierten en integrales en la
frontera, denominadas como términos de frontera. En nuestro caso los términos frontera

los igualamos a 0, despreocupandonos de ellos.

De esta forma, juntando (2.72), (2.73) y (2.74) obtenemos que

1 1, ” 1 y
08y = ﬁd4x\/—|g| [29“ R — R } OGuw = —W/d4$\/—|g|G“ OG- (2.75)

Igualando la expresion a 0, y teniendo en cuenta que dg,, es arbitraria, obtenemos la ecuacion

de Einstein (2.64) para gravedad pura, en ausencia de materia:

G = 0. (2.76)

2.4.2. El campo escalar y el campo electromagnético

Hemos visto como, a partir de un principio variacional de minima accién, podemos obtener las
ecuaciones de campo de Einstein para un espacio tiempo de gravedad pura. Podemos ahora,
siguiendo el mismo principio, anadir distintos campos al espacio-tiempo, y desarrollar sus ecua-
ciones de movimiento. Los dos campos principales que vamos a estudiar son el campo escalar,

¢(x), y el campo electromagnético (o radiacion) A, (x).

El campo escalar

Comencemos con el campo escalar ¢(x). Esta gobernado por la accion

Selg, 9] / d'zy/~|g] [—;g’”vmvm— V()| - (2.77)

SPara eliminar de esta forma los términos frontera es necesario estar trabajando con una conexién sin torsion,
como es el caso de la conexiéon Levi-Civita.
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Es importante notar que el Lagrangiano no deja de ser el término cinético menos un potencial,
como en la mecanica teérica clésica. Dada entonces la expresion de la accién, su variaciéon bajo

transformaciones infinitesimales es

08, 08,

Calculemos cada contribucién por separado:

= Variacién respecto a la métrica: Partiendo de la expresion de la accion, es facil ver que su

variacion respecto a la métrica se puede escribir de la siguiente forma:
1 1
[ate |5 (V1) (~gu00%0 - vie)) - v/Talss0,00,0]
1 1
3 [ @t/ |9 (30000 - V() ) + 0*00co] b
1 v
= 5 /d4x\/—\g|Tg 89,

donde hemos tenido en cuenta que por tratar con un campo escalar, las derivadas cova-

55,

. . . . . v
riantes y derivadas parciales coinciden. Hemos denotado como Tqﬁt a

T = 940" ¢ + g (;apw% - V(¢)) : (2.79)

Este tensor es el tensor de energia-momento de un campo escalar ¢ bajo gravita-
cion.

Como tanto la variaciéon de la accion de Hilbert-Einstein como la del camo escalar quedan
en funcién de la variacion de la métrica dg,,,, al igualarla a cero respecto de dicha variacion

recuperamos la expresion (2.64)

1 1
—@G'm/ + iT'm/ == 0 = G‘wj = kQT#V.

Con esto queda justificada la expresion (2.64) que introdujimos de forma heuristica.

De la misma forma, debemos variar la accién respecto del campo en si (¢ — ¢ + d¢). Este

procedimiento nos lleva a obtener las ecuaciones de movimiento del campo ¢.

= Variacién con respecto al campo:

v

1
355 = [ atay/TIgl| -5 (,0096 + 9,09"50) -

dV
_ / d%m[_vuvw_ww .
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Si tenemos en cuenta que

9N V00 =V ("N uh09) — (¢"V NV L9)0¢

e ignoramos el término frontera V,, (¢"”V,,¢$d¢), tenemos que la variacion de la accién bajo

el campo la podemos escribir como

dv dv
38 = [ o/l |9, 5,0~ b0 = [atay Tl Do | os. 250)
Donde el simbolo J = g"*V,V,, se denomina D’Alembertiano. De esta forma, las ecuaciones

de movimiento del campo son

Og — Fre 0. (2.81)

Juntando todo, tenemos que la variacion de la acciéon para un campo escalar es

dv

I
dS4lg, 0] = §Tg S + [D — @

} 0¢ (2.82)

El campo electromagnético

Los campos fisicos eléctrico y magnético E , B no se consideran vectores respecto a transformacio-
nes de Lorentz. Es por ello por lo que su informacion se encapsula en un objeto méas fundamental,
el potencial vector, A, el cual si es un vector bien definido. Las componentes del potencial
vector son A, = (¢, ff), donde ¢ es el potencial escalar y Ael potencial vector. A partir de este
campo vectorial, acudiendo a la simetria de '}, = I'Y,,, podemos definir un tensor antisimétrico
de la siguiente forma

Fun=V,A, —V,A, =0,A, —0,A,, (2.83)

denominado como tensor de intensidad del campo o tensor de Faraday. La accién del

campo electromagnético se define a partir de este tensor de la siguiente forma

1 1
Salgv A = [ o/l |- Fur| = [atoy/ T |- Fuba| . @80

De donde se sigue que

58, 554
= — v+ — A,
(SSA 6 uyégﬂ 5 :1#5 14

De la misma forma que con el campo escalar, la variaciéon respecto de la métrica nos va a dar
la definicién del tensor de energia momento del campo; y la variaciéon respecto del campo nos
proporcionara las ecuaciones del movimiento del mismo. Procedemos entonces a computar dichas

variaciones.
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» Variacién con respecto la métrica: Bajo variaciones g,,, — guu + 99, uno tiene que

1
0S4 = —7 / i [5<\/—|g|) Fu ™ +\/—q| {5gWFWFPV+5gWFP,,FpU}}

= —% / d*z/—|g] [;g’\eFWF’“’ — FAF — F"AFPG} Y
= % / d*z/—|g] Bg’\erF“” - 2F;F€p] 80
= % / d*z/—|g| [FApFG” - iFWF“”gAE} 8gxe
= ;/d‘lx\/ﬂme(sgk.
De esta forma, el tensor de energia momento de A, se define como
TH = FHF"P — %Fp/\F’”\gW. (2.85)
Debemos notar que Tu” A=

» Variacién con respecto al campo: Bajo variaciones A, — A, + d A, uno tiene que

55, = / d%m[—i(amwumwm
_ _% / At/ [g| ™ §E,,
_ _% / Ao/ [gIF™ (V16 A, — V,6A,)
- _% / diz/—|g[2FH'V 5 A,
_ _% / At/ g2V . (FHYSA,) — 2(V  FH)5A, .

De esta forma, ignorando de nuevo el término de frontera, obtenemos que

5S4 = / d*az\/—|g|V F*§A,. (2.86)

Las ecuaciones del campo son

V,F" =0. (2.87)
ol = Ok,
las ecuaciones de Maxwell en el vacio ya conocidas para el electromagnetismo.

Desarrollando estas ecuaciones, junto con las ecuaciones V|, F), ] = 0, se obtienen

El resultado final juntado las dos variaciones queda como sigue:

1
dSalg, Al = §TZV59#V + (VM) S A,. (2.88)
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De forma general podemos tener sistemas que tengan tanto un campo escalar por la presen-
cia de materia, como un campo vectorial por la presencia de radiacién. Teniendo en cuenta lo

desarrollado anteriormente, podemos escribir la accién como la suma de cada contribucion:

Slg, ¢, Al = Sglg] + Sslg, ¢] + Salg, Al. (2.89)

Su dindmica viene determinada por el principio variacional

oS oS oS
0S = 759/11/ + %6@5 + m

5A,, 2.90
5g;w I ( )

de tal forma que igualando cada componente a cero, obtendremos tanto las ecuaciones de Einstein

(variacion bajo la métrica), como las ecuaciones de movimiento de ¢ y A,,.

Este sera nuestro formalismo matemético para poder estudiar distintos sistemas y configuraciones
del espacio-tiempo, entre ellos los agujeros negros y los agujeros de gusano que veremos en los

siguientes capitulos.






Capitulo 3

Soluciones a las ecuaciones de campo:

agujeros negros

En este capitulo vamos a indagar sobre algunas soluciones conocidas a las ecuaciones de campo
que producen los denominados agujeros negros. Para ello discutiremos distintas métricas que
describen una gran variedad de sistemas gravitatorios en el marco de la relatividad general.
Utilizaremos todo el marco tebrico desarrollado durante el capitulo anterior para atacar estos
sistemas y ver sus caracteristicas. Nos basamos principalmente en los libros de Carroll [1], y
Thorne [6].

3.1. La métrica general estatica e isotrépica

La primera métrica que tratamos es la considerada como estatica e isotropica. Que la métrica
sea estéatica quiere decir que debe existir una coordenada temporal , z° = t de forma que el

elemento de linea ds? sea independiente de ella. Una métrica isotropica es aquella para la que

existen algunas coordenadas espaciales, ¥ = (2!, 22, 23) de forma que ds?> depende tnicamente

de las combinaciones invariantes bajo rotaciones (isotrépicas) di?, Zdz y 2.

Bajo estas consideraciones el elemento de linea toma la siguiente forma:
ds? = —F(r)dt* + 2E(r)dt(2dZ) + D(r)(2dZ)* + C(r)dz?, (3.1)

donde F(r), E(r), D(r) y C(r) son funciones de r? = 2. Realizando el cambio a coordenadas

esféricas

1

' =rsinfcosp, z?

3

=rsinfsiny, x° =rcosb,
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tenemos que
ds? = —=F(r)dt* + 2rE(r)dtdr + r*D(r)dr® + C(r) [dr® + r*d6” + r?sin® 6de®] . (3.2)

Bajo un cambio en la coordenada temporal de la forma

do E(r)
tV=t+® == =2

+ ®(r) con T T‘F(T),

tenemos que
ds® = —F(r)dt? + G(r)dr? + c(r) [dr® + r?d6? + r? sin® dp?] (3.3)
— E2(r)
donde G(r) = r? [D(r) + 767 |-
Podemos redefinir la coordenada radial como
r? = C(r)r?,

de forma que el elemento de linea para una métrica general estatica e isotrépica queda de la
siguiente forma:

ds? = —B(r)dt”? + A(r")dr"? 4 1" [d02 + sin? Gdcpz] , (3.4)

2
con B(r'y=F(r)y A(+') = (1 + gg:;) (1 + QCT(T) diﬁ”) )

Con el propésito de agilizar la notaciéon removemos las primas de las coordenadas, de forma que

en lo que sigue usaremos la expresion
ds? = —B(r)dt* + A(r)dr? + r* [d6? + sin® 6de?] . (3.5)

Podemos notar que es equivalente a escribir ds? = g,,dz#dz” con goo = B(r), g1 = A(r),

g22 = 7“2, g33 = r2 sin? 0, 20 = t, ! = T, 22 =40 y z3 = . Vemos por tanto que la métrica es

diagonal, siendo nulas el resto de componentes.

Como buscamos caracterizar la curvatura, podemos calcular las componentes del tensor de Ricci
R,.,. Para ello podemos utilizar (2.32) calculando asi el tensor de Riemann, y consecuentemente
aplicar la definicion del tensor de Ricci (2.40). Para realizar estos calculos, es necesario computar
los simbolos de Cristoffel. Esta es una tarea que gracias a trabajar con una métrica diagonal se

simplifica en gran medida. Realizando los célculos pertinentes obtenemos que las componentes
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no nulas del tensor de Ricci son

Ry = f/;((:)) ~i (i/((:))> H‘l((:)) + g((:))] +7 (i,(g))
R = —28 41 (%}(f)’)/[’i'éf)) y B3]+ (56) (3.6)
Rgpg = 1-— ﬁ + QAT(T) [él((:)) B g((:))} ’

R<P<P = sin2 QRQQ.

Podemos entonces imponer estas expresiones de I, en la ecuacién de Einstein y buscar las
funciones A(r) y B(r) compatibles con un tensor de energia-momento 7}, dado. En funcion de
la distribucion de materia/energia impuesta encontraremos distintos sistemas. A continuacion se

desarrollan algunos de los sistemas més interesantes dentro de una métrica estatica e isotropica.

3.2. El agujero negro de Schwarzschild

Se trata de una solucién no trivial a las ecuaciones de Einstein en el vacio G*” = 0. De hecho,
existe un teorema, el teorema de Birkhoff, el cual establece que la métrica de Schwarzschild
es la dnica solucion en el vacio con simetria esférica, estatica e isotropica (véase [1] sec 5.2 o [6]
sec 32.2). La métrica de Schwarzschild posee un parametro libre M, interpretado como la masa

del agujero negro. En concreto, las funciones A(r) y B(r) toman la siguiente expresion:

2MG 1 1
B(r)=1- A(r) = = :
(r) " y  Ar) 2GRy (3.7)
de forma que
2GM 2GM\ !
ds? = — <1 _ 2% ) de? + <1 2 ) dr? + r* (d6? + sin® 6dy?) . (3.8)
T T

Viendo la expresion de la métrica de Schwarzschild, notamos que en el limite r — oo encontramos

la métrica de Minkowski.

Otra cosa que observamos en (3.8) es que posee singularidades. Estas son puntos del espacio-
tiempo para los que algtin elemento de la métrica diverge, y consecuentemente ds? también lo

hace. En concreto tenemos las siguientes singularidades:

gt =0 <= B(r)=0 < r=2MG =r,,

gr=0 <= A(r)=0 < r=0.

El radio que aparece en la primera condicion, 7, lo denominamos como radio de Schwarzs-
child. Es importante destacar que las componentes de la métrica dependen de las coordenadas

y por tanto puede que algunas singularidades simplemente surjan de un fallo en el sistema de
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coordenadas (como en el origen de las coordenadas polares), en lugar de la variedad en la que se
encuentra. Estas singularidades que aparecen por la elecciéon de las coordenadas se denominan
singularidades de coordenadas, y es el caso de la singularidad en r = r;. Algunas singula-
ridades de coordenadas pueden representar lugares fisicos especiales, como este caso, en el que
representa el horizonte de sucesos. Al tratarse de una singularidad de coordenadas, podemos
encontrar una transformacion de las mismas que elimine la singularidad, como por ejemlo en el

caso de las coordenadas de Lemaitre

dT—dt+\/7§<1—T:)_1dr, dp—dt+\/z<1—7;f)_1dr,

de forma que
ds? = —7% + " dp? + 1% (162 + sin® dy?)
r

donde r = [%(p — 7’)} 1/3 T;/g-

Podemos notar que en las coordenadas de Lemaitre la singularidad r = r, desaparece mientras
que r = 0 sigue apareciendo. Esto se debe a que es una singularidad de naturaleza distinta a la
de r = r5. Decimos que r = 0 es una singularidad fisica. Se han escrito muchos libros sobre la
naturaleza de las singularidades en la relatividad general, y en ocasiones indican que la geometria
estd "fuera de control". El criterio que usamos para decir que una singularidad es de naturaleza
fisica, y algo estd "mal" en la geometria, es que la curvatura del espacio-tiempo en ese punto
sea infinita. Como sabemos, la curvatura se encuentra encapsulada en el tensor de Riemann,
y es complicado decir cuando un tensor se hace infinito, pues sus componentes dependen de
las coordenadas. Por ello utilizamos los distintos escalares que sabemos construir a partir del
tensor de Riemann, pues las cantidades escalares son independientes de las coordenadas. Si estos
escalares (no necesariamente todos) se hacen infinito al acercarnos a un punto, decimos que ese

punto es una singularidad de la curvatura.

En este caso de la métrica de Schwarzschild, el calculo del escalar de Kretschmann

. 1272
R,ul/paRH Pe = 7«68 (39)

revela que 7 = 0 es en efecto una singularidad fisica mientras que r = r4 es una singularidad de

las coordenadas.

3.2.1. Estudio de las 6rbitas

Siguiendo con el estudio del agujero negro de Schwarzschild, podemos preguntarnos como seran
sus Orbitas. Para responder la cuestion, el paso evidente seria considerar el comportamiento de las
geodésicas. Sin embargo, el calculo explicito de los simbolos de Christoffel y el uso de la ecuacion

de las geodésicas (2.30) lleva a cuatro ecuaciones acopladas no muy faciles de resolver (sec 3.5
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de [1]). Otro camino es explotar el alto grado de simetria que posee el sistema y hacer uso de los
vectores de Killing y su significado. En total tenemos cuatro vectores de Killing, tres espaciales
asociados a la simetria esférica del sistema, y uno temporal asociado a la independencia de la
métrica respecto de la coordenada temporal. Los Killings espaciales conllevan la conservaciéon del
momento angular (de forma similar a la mecénica clasica Kepleriana). Dos de ellos indican que el
movimiento de una particula se va a encontrar en un plano, de forma que sin perder generalidad
siempre podemos escoger § = /2. El otro Killing espacial corresponde con la conservacion de la

magnitud del momento angular L.

De forma explicita, tenemos que el Killing temporal es
K" = (0" = (1,0,0,0), (3.10)

y el Killing asociado a la cantidad de momento angular, por ser la métrica independiente de ¢,

€S

Rt = (0,)" = (0,0,0,1). (3.11)
En ambos casos nos resulta conveniente bajar el indice y escribir los vectores como
K, = (— (1 - T—) ,0,0,0) y R, =(0,0,0,r2sin?0) . (3.12)
r

Por la discusion en sobre los Killings realizada en 2.2.4 sabemos que la existencia de un vector de
Killing conlleva la conservaciéon de la cantidad K u%’ con A un parametro afin. De esta forma,

utilizando que € = 7/2, las dos cantidades conservadas en este caso son

dax# re\ dt
p=-r=(0-0) ¢ (3.13)
Y daH d
_ o 249y
L=R, o =r*2 (3.14)

Para particulas sin masa, estas cantidades pueden ser interpretadas como la energia y momento
angular conservados, mientras que para particulas masivas son la energia y momento angular por

unidad de masa conservadas.

Las cantidades E' y L nos proporcionan una manera conveniente de entender las érbitas de
las particulas en la geometria de Schwarzschild. A partir de la definicion del elemento de linea

ds? = guvdztdz”, si dividimos por 1 / d)\? tenemos que1

ds? dx* dx”

i 1
a2~ I Tan (3.15)

— =

!Escribimos ¢ pues utilizamos un parametro afin. En el caso de usar 7 queda la expresién ya conocida —1 =
guUPU” de la conservaciéon del médulo de la cuadri-velocidad.
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Expandiendo la expresion (3.15) y usando las expresiones de E' y L obtenemos que

_R? = <$>2 + (1 - %) <f22 + 5) ~0. (3.16)

Hemos obtenido asi una tnica ecuacion para r = r(\). Podemos reescribir esta ultima expresion

para dejarla como

LN L g (3.17)
2 \dx =% '
donde ) )
1 Ts L rslL
V(T)_ig_gg—i_ﬁ_ﬁj (318)
y

1
8 = 5E?. (3.19)

Notemos como (3.17) es la ecuacion para una particula clasica de masa unidad y energia &
moviéndose en un potencial unidimensional V(7). A pesar de que las trayectorias que podemos
considerar en esta geometria de Schwarzschild no son unidimensionales, pues también nos intere-
san las componentes t(A) y ¢()), entender el comportamiento de la parte radial nos es de gran
ayuda para entender el problema. Si recordamos el analisis en gravedad Newtoniana llegamos
al mismo resultado (3.17), pero con un potencial sin el ultimo término de (3.18). Este altimo
término es la contribucién de la relatividad general, y se hace especialmente importante para

valores radiales pequenos.

Radio superior a r = r,

Indagando un poco mas sobre las érbitas, sabemos que estas seran 6rbitas circulares de radio 7.
dado por dV/dr|,=,, = 0. Derivando la expresion del potencial (3.18) e igualando a cero tenemos
que

eGMr? — L*r. +3GML? = 0. (3.20)

Para valores de r grandes, el comportamiento Newtoniano y de la relatividad general son iguales,
existiendo orbitas periddicas para particulas masivas (tanto circulares como no circulares), al
igual que orbitas no acotadas. Sin embargo, cuando r — 0 debemos tener en cuenta el término
de la relatividad general —GM L? /73, el cual implica que el potencial se vaya a —oc en lugar de

oo como en el caso newtoniano. Para r = rg el potencial es siempre 0.

Particulas no masivas: en el caso de particulas sin masa (como fotones), para las cuales ¢ = 0,
tenemos la existencia de una barrera que solo sera sobrepasada por un fotén con suficiente energia

(en comparacion con el momento angular L). En la cima de la barrera hay orbitas circulares
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inestables cuyo radio obtenemos de (3.20) con € =0
3
Te = 3GM = 57’5.

Esto significa que un fotéon puede orbitar para siempre en r = 3/2rg, pero cualquier perturbacion

le llevaraar =00 r = 0.

Particulas masivas: para particulas masivas hay tres regimenes distintos segin el momento

angular. Las érbitas circulares ocurren con radio

_ L*+ VLA —12G?M?L?
B 2GM '

Te (3.21)

Podemos notar como para valores grandes de L hay dos oOrbitas circulares, una estable y otra

inestable. Cuando L — oo sus radios son respectivamente

re = <2L2 37»5) . (3.22)

re 2

En este limite la érbita estable se aleja al infinito y la inestable a 3/2rg, como en el caso de las
particulas sin masa. Por otro lado, al disminuir L, ambas 6rbitas circulares se acercan; coinciden

cuando el discriminante de (3.21) se anula, que es en L = v/3r,, y por tanto
re = 3Ts. (3.23)

Las orbitas circulares desaparecen para valores de L menores. Vemos por tanto que 375 es el
menor radio posible para una oOrbita circular estable en la métrica de Schwarzschild. También
existen Orbitas no acotadas, que llegan desde el infinito y rebotan, y 6rbitas acotadas periodicas
no circulares, que oscilan alrededor del radio de la 6rbita circular estable. Debemos notar que
estas Orbitas, que en mecénica newtoniana describen una secciéon de cono exacta, dejan de hacerlo
en relatividad general, aunque habria que resolver dg/d\ para demostrarlo. Por ultimo, también
existen orbitas que vienen desde el infinito y llegan hasta r = 0; esto puede pasar si la energia

es suficiente para sobrepasar la barrera, o si L < v/3rs, cuando la barrera no existe.

Resumiendo lo estudiado para las érbitas en la geometria de Schwarzschild, hemos encontrado que
las soluciones poseen una orbita estable circular para L > 3r e inestable circular para 3/2rs <
r < 3rs. Es importante remarcar que esto es para las geodésicas, trayectorias de particulas no
aceleradas; nada nos impide la existencia de una particula acelerada que baje a valores menores

de 3/2rs y vuelva, siempre que no sobrepase el limite r = 2rg, es decir, el horizonte de sucesos.
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Potencial efectivo en RG para particulas sin masa Potencial efectivo en RG para particulas masivas

r=3GM —_—

1 1
o5 1 L=1 T =3GM —L=1
! L=2 07 - 1 L=2
! L=3 ] L=3
o4r [ L=4 08¢ L=4
! L=5 L=5
1 05+
=03 i =
= ! =04}
> ! >
02r i 03r
i
: 02r
o1F | !
j 01
1
0 L 0
0 5 10 15 20 25 30 0
r r
Figura 3.1: Potenciales efectivos en la métrica de Schwarzschild. Se ha escogido rs = 2. El

potencial es siempre 0 en r = 5. Notar como en el caso de particulas sin masa la 6rbita circular
siempre queda en r. = 3/2rs mientras que en el caso de particulas masivas solo existen orbitas
circulares para L > v/3r, = 3.4641. Observar ademas como a medida que aumenta L el radio
de la orbita circular inestable se acerca a r = 3/2ry. Cualquier érbita que sobrepase r = 3/2r;
continuara hasta » = 0 (para particulas en geodésicas).

Radio inferior a r = r,

Habiendo entendido un poco més el comportamiento de las geodésicas para un radio superior
a r = rs, podemos preguntarnos que ocurre para radios inferiores a rs. Para ello estudiamos la
estructura causal de la geometria del espacio-tiempo definida por la métrica de Schwarzschild, sus
conos de luz. Consideramos por tanto curvas nulas radiales, para las cuales 6 y ¢ son constantes
y ds? = 0:

2 _n__(1_Ts\ 442 s\ o
ds?2 =0 = (1 T)dt +(1 T) dr?, (3.24)
de donde se sigue que
dt e\ 1
—==+(1-—= . 3.25
dr ( r ) ( )

La ecuacion (3.25) es exactamente la pendiente de los conos de luz en el diagrama del espacio-
tiempo en el plano ¢t —r. Para valores grandes de 7 la pendiente es +1, como en el espacio-tiempo
plano, mientras que al acercarnos a r = rs, dt/dr — +00, y el cono de luz aparenta cerrarse como
podemos ver en la figura 3.2. Por tanto un rayo de luz que se acerca a r = rg parece que nunca
llega alli, al menos en este sistema de coordenadas; en su lugar parece que existe una asintota
en ese radio. Esta incapacidad de llegar a r = rg es una ilusién, pues como ya hemos comentado
se trata de una singularidad de coordenadas, y en realidad un rayo de luz o particula masiva
no tendria problema en cruzar esa frontera. Si nos mantuviésemos fuera observando como una
particula se adentra en la regiéon del agujero negro mientras envia senales periédicas, veriamos
como el tiempo entre senales se va haciendo cada vez mas grande hasta hacerse infinito al "llegar"

a r = rs. Nunca verfamos a la particula cruzar el horizonte, la veriamos moverse cada vez mas
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r

2GM r

Figura 3.2: Los conos de luz aparentan cerrarse al acercarse a r = ry = 2GM en las coordenadas
de Schwarzschild.

lento.

Por dltimo, si nos fijamos en que ocurre dentro de la regiéon delimitada por el horizonte de sucesos
r = rg, notamos que en las coordenadas de Schwarzschild se produce una inversion; r pasa a
ser de tipo temporal mientras que t pasa a ser de tipo espacial. De aqui derivamos que una
vez pasado el horizonte de sucesos no solo no se puede escapar de la regién, sino que uno esté
destinado a caer y avanzar hasta r = 0, pues es la nueva direccién temporal; uno no puede dejar

de moverse hacia la singularidad fisica més de lo que puede dejar de envejecer.

3.3. El agujero negro de Reissner-Nordstrom

Este es una soluciéon no trivial (1916-1918) de las ecuaciones de Einstein en presencia de un
campo electromagnético G* = k*T*(F). Nos vamos a restringir a la presencia de carga eléctrica
Gnicamente, ignorando la carga magnética, aunque el estudio es similar. La métrica de Reissner-
Nordstrom es estética e isotropica con dos parametros libres M y @, que interpretamos como la

masa y la carga del agujero negro. La métrica viene caracterizada por las funciones

Bry=1-"24"2 o apy = (3.26)
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_ Q%G
T dmeo

conryg =2GM y ré (en lo que sigue tomaremos 4mep = 1, donde € es la permitividad

del vacio). De esta forma el elemento de linea es

2 2\ !
ds? = — (1 _s g %j) de? + (1 Sl @) g2 (d6? + sin® Odyp?) . (3.27)
T T T

r2

El campo electromagnético viene dado por el tensor de intensidad del campo F),, = 9,4, —0, A,

con un potencial vector de la forma

4, =2 (LQ,@ . (3.28)

K k \r
Este campo electromagnético satisface las ecuaciones de Maxwell en el vacio

V., F* =0, V[MFVP] =0. (3.29)

A partir de la definicion del tensor de energia momento para un campo electromagnético (2.85),

concluimos que se satisfacen las ecuaciones de Einstein

-1 0 0 0 —p
G , o |0 —1o00 —P,
K2 TR T 24 - (3.30)
0 0 10 Py
L0 0 0 1] | P, |

Al igual que en la métrica de Schwarzschild, la de Reissner-Nordstrém también presenta singu-

laridades. En concreto, se dan cuando:

1
gt =0 <= B(r)=0 < rizi(rsi,/rg—élré),
gr=0 <= A(r)=0 < r=0.
Los dos horizontes r4+ se degeneran cuando
TQ\ 2
re =2rqg = B(r) = ( - 7) , (3.31)

lo que denominamos como solucién extremal de Reissner-Nordstrom o agujero negro extre-
mal. Ademés, bastaria calcular el escalar de Kretschmann para ver que la singularidad en r = 0

tiene naturaleza fisica.

Indagando un poco maés sobre la expresion de los horizontes de sucesos

1
re=s (rs + M) , (3.32)
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podemos diferenciar tres situaciones en funciéon del discriminante r2 — 47’%.

El primer caso que consideramos es cuando 2rg > rs = Q? > GM? . En esta situacion decimos
que existe una singularidad desnuda en r = 0, pues deja de estar definido un horizonte de sucesos,
y la métrica es siempre regular hasta » = 0. Esto estaria en contradicciéon de la hipotesis de
censura cOsmica. Establecida por Roger Penrose en 1969, la hipétesis de censura césmica nos
dice que no pueden exisir singularidades desnudas en el espacio-tiempo. Esto quiere decir que
todas las singularidades existen escondidas tras un horizonte de sucesos, con lo que no pueden ser
observadas desde el resto del espacio-tiempo. Podemos notar como en este caso la coordenada t
es siempre temporal, y la coordenada r espacial, sin producirse una inversién como en el caso de
Schwarzschild; a este tipo de singularidades las denominamos de naturaleza temporal, mientras a
singularidades como la de Schwarzschild las denominamos de naturaleza espacial.. Esto implica

que un observador podria acercarse a la singularidad y volver sin problema.

El segundo caso se da cuando 7, > 2rg = GM 2 > Q?. En esta situacion existen dos horizontes
de sucesos bien definidos por ry y r—. De nuevo, la singularidad en » = 0 es de tipo tiempo,
al contrario que en Schwarzschild. Si un observador cayese a la singularidad desde mas alla de
r4+, al pasar por el primer horizonte le ocurrirfa lo mismo que al cruzar r = 75 en la métrica de
Schwarzschild: la coordenada r se vuelve temporal y estaria destinado a seguir cayendo. Tras un
tiempo, el observador acabaria cruzando el segundo horizonte, donde r vuelve a ser espacial y
deja de ser imperativo avanzar en el sentido negativo de r. Por tanto uno no esta obligado a caer
hasta la singularidad r = 0; esto era esperado por la naturaleza temporal de la singularidad. De
hecho, uno podria volver a cruzar por r_, y en este caso se veria obligado a seguir la direcciéon

de aumento de r, hasta atravesar r1, como si saliese expulsado del agujero.

Por ultimo, esté el caso degenerado ry = 2rg = GM 2 = 2. Como ya hemos comentado, esta
solucion es conocida como la soluciéon extremal de Reissner-Nordstrom. El agujero negro extremal
tiene un horizonte de sucesos en r = GM, pero la coordenada r nunca se vuelve temporal; se
vuelve nula justo en r = GM, pero es espacial a ambos lados. La singularidad » = 0 es temporal,
como en los otros dos casos. De esta forma para este agujero negro la singularidad es de nuevo

evitable.






Capitulo 4
Agujeros de gusano

En el capitulo anterior nos hemos adentrado a estudiar algunas soluciones a las ecuaciones de
campo de Einstein, denominadas como agujeros negros. Soluciones caracterizadas por la exis-
tencia de singularidades del espacio-tiempo. A lo largo de este capitulo vamos a investigar otro
tipo de soluciones, relacionadas con las anteriores, en las que una singularidad conecta distintas
regiones del espacio-tiempo, en una especie de puente, forméndose un objeto llamado agujero de
gusano. Una especie de agujero negro con entrada y salida. A parte de ver si dicho objeto tiene
cabida dentro de las ecuaciones, también estudiaremos el problema de su atravesabilidad, buscan-
do condiciones en las que se podria atravesar dicho puente. Para ello nos basamos principalmente
en los trabajos 2], [5], [4] v [6].

4.1. Un agujero de gusano sencillo

Comenzamos con una de las soluciones més simples a las ecuaciones de Einstein que dan lugar a
un agujero de gusano. Partimos de una métrica practicamente plana como la de Minkowski, pero

anadimos una modificacion de la parte esférica. La métrica en cuestion es la siguiente (véase [5]):
ds? = —c?dt* 4+ di? + (b3 + 1*)(d6? + sin? 6d?), (4.1)

donde tenemos el rango t € (—o0,+00), I € (—00,00), 8 € [0,7), ¢ € [0,27), y by es una
constante. La coordenada [ se corresponde con una coordenada radial que mide la distancia

radial propia para un tiempo fijo ¢.

Podemos notar que para la métrica (4.1) el espacio-tiempo posee simetria esférica y es estati-
co; tiene ademas dos regiones asintoticamente planas [ — 400 y [ — —oo. Ademas no posee

horizontes de sucesos (g no tiene ceros).



52 Agujeros de gusano

Realizando la transformacion! 12 = r? — b%, la métrica se convierte en

1

%

r2

ds? = —c2dt? + dr? + r2d. (4.2)

Esta métrica posee una singularidad para r = by. Debido a su simetria esférica, podemos fijar

un tiempo ¢ y un valor para § = 7 /2, simplificando asi la métrica a la siguiente expresion:

De esta forma podemos intentar dibujar la superficie embebida en un espacio tridimensional

euclideo. Para ello la expresamos en coordenadas cilindricas (z,7, ¢),
ds® = dz® + dr? + r2dy?, (4.3)

donde la funcion de embebimiento es z(r) = by In <é ++/(r/by)? — 1) (véase [5] para la deri-
vacion). En la figura 4.1 tenemos la superficie (revolucionada en ¢ debido a la simetria esférica)
representada. Podemos observar la conexiéon de dos regiones a través de una especie de "puente".

Esta es la denominada como garganta de un agujero de gusano.

Figura 4.1: Agujero de gusano embebido en R?

Si calculamos el tensor de energia-momento requerido por la solucién (4.2) como consecuencia

'Notar que la transformacion realizada, (> = r2 — b2, no es una transformaciéon de coordenadas entre [ y 7,
pues no es un difeomorfismo segin la definicién 2.2.
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de las ecuaciones de Einstein (2.64), obtenemos que

+1 0 0 0 -p 0 0 0
b2 0 -1 0 0 0O —P. 0 0
2 _ 0 .2 r
KT, = 0+ 172 =K (4.4)
0 0 10 0 0 P 0
0 0 01 0 0 0 Py

Debido a la interpretaciéon que realizamos sobre las componentes del tensor de Energia-momento,
1 b

rZ (B2+1%)2
hace imposible pensar en construir un material con el tensor de energia-momento (4.4). Un tensor

debemos notar que T," = + = —p. El hecho de que la densidad de energia p sea negativa
de energia-momento como (4.4) se puede obtener de un campo escalar "fantasma" que tiene el

término cinético con el signo contrario: Ly = —}—% 99" 0,90, @.

Este ejemplo sencillo ya nos anticipa la naturaleza exética de los agujeros de gusano.

4.2. La solucion de Einstein-Rosen

Uno de los trabajos mas famosos sobre agujeros de gusano fue el realizado por Albert Einstein
y Nathan Rosen en 1935 (véase [2]). En su articulo los autores buscan entender que son las
particulas desde un punto de vista geométrico, y se hacen la pregunta de si existe una teoria
atomistica de la materia y el electromagnetismo que, excluyendo las singularidades en el campo,

no use otras variables mas que las del campo gravitatorio (g..) y las del campo electromagnético
(Ap)-

A primera vista la respuesta es negativa, pues ya hemos visto que tanto en la soluciéon de Sch-
warzschild (3.2) como en la de Reissner-Nordstrom (3.3) se tiene la existencia de singularidades.
De hecho, la expresion de las ecuaciones de movimiento del campo electromagnético (3.29), apa-

renta excluir la existencia de densidades de carga, y por tanto de particulas eléctricas.

Por esas razones, los autores suponen que las particulas materiales sean consideradas como singu-
laridades del campo. A pesar de que sabemos que esto es erréneo, debemos entender el contexto
en el que trabajaban los autores, donde la mecanica cuéntica y en concreto la teoria cuantica de
campos no estaba aun desarrollada del todo, lo que llevo a Einstein a buscar respuestas sobre la

naturaleza de las particulas en la geometria.

Una singularidad especial y su eliminaciéon

Partimos entonces de una métrica que es una transformacion de la de Minkowski

ds? = —a?(2')*(da”)? + (da')? + (d2?)? + (dz®)*. (4.5)
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La métrica de este campo satisface

Rp,uu)\ = 07 (4.6)
y por tanto
R,, =0. (4.7)

La métrica de (4.5) es regular en todos los puntos finitos del espacio-tiempo. Sin embargo no po-
demos asegurar que las ecuaciones (4.7) se satisfagan en todos los valores finitos de (z°, zt, 22, 23).
Esto se debe a que el determinante de la métrica , g, se anula en ' = 0. Debido a esto, la inversa
g"" se vuelve infinita y los tensores de Riemann y de curvatura toman la forma 0/0. Es decir, el

hiper-plano 2! = 0 representa una singularidad del campo.

Nos preguntamos ahora si las leyes del campo gravitacional pueden ser modificadas de forma
natural para que la solucion (4.5) satisfaga las ecuaciones de campo para todos los puntos fini-
tos, incluido el hiper-plano 2! = 0. En efecto se puede, pues podemos expresar los tensores de
Riemann y Ricci como funciones racionales de la métrica y sus dos primeras derivadas multipli-
candolos por adecuadas potencias de g, evitando asi el uso de denominadores en las expresiones

de los mismos. En concreto, haciendo
R, =g’ Ru (4.8)

evitas que el nuevo tensor de Ricci tome la forma 0/0, ya que el 0 del denominador provenia de
1/]g%. Al decir que R}, no posee ningtin denominador nos referimos a que se ha eliminado la
fraccion 1/|g?| del tensor de Riemann. Asi, reemplazando esta expresion en (4.7):

R, =0 (4.9)

representa un conjunto de ecuaciones que cumple g,,, en todos los puntos finitos, incluido z! =0.
Notar que lo que estamos haciendo es operar con densidades tensoriales de un peso adecuado en
lugar de con tensores. De esta forma evadimos las singularidades caracterizadas por la anulacion

del determinante de la métrica g.

A pesar de que la solucién (4.5) no tiene mayor importancia fisica aparte de su singularidad, llevo
a los autores a entender hasta que punto la regularizaciéon de las hiper-superficies g = 0 llevaba
a una representacion tedrica de la materia. En el marco de la teorfa de la relatividad general
tenemos las ecuaciones de campo (2.64). Para interpretar (4.5) en este marco debemos aproximar
el elemento de linea por uno ligeramente diferente que evite la singularidad. Para ello los autores

introdujeron una constante o (> 0) evitando asi la singularidad en z! = 0, y definieron
ds® = —(a?(2')? + 0)(d2®)? + (dz')? + (dz?)* + (dz?)? (4.10)

Calculando el tensor de energia momento que corresponde a esta solucion a partir de (2.64) las
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componentes no nulas son

a2

Too =Th3 = .
22 23 . (1 I a2(:c1)2)2

(e

Podemos notar que a menor o, mas se concentra el tensor en el entorno de la hiper-superficie
x! = 0. Es decir, o es un parametro con el que los autores son capaces de evitar la singularidad, y
controla la concentracion de energia entorno a ' = 0. Desde el punto de vista de la teorfa original
la solucion (4.5) contiene una singularidad que los autores hacen corresponder con una energia o
masa concentrada en la superficie ' = 0; desde el punto de vista de la teoria modificada, (4.5) es
solucion de (4.9), libre de singularidades, en la que el parametro o establece la concentracion de
energia en el hiper-plano ! = 0. Es importante que notemos que en el caso de la solucién (4.5)
el campo consiste en dos mitades iguales, separadas por la hypersuperficie 2! = 0, de forma que
en los puntos correspondientes (20, zt, 2%, 23) y (2%, —2!, 2%, 23) la métrica guv es igual. Como

consecuencia, el signo de g no cambia en todo el espacio-tiempo.

La solucion neutra

Vamos ahora a aplicar estas ideas a la solucién de Schwarzschild. Recordemos su solucién:

s 1 1
ds® = — <1 - r?) dt? + ———dr? + r*(d6? + sin 0dy?), (4.11)

1_Ts
T
donde ry = 2G'M. Si introducimos una nueva variable?

u? =r—r,,

obtenemos la expresiéon

ds® = —2u72dt2 + 4(u? + ro)du® + (u? + 75)%dQ. (4.12)

uUs + s
Las nuevas componentes g,,, son funciones regulares para todos los valores de las variables. Para
u = 0 la componente ggo se anula, y por tanto el determinante g (es el horizonte de sucesos
r = rs). Esto no previene a las ecuaciones de campo (4.9) de ser satisfechas para todos los
valores de las variables. Estamos tratando por tanto con una solucién que es ahora libre de
singularidades en todos los puntos finitos. La hiper-superficie u = 0 (o r = r) juega el mismo

rol que la superficie 2! = 0 del ejemplo anterior.

A medida que u varia de —oo a +oo, r varia desde 400 hasta rs; y luego de nuevo desde rg

hasta +o0o. La solucion regular (4.12) interpretada en el espacio t,r, 6, ¢ nos lleva a la siguiente

2De nuevo este no es un difeomorfismo. Lo que se consigue bajo la transformacion es coger la solucion del
agujero negro de Schwarzschild, eliminar la parte de r < 75, y "pegar" dos soluciones, lade u >0y lade u <0
uniéndolas a través de la superficie r = r5, creando el agujero de gusano.
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conclusion: el espacio cuadri-dimensional esta descrito mateméticamente por dos partes o "lami-
nas" congruentes, correspondientes a u > 0 y u < 0 cuya métrica en u — +00 se corresponde
con la de Minkowski, que se juntan por el hiper-plano 7 = r; 0 u = 0 en el cual g se anula. A
dicha conexién entre las dos partes o ldminas la denominamos como puente. Por lo comentado
anteriormente, este puente seria la representacién matematica de una particula en la solucién

libre de singularidades propuesta Einstein y Rosen.

Figura 4.2: Representacion del puente de Einstein-Rosen embebido en R3. Hemos tomado un
corte del espacio para el cual t = 0, § = 7/2, el cual da una 2 — variedad con métrica 4(u? +
rs)du?+(u?+75)2dp?, que se embebe de forma isométrica en R? mediante coordenadas cilindricas
via el mapa (u, ) — (u? + 74, p, /4rsu). En este caso tomamos rs = 2,u € (=7,7), ¢ € [0, 27).

Vemos por tanto que una caracteristica de esta teoria propuesta es la descripciéon del espacio-
tiempo mediante dos laminas. Un puente, espacialmente finito de drea minima 47 (rs)2, que co-
necta dichas laminas caracterizaria la presencia de una particula elemental neutra segiin Einstein
y Rosen. Con esta idea uno seria capaz de obtener la representaciéon de una particula elemental
usando Unicamente las ecuaciones del campo, sin introducir nuevas cantidades para describir la
densidad de materia. Ademés, también permitiria entender que no deberian existir particulas
de masa negativa: si hubiésemos empezado con —M (= rs = 2MG < 0), no hubiésemos podi-
do construir la solucién regular introduciendo una nueva variable u; es decir, ningin puente es

posible que se corresponda con una particula de masa negativa.

Volviendo a la solucion (4.5), a partir de la informacion obtenida con la solucion de Schwarzschild
podemos notar que en la solucién original también se tienen dos mitades del espacio (z! > 0
y ! < 0) congruentes, que se corresponden con dos ldminas del mismo espacio fisico. En este
sentido el ejemplo representa un campo gravitacional, independiente de x? vy 23, que acaba en
un plano cubierto de masa formando una frontera en el espacio. En este ejemplo, al igual que

en la soluciéon de Schwarzschild, podemos construir una solucion libre de singularidades en todos
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los puntos finitos introduciendo las ecuaciones de gravitacion modificadas (4.9).

El hecho de que g = 0 en r = r; nos avisa de que algo ocurre en ese punto del espacio. De hecho,
un analisis sobre las geodésicas de la solucion cerca de ese entorno (véase 6], cap 31) indica que
no existen geodésicas que puedan cruzar de una lamina a otra. Cualquier geodésica que cruce el
horizonte acaba en la region r < rg de la geometria y finalmente cae en la singularidad r = 0;

decimos entonces que el agujero negro no es atravesable.

La solucién cargada

Para poder obtener soluciones estéticas con simetria esférica, libres de singularidades, que re-
presenten particulas cargadas (objetivo de Einstein y Rosen), se debe modificar la soluciéon de
Reissner-Nordstrum (3.27), cambiando Q? = —Q? (= ré — —ré). De esta forma obtenemos,

en unidades naturales, la siguiente solucion:

T2 1
ds? = (12— ) a? - dr? — r2(d6? +sin? 0dg?). (4.1
§ < T 7‘2> L—rg/r —15/r? v = r(d07 4 sin” 6de) (4.13)

El campo electromagnético viene dado por (3.28).

De nuevo en este caso no hay problema para formar una solucién libre de singularidades?. Resulta
también que la masa M y la carga ) son constantes independientes, y la eliminacion de la
singularidad no requiere necesariamente de una masa M positiva. De hecho, existe una soluciéon
libre de singularidades para la cual M = 0. Si en la ecuacion (4.13) omitimos la masa, podemos

realizar un cambio de coordenadas similar al realizado en la solucién de Schwarzschild,

u? :7“2—7"22,

de forma que se tiene

2
u
ds? = — (22> dt? + du? + (u2 + ré) dQ. (4.14)
uT+ Ty

Esta solucion es libre de singularidades para todos los puntos del espacio, estando de nuevo
formada por dos laminas y un puente entre ambas radiando el campo electromagnético. Esta
serfa la representaciéon que Einstein y Rosen dieron de una particula elemental cargada y sin

masa, el neutrino.

El problema que subyace en toda esta discusién es que de nuevo, al igual que para el agujero de

gusano sencillo discutido anteriormente, no se cumplen las ecuaciones de Einstein debido a un

3E] cambio necesario en la carga es para que aparezca —’I“2Q en lugar de +T2Q en la soluciéon (4.13). Esto es
debido a que con +r§2 no seria posible obtener una solucién libre de singularidades.
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singo negativo. En efecto, calculando el tensor de Einstein asociado a (4.13), obtenemos que

2
90 0 0
0 e 0 0
G = rd ) (4.15)
T
0 0 —% 0
0o 0 0 -2
Por otro lado, el tensor de energia-momento asociado al potencial (3.28) es
2
-2 0 0 0
0 -2 0 o
1 =
7)== r 2 , (4.16)
" 0o 0 -2 0
7‘2
0 0 0 %
de forma que en este caso se tiene G, = —/<;2TN” en lugar de (2.64).

4.3. Agujeros de gusano atravesables: soluciones de Morris y Thor-

ne

Una cualidad que hemos podido notar sobre el puente de Einstein-Rosen, sin entrar en la de-
mostraciéon, es que se correspondia con un agujero de gusano que no es atravesable, pues las
geodésicas acaban cayendo a la singularidad » = 0. Vamos a ver a continuaciéon condiciones que
podemos introducir en la geometria del espacio-tiempo, o més bien en la distribucién de energia

y materia, para poder construir un agujero de gusano que si sea atravesable.

Un agujero de gusano atravesable (o practicable) debe de satisfacer ciertas condiciones béasicas

propuestas por Morris y Thorne [5]:

1. La métrica ha de tener simetria esférica y ha de ser independiente del tiempo (estética).
2. Las soluciones han de satisfacer las ecuaciones de Einstein (2.64).

3. La solucién ha de tener una garganta que una dos regiones del espacio-tiempo asintética-

mente planas para que represente un agujero de gusano.

4. El agujero de gusano no puede tener un horizonte de sucesos, pues impediria el viaje a

través de el en ambas direcciones.

5. Las fuerzas de marea gravitacionales que experimente el viajero han de ser tolerables.
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6. El tiempo propio necesario para atravesar el agujero de gusano ha de ser finito y razona-

blemente pequeno.

7. La distribucién de energia-materia y los campos que generen la geometria del espacio-
tiempo del agujero de gusano deben tener un un tensor de energia-momento fisicamente

razonable.

8. La solucién debe ser perturbativamente estable.

9. La construccién del agujero de gusano ha de ser tal que se requiera mucha menos masa que

la del total del universo y requiera un tiempo mucho menor que la edad del universo.

Los criterios del 1 al 4 se denominan criterios bdsicos de un agujero de gusano, y son los necesarios
para que sea atravesable por una geodésica; los criterios 5 al 9 son condiciones para que sea

atravesable por un ser humano.

4.3.1. Forma de la métrica

Vistos estos criterios, los autores proponen una métrica como la siguiente:

1
ds? = —e2®qs2 + 7}3()(17«2 + r2(d6? + sin® 6d?). (4.17)
1 . T

T

A la funcion b(r) se la denomina funciéon de forma del agujero de gusano, pues determina la
forma espacial del mismo. La funcion ® = ®&(r) se denomina funcién de corrimiento al rojo,
pues determina el corrimiento al rojo gravitacional. Ambas funciones estan restringidas a las

propiedades anteriores. Por notacion, llamamos f(r) = (1 — b(r)/r)~L.
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4.3.2. Ecuaciones de estructura: tensor de energia-momento y tensor de Eins-

tein

Si tenemos en cuenta que la métrica g,, es diagonal, y las distintas propiedades del tensor de

Riemann mencionadas en el capitulo 2, se tienen 24 componentes distintas de cero:

0 0 " 2 (Tb/(T) B b)
= — =-0 — (P _—
Ry Ry17g (1) = (@(r))" + 2 (r — ) (1)’
Ryy'y = —R2200 = ‘I’/(T)(b —),
RSO 3 = _R3300 - ‘I)/(T)(—T' + b) Sln2 67
_ 1 _ 2® _é " "2 / b—rb/
Roig = —Rypp1=c¢€ 1 (2" +(9)°) + @ 2 )
r 2r
rb —b

Ry9g = —Ryyy = or

rb' —b
Rigy = =Ry 22(r — b)’

" 1 (rb’ — b)sin? 6

Raiy = R331 = o )

rb — b
Rigy = —Rirs 22(r — b)’
R32 3 = _R33 2 = ; Sln2 9,

b
Ry3’y = —Ryy'3 = 7
r—>b
Ryy = —Ryly=e® 2
r—>b

Ryg'y = —30033 = %9 2

Denotando nuestra base ortogonal de vectores asociada a las coordenadas z° = ct, ' =r, 22 =

6, 23 = ¢ como é,, existe una transformaciéon de Lorentz A local

e® 0 0 0
—1/2
0 (1-2 0 0
A (1-7) , (4.18)
0 0 ro 0
0 0 0 rsinf
de forma que
u= (A1), 0, (4.19)

define una nueva base donde la métrica g, es

I = diag(—1,1,1,1) = Nuv (4-20)
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Esta base nos permite introducir un nuevo sistema de coordenadas, el sistema de referencia

propio:
dz¥ = A;dx“ (4.21)

o equivalentemente

—-1/2
- - b - - .
dz? = e®d2?, dit = <1 - - dz!', dz? =rdz?, dz® = rsinfda?.
r
Esta base describe observadores que siempre permanecen en reposo en el campo gravitacional

del agujero negro.

En esta nueva base, recordando la expresion de la transformacion de un tensor (2.1), las compo-

nentes del tensor de Riemann no nulas son

~ ~ ~ ~ b rb —b
R1001 = _Rlloo = —leo - Rooll - (1 - 7,) [—‘I)” - (¢/)2 + mq)/ >
R2002 = —32200 = —R0220 = R0022 = R3003 = —R3300 = —Rgs 0= R0033

. b —2 T'(I),

r
R2112 = _R2211 = _31221 = R1122 = R%l 3= _R3311 = _Rzl))?) 1= R1133
rb — bCD’

= W
~ ~ ~ ~ b
R3223 = —R3322 = R2332 = —R2233 - 3

r3

A partir del tensor de Riemann podemos contraer para calcular el tensor de Ricci, R} (expresion
(2.40)) y contraer este ultimo para obtener el tensor de curvatura, R (expresion (2.41)). Asi,

como el tensor de Einstein es

Ciar = By = %ng, (4.22)
sus componentes no nulas son
,
Goo = 7%,
“u = <1 B i) [(DH O (I: * zi(; ib;) - QTZI)(/T_—bb) ,
Gz = G,

donde la ’ representa la derivada radial y ” la segunda derivada radial.

Si recordamos el teorema de Birkhoff mencionado en el capitulo anterior, la tinica solucién en el
vacio con simetria esférica es la de Schwarzschild, con lo que el tnico agujero de gusano compatible

con las ecuaciones de Einstein en el vacio con simetria esférica es el de Schwarzschild, el cual
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hemos visto que no es practicable. Por tanto un agujero de gusano atravesable debe estar inmerso
en materia/radiacion con un tensor de energia-momento no nulo. A la vista de las ecuaciones de
Einstein (2.64), la estructura de T}, es similar a la de Gy, debido a su proporcionalidad. Esto

implica que las tinicas componentes no nulas del tensor de energfa-momento son

Too = p(r), (4.23)
Tn = —7(r), (4.24)
TQQ = P(T), (425)
Tss = Tho, (4.26)
donde 7(r) = P, es la presion radial. Como la base de vectores es la de unos observadores

estaticos que perciben una geometria de Minkowski, la interpretacién de cada componente tiene
una interpretacion fisica simple. p(r) representa la densidad total de energia que pueden medir
en el campo gravitacional del agujero de gusano, 7(r) es la tension por unidad de area medida
por dichos observadores en la direccion radial, y P(r) es la presién medida en las direcciones

ortogonales a la radial.

A partir de las ecuaciones de Einstein (2.64), la expresion del tensor de Einstein y del tensor de

energia momento, se tienen las siguientes ecuaciones:

Vry = r*?p(r), (4.27)
b— k23T
o= (o) =)@ = 2(P() (1)) (4.29)

Las ecuaciones (4.27) y (4.28) son las partes temporales y radiales de las ecuaciones de campo,
respectivamente. La ecuacion (4.29) se corresponde con la parte ortogonal de las ecuaciones de
campo. Otra forma de interpretar (4.29), desde una perspectiva fisica, es notar que se corresponde
con la ecuacién de equilibrio hidrostatico para la materia de la que esta constituido el agujero

de gusano.

Las ecuaciones de campo (4.27)-(4.29) son tres ecuaciones diferenciales con cinco funciones in-
cognita de r: b, &, p 7 y P. La forma estandar de afrontar este problema es asumir algin tipo
especifico de materia o campo que genera el tensor de energia momento, y utilizar las ecuaciones
de estado de la fuente. Por ejemplo, para el estudio de un agujero negro eléctricamente cargado,
pondriamos 7 = P = pc?, y obtendriamos la soluciéon de Reissner-Nordstrom estudiada en 3.3

de las ecuaciones de campo de Einstein (véase |6] cap 31 para la forma de las ecuaciones).

En la btisqueda de soluciones que den lugar a agujeros de gusano practicables, Morris y Thorne
proponen una metodologia que se basa en probar con funciones b(r) y ®(r), controlando sus

propiedades de forma que permitan moldear el agujero de gusano a las especificaciones requeridas;
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consecuentemente, es necesario dejar las relaciones entre p, 7 y P en el aire, solo para ser fijadas

por las ecuaciones de campo y la eleccién de by .

Con este fin, las ecuaciones (4.27)-(4.29) se pueden reescribir como

p(r)ct = /12;2, (4.30)
T(r) = ,%217”2 [i —2(r - b)‘bl} ) (4.31)
Pr) = —r(r)+5 [@'(p(r) = 7) = 7] (4.32)

La forma de estas ecuaciones nos sugiere la estrategia a seguir: ajustar b(r) y ®(r) para crear un
buen agujero de gusano; la ecuacion (4.30) junto con la eleccién de b(r) nos proporciona p(r);
la ecuacion (4.31) junto con las elecciones de b(r) y ®(r) dan la forma de 7(r); y, finalmente, la

ecuacion (4.32) junto con lo anterior nos determina P(r).

4.3.3. Condiciones de frontera

En algunos casos puede interesarnos dejar al tensor de energia-momento que genera el agujero
de gusano extenderse hasta cualquier valor de un radio arbitrario. Sin embargo, en nuestro caso
nos restringimos al interior de una esfera de radio r = Rg de manera que en la regién exterior
r > Rg, las funciones p, 7 y P se anulan. Las ecuaciones (4.30)-(4.32) implican que 7 — 0
de forma continua cuando r — R desde un valor inferior, pero permiten una discontinuidad
en los valores de p y P. Las ecuaciones (4.27)-(4.29) evaluadas en la region exterior a r = R

condicionan la geometria externa del espacio-tiempo a ser similar a la de Schwarzschild:

b(r) = b(Rs) =B =const en r > R; (4.33)
1 B

O(r) = 5111 (1 — ) en r> R;. (4.34)
r

Otra condicién que debe cumplirse es

lim b/r =0

r—00
para asegurar que el espacio-tiempo es asintéticamente plano lejos del campo gravitacional del
agujero de gusano. Esta condicién es asi pues la métrica (4.17) para la region r > R se escribe
como

2 B 2 1 2, .2102
ds® = —|1— — ) dt" + ——F5dr" + r°dQ". (4.35)

T 1-=
Y por tltimo, para que una métrica asintoticamente plana, estatica, y con simetria esférica, no
tenga horizontes de sucesos, sabemos que debemos exigir que gog # 0, lo que en este caso equivale

a pedir que e?® # 0; es decir, ® ha de ser finita en todo punto del espacio para que un agujero



64 Agujeros de gusano

de gusano practicable no tenga horizontes de sucesos.

4.3.4. Superficies embebidas

Buscamos representar de alguna forma un agujero de gusano en un diagrama tridimensional.
Para ello, fijamos un instante de tiempo t = cte, y debido a la simetria esférica, fijamos un valor
de 6 = /2 (plano ecuatorial). Bajo estas suposiciones, la parte espacial de la métrica (4.17) se

escribe como

1
ds? = 17er2 + r2dp?. (4.36)

p
Buscamos representar una superficie bidimensional embebida en el espacio euclideo tridimensio-
nal que posea la misma geometria que (4.36). Utilizando coordenadas cilindricas (z, r, ¢) para

el espacio euclideo, su métrica se escribe como
2 dz)? 2, .27 2
dsEuclidea =1+ 5 dr* +r ng R (437)

donde suponemos z = z(r) (la superficie embebida posee simetria axial).

Identificando las coordenadas (7, ¢) euclideas con las coordenadas (7, ) del agujero de gusano,

el elemento de linea (4.37) sera el mismo que el del agujero de gusano (4.36). Esto nos permite

1 dz 2_ 1
&) =7 @

dz 1
— =t 4.
dr 57— 1 (4.38)

escribir

de donde obtenemos que

La ecuacion (4.38) nos permite entender como la funcion b(r) modela la geometria espacial del
agujero de gusano. Podemos notar como todo agujero de gusano tiene un radio minimo r = by

para el cual la superficie embebida es vertical; es decir, para b(r) = r = by se cumple que

%
dr

= Fo0.
r=b=bg

Dicho radio define la garganta del agujero de gusano.

Debido a la divergencia de la coordenada radial en la proximidad de la garganta, resulta adecuado
definir una distancia propia radial
dl =+—— (4.39)
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ie.,
r b —1/2
I(r) = i/ < — (T)> dr. (4.40)
bo r
Esta distancia propia es positiva sobre la garganta del agujero de gusano, y negativa por debajo

de la misma. Lejos de la garganta la superficie embebida se vuelve plana

dz

l = +oo=0
dr—>OO s

correspondiéndose con las dos regiones asintéticamente planas que conecta el agujero de gusano.

station A2 = + 40
ot £=+4, AT

tion at G
?Em;%, b

Figura 4.3: Diagrama de embebimiento de un agujero de gusano genérico, visto de perfil. En la
garganta se cumple que b(r) = r = by — | = 0. Para el diagrama completo habria que rotar la
figura alrededor del eje z. Obtenido de [5].

4.3.5. Viajando a través de un agujero de gusano

Consideremos a un viajero que se mueve en la direcciéon radial a través de un agujero de gusano.
El viajero parte del reposo desde una estaciéon espacial en la posiciéon [ = —I; y viaja hasta otra
estacion espacial ubicada en | = +l3. Denotamos por v(r) a la velocidad radial medida por un
observador en reposo en cualquiera de las estaciones,

dit
v(r) = F =5 (4.41)
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que escrita en términos de la distancia propia radial queda

dl dr

o) = g = F Ao ear (4.42)

Si 77 es el tiempo propio medido por el viajero y definimos v = (1 — v?)~/2 (¢ = 1) como en
relatividad especial, se cumple que
dl dr

= = . 4.43
vy dTT :F(l — b/’r’)l/ZdTT ( )

El signo negativo de (4.43) se refiere a la primera parte del viaje, en la parte inferior del agujero
de gusano; el signo positivo se refiere a la segunda parte del viaje, en la parte superior. Al
exigir que el viaje empiece y acabe en reposo, tenemos que v = 0 en [ = —[{, +ls, mientras que
v > 0 en —l; <l < ly. Supondremos ademés que las estaciones en —I; y +Iy se encuentran
lo suficientemente alejadas de la garganta del agujero de gusano como para que los efectos

gravitacionales del mismo sean muy pequeinios. En particular,

(i) La geometria del espacio en las estaciones ha de ser practicamente plana.

(ii) El redshift gravitacional, z de las seniales desde las estaciones al infinito ha de ser muy
pequeno
z=AMA=e?—1<1= |0 <1 (vease [6]).

Debido a que en las estaciones |®| < 1, el tiempo propio medido por un observador en una de

las estaciones es similar al tiempo coordenada ¢; cf. la métrica espacial (4.17).

Para que el viaje a través del agujero de gusano sea conveniente para los seres humanos, Morris

y Thorne proponen tres condiciones:

(i) Los tiempos empleados para viajar entre las estaciones, medidos tanto por el viajero como
por unos observadores en las estaciones, deberian ser menores que un ano; esta condicion

se traduce en

+l dl
Arp = / — <1 afio
-1, VY
+l dl
At = / —5 < lano
- ve

(ii) La aceleracion @ experimentada por el viajero no debe exceder por mucho la de la gravedad

terrestre.

(iii) Las aceleraciones de marea Ad entre las distintas partes del cuerpo del viajero no deben

exceder la de la gravedad terrestre.
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Aceleracion del viajero

Con el fin de discutir la aceleracién sufrida por el viajero, introducimos una base de coordenadas
ortogonal en el sistema de referencia del mismo {é,}. Las coordenadas en el sistema de referencia

del viajante (£*) se pueden escribir en funcion de las de los observadores estaticos (Z") como

donde
Yy 8 0 0
. +
Ao | PP 00 (4.44)
0 0 10
0 0 01

donde 8 = v (¢ = 1). Bajo esta transformacion?, los vectores de la nueva base son é, = (A*l)ﬁég.

& = ~eéoF VB, (4.45)
& = FyPéo + e, (4.46)
&y = ey, (4.47)
é3 = és. (4.48)
La cuadri-velocidad del viajero es
" =14 = é. (4.49)

Sabemos que los cuadrivectores de aceleracion a* y velocidad u* son ortogonales entre si, de

manera que
ati, =0=a’ =0. (4.50)

Ademas, por considerar que el viajero se mueve en la direccion radial, su aceleraciéon ha de ser

2

radial, con lo que a@?> = a3 = 0, y por lo tanto

= @151 = agl, (4.51)

ISHI

con a la magnitud de la aceleraciéon experimentada por el viajero.
Podemos notar que, a partir de (4.51), (4.19) y (4.46), tenemos lo siguiente:

Q- e =aéy-éy=aeé; ey = :Fvﬁaeq’.

4Notar que esta transformacion es global, entre espacios espacios de Minkowski, y por ello, al contrario que en
la transformacion local(4.18), podemos relacionar directamente las coordenadas.
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De esta relacion deducimos que en la base {€,}
a’ = FyBae®goo = FyBae” . (4.52)

Teniendo en cuenta la relacion (4.19) entre las bases {€y} v {éa}, en las cuales la cuadri-velocidad

se escribe como @ = uté, con u* = (u,ul,u? u?), y @ = @'é, con @ = (yc,yv,0,0) respecti-

vamente, es facil comprobar que

W = e %, (4.53)
by 1/2

ut = <1—> Yv, (4.54)
r

u? = 0, 4.55)

w = 0. (4.56)

En la base {€,} también tenemos que

a® = Vguu’ = (89:5 + Fﬁwuv) uP, (4.57)

donde u® = u®(r). En concreto, para o = 0 la expresion queda

ou®
a® = (axl> U yord ulut. (4.58)

Sustituyendo por los valores de u”, u' obtenidos en (4.53) y (4.54), y teniendo en cuenta que

[, = ®'(r) (véase [5]), tenemos que

0 D\ se_d, o
a = <l_r) e 'yﬂg('ye ). (4.59)

Juntando la ecuacion (4.59) junto con (4.52) tenemos que

a=T (1 - b)1/2 e_(pi(’yecb), (4.60)

r dr

que en términos de la derivada respecto a [ queda

_ad

a=ce a('yeqh). (4.61)

La condicién de que el viajero no sienta una aceleraciéon superior a la de la gravedad nos impone

que
1

d
o d | o
¢ q)| = 5971 anos s

d
S P g 2y < <— 4.62
|a| € dl (’76 ) — g@ dl ( 6 )

donde g, es la gravedad terrestre (~ 9.8m/s?).
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Fuerzas de marea

Vamos ahora a estudiar las aceleraciones de marea Ad entre varias partes del cuerpo del viajero.
Para ello, denotamos como 5 el cuadri-vector separacion entre dos partes del cuerpo del mismo.
Notar que { es puramente espacial en el sistema de referencia del viajero (éo = 0). La aceleracion
de marea gravitacional estd dada por la ecuacion de desviacion de la geodésica (2.63), que en la

base {éq} se escribe como
Aa¥ = —PRyY Sralak. (4.63)

Notar que por ser £ puramente espacial, la aceleraciéon de marea también lo es. Por ello, teniendo
en cuenta que el vector de Riemann R, ) es antisimétrico en sus dos primeros indices, llegamos

a que

Ad' = —Rigjoé’. (4.64)

Calculando las componentes Rino, llegamos a que

A b rt’ — b

R - —(1=2 _(I)// 7@/_ (I)/2
1010 ( 7,) [ +2r(r—b) ( )],

Roo20 = 52 [2(7’ —b)®' + 7(rb’ - b)} ’

Raozo = Raoo,

sz() = Rigz0 = Raoso =0,

Rooro = Rsp10 = Rap20 = 0.

De esta forma, las componentes de la aceleraciéon son

~1 P 1 _é & rb’ —b o oran2| £
Aa = Rio10€" = <1 T) |: " + 727“(7“ — b)(I) (@) :| &, (4.65)
2 2
A& = —Rogaol? = _2% [Q(b — )@ + %(b - rb’)} é2 (4.66)
2 2
AP = —Rund® = Ty |6 =00+ T )| & (4.67)

Si tomamos |€7| ~ 2 metros (el tamafio del viajero), y exigimos que |Ad‘| < gy, = 9.8 m/s%,

llegamos a las siguientes restricciones

9o 1

. b b —b
= (1-2) e+ T e (e?]| < ~ 4.68
| R1010] '( 7,) [ + 2r /1 — b) () ] ~ 2[m]c?  (1.36 x 108 m)? (4.68)
Boosol = [sosol = | 2 [26— o + Lo )] | < =% To (169
— = |— - T - -r = ’
2020 3030| = |55 r = 2[m]c? T (1.36 x 108 m)2

A (4.68) y (4.69) se las denomina restricciones de marea gravitacional radial y laterales, respec-

tivamente (véase [5]). La restriccion de marea radial la podemos entender como una restriccion
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al coeficiente ®. Generalmente la restriccion se cumple de forma simple exigiendo ® = 0 en todo
punto. La restriccién de marea lateral se corresponde con una restricciéon en la velocidad v con

la que el viajero atraviesa el agujero de gusano.

Aceleracién en las estaciones

Existe una condicién més acerca de la aceleraciéon para que el hipotético viaje tenga sentido en
la escala humana, que exige que la aceleraciéon sufrida por un observador en cualquiera de las

estaciones no sea superior a la de la gravedad terrestre.

La cuadri-aceleracién sufrida por un objeto en las estaciones es

gue -
a = (azﬁ + F%) . (4.70)

Para un observador en reposo podemos escribir
= ( 0,0 0)
= uE, ,0,0),

donde @ = ¢. Si utilizamos la expresion de los simbolos de Christoffel en la base {é,} (véase [5]),

llegamos a que

@ = a?=a=0 (4.71)
b 1/2

al = (1—) P (4.72)
T

Asi, la aceleracion de la gravedad medida en las estaciones es
§=—(—a%q)"2. (4.73)
Calculando esta expresion con la ayuda de (4.72), la aceleracion medida es (véase [5] o [4]):
b\ 1/2
§g=— <1 - ) P~ - (4.74)

ya que exigimos que b/r — 0 en las estaciones. Como la aceleracion ha de ser menor o igual a la

de la gravedad terrestre, esta condicién se traduce en pedir que

9] = |9'| < g, =9.8m/s” (4.75)
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4.3.6. El tensor de energia-momento: materia exdtica

Las condiciones que hemos considerado en la funciéon de forma del agujero de gusano b(r) hemos
visto que generan, via las ecuaciones de Einstein, condiciones en la densidad de energia p, la

tension radial 7 y la presion lateral P, que generan la curvatura del espacio-tiempo.

Las restricciones més severas se dan para la garganta del agujero negro. El hecho de que r = b = by
en la garganta, junto con que (7 —b)® — 0 en la misma ® implican que, segtin la ecuacion (4.31),
que la tensiéon en la garganta es

(4.76)

T = —5.
Kbg

Esta tension es enorme. Para by = 1 km, la tensién es

Newtons
36
4.83 x 10 -

o =
En el entorno de la garganta, podemos estudiar otro aspecto clave de esta tension definiendo la

funcién adimensional

T—p  b/r—V —2(r—0b)P
ol V] 7

donde hemos usado las ecuaciones (4.30) y (4.31). A la funcién ¢ la denotamos como funciéon de

(= (4.77)

exoticidad (véase [4]).

El requerimiento de que el agujero de gusano conecte regiones del espacio asintéticamente planas
implica que la superficie embebida se ensancha hacia afuera, como se observa en la figura 4.2.
Esta condicién (en ingles "outward flaring of the throat" (véase [5])) mateméaticamente significa
que la inversa de la funcion de embebimiento r(z) debe satisfacer 3275 > 0 en la garganta o cerca
de ella.

A partir de la ecuacion (4.38) podemos calcular dicha segunda derivada:

d*r b—rb
—=— 4.78
dz? 202 (4.78)
Combinando esta ecuacion con la relacion (4.77) tenemos que
20° (dr ol
S R YR A 4.79
= 3 (i) 20 7

Esta expresion, junto con la finitud de p y por tanto ¥, y que (r — b)®" — 0 en la garganta, nos

permite reescribir la condiciéon de ensanchamiento como

T0 — PO
Co =
ol

>0 justo en la garganta o cerca de ella, r =10 = b, (4.80)

SEsto se sigue de la finitud de p y por tanto de b’ via (4.30); y de la ausencia de horizonte que implica la finitud
de @’



72 Agujeros de gusano

de manera que 19 > pg. Esta tltima restricciéon implica que en la garganta, la tensiéon 79 debe ser
tan grande como para exceder la densidad total de masa-energia pg total. Esta restriccién resulta
conflictiva. A un material que cumple la propiedad 7 > p > 0 los autores Morris y Thorne lo

denominan exdtico (véase [5]).

La naturaleza exoética de la materia de la garganta del agujero de gusano resulta especialmente
problematica por sus implicaciones en las medidas de un observador que atraviesa la garganta
con una velocidad radial cercana a la de la luz (v > 1). Tal observador mide una densidad de

energia Tpp que segun la relacion entre {é,} y {€4} la podemos escribir como

Too = 7*Too F 272 BTy BT

= 7*(po — 10) + To.

(4.81)

A partir de la expresion anterior podemos notar que si el observador viaja a suficiente velocidad,

puede llegar a medir una densidad de energia negativa.

Formas de minimizar la materia exo6tica

Debido a la problemética que surge de considerar la existencia de materia exética, parece apropia-
do usar el minimo posible para la construccion de agujeros de gusano. Cuantificamos la cantidad
de materia exotica a partir de la funcion de exoticidad £(7), y nos basamos en tres métodos para

limitar la cantidad usada.

(a) Usar materia exotica (£ > 0) asegurandonos que la densidad de la misma decae de forma

rapida con el radio al alejarnos de la garganta.

(b) Usar materia exética como unica fuente de curvatura, pero confinarla a una region de radio

R,. Asi, € >0 parar < R,y pc> =7 =P =0 parar > R,.

(c) Relegar el uso de materia exotica a una pequena region central —l. > [ > +,. alrededor de
la garganta, y rodear esa region de materia ordinaria. Es decir, £ > 0 para |l| <.,y £ <0

para || > [..

4.3.7. Una solucion especifica: confinamiento de la materia exética

Para finalizar el estudio sobre los agujeros de gusano atravesables, vamos a indagar sobre una
solucion especifica propuesta por Morris y Thorne (véase [5]), la cual se basa en el método (b),
confinando la materia exética a una region finita alrededor de la garganta del agujero de gusano.
Se trata de una solucion sin fuerzas de marea radial en el interior de una superficie de radio Ry,

que se une de forma continua al exterior de la solucién de Schwarzschild. Con este fin, tomamos
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como funciones

1-n
b = bo (l:) con 0<n=cste<l, (4.82)
0

& = Py=cste, para by <r< Ry (4.83)

Dadas las funciones de forma b y ®, a partir de las ecuaciones (4.30)-(4.32) obtenemos que

b(r)
,0(’/“) = (1 - 7]) k2737 (484)
p b(r)
= ey 4.
7(r) A=)~ m2rd (4.85)
np nb(r)
P = = . 4.
(r) 21 —n)  2K2%r3 (4.86)
Bajo estas condiciones, la funcién de exoticidad es constante
n
= . 4.
€ =1 (487

Es facil notar que este "interior" satisface todas las propiedades de un agujero de gusano: Existe
una garganta para b = by (ecuacion (4.38) y notar que r/b|,—p—p, = 1); no hay singularidades
(por @ ser constante en todo punto); y el diagrama de embebimiento se ensancha hacia afuera

para n > 0 (figura 4.4).

Figura 4.4: Diagrama de embebimiento para la soluciéon sin fuerzas de marea. Se ha escogido
n=1/2 by =4.5y Rs = 6. Podemos apreciar el ensanchamiento hacia afuera tanto en la parte
con [ > 0 (morada) como en | < 0 (roja). En amarillo se observa la parte de la garganta del
agujero de gusano en donde la densidad de energia es negativa.

Por simplicidad y para poner un ejemplo especifico, en lo que sigue se asume que n = 1/2.
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Capa de transicion

Recordando la discusion sobre las condiciones de frontera (subseccion 4.3.3), las ecuaciones de
Einstein implican que 7 — 0 de forma continua cuando r — Rs, aunque permiten la disconti-
nuidad en p y P. Con el fin de llevar 7 a 0 cerca de la superficie de radio Rs, debemos unir la
solucion del interior a una capa de transicién en Ry, que, a su vez, unimos a un vacio externo en

Ry + AR. Una eleccién simple para esta capa de transicion es

p(r) = 7(55)5} (4.88)
) = T(Rs)—T(ARRS)(r—RS), (4.89)

para Rs; < r < Rs + AR. Bajo estas consideraciones, las ecuaciones de Einstein (4.27), (4.28) y

(4.32) nos aseguran que

br) = Rg)RS;(st) +b(R,) (4.90)
b— Kk2r37

'(r) = W (r—b) (4.91)

P(r) = —7(r)+ g [ (p(r)c® —7) — 7] . (4.92)

Por simplicidad, es recomendable elegir el espesor de la capa de transicion como AR = b(Rys), y
asumir que se encuentra lejos de la garganta, R > by, de forma que AR = b(Rs) < Rs. De esta
forma las ecuaciones (4.90)-(4.92) implican que, a parte de errores del orden AR/R; < 1, b, @/,

y 7 cambian de forma lineal a través de la capa, mientras que P y p son constantes:

b(r) = b(Rs)+ (T;]fs)b(Rs) , de forma que B = b(r + AR) = 2b(R,)  (4.93)
, _ r—R, B p _ B
'(r) = AR 2R de forma que ®'(Rs + AR) = R (4.94)
T(r) = 7(R—s)— r;}}:sT(RS) , de forma que 7(Rs+ AR) =0, (4.95)
Ry
P(r) = 5ipT(R), (4.96)
R
o) = Rer(R,) (4.97)

Las ecuaciones (4.93) y (4.94) nos permiten juntar la soluciéon en r = Rs+ AR a una soluciéon de
Schwarzschild (ecuaciones (4.33) y (4.34))). Las ecuaciones (4.95), (4.96) y (4.97) muestran que
las ecuaciones de estado del material de la capa son P = p/2, v "p independiente de 7". En el
apéndice A se puede ver una pequena discusion sobre la ecuaciéon de estado y el significado de la
relacion entre la densidad de energia y la presion. La eleccion de p en la capa (ecuacion (4.88))

se basa en la exigencia de que el material sea no-exético.
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Restricciones en la aceleraciéon sufrida por el viajero

Por otro lado, debemos localizar las estaciones espaciales en el borde de la regién de Schwarzschild
(ri = r2 = Rs + AR), y requerir que el viajero sea capaz de frenar en ellas sin ser aplastado
gravitacionalmente. La restriccion en la aceleracion del viajero (4.62) resulta ser mas restrictiva

que la de las fuerzas de marea (4.68) y (4.69), de forma que

B
|®'(Rs + AR)| = 57E < (9.2 x 10" m)~L (4.98)

Aqui hemos usado que B/2 = AR < R, y la ecuacion (4.94). En virtud de la forma de @

(ecuacion(4.83) con n = 1/2), esto corresponde con
Ry > 1 x 10" m(by/10 m)*/3 ~ 0.6 u.a(by/10 m)*/3, (4.99)

i.e, debemos hacer la superficie del agujero de gusano de radio Rs extremadamente grande con
el fin de mantener pequena la aceleracion de la gravedad en las estaciones espaciales. Este radio

R implica, mediante las ecuaciones (4.82) y (4.93), que

B =b(Rs 4+ AR) = 2b(Ry) ~ 1.9 x 10° m(by/10 m)?/>. (4.100)

Cuando la solucion de Schwarzschild exterior (ecuaciones (4.33) y (4.34) para r > Ry + AR) se
iguala a la de la capa (ecuaciones (4.93)-(4.97)), encontramos, a parte de correcciones del orden

AR/Rs; < 1, que ® en el interior del agujero de gusano tiene un valor de

1 B B

Esto implica que €20 = (1 — B/R;) se aleja de la unidad tnicamente por una cantidad muy
pequena de forma que el tiempo propio medido por un observador estéitico es préacticamente
similar al tiempo coordenado ¢ a lo largo del agujero de gusano. Por tanto, el analisis del viaje
a través del agujero de gusano dado en 4.3.5 se puede aplicar en este caso; y, en particular, un

viaje plausible requiere que v < (60 m/s)(by/10 m) en la garganta (véase [5]).

Velocidad del viajero

Debido a que necesitamos que las estaciones estén muy alejadas de la garganta del agujero de
gusano, y pedimos que el viaje tenga una duracién razonable, debemos exigir que el viajero tenga

una velocidad variable. Esta velocidad siempre estara limitada por las fuerzas de marea (4.69),



76 Agujeros de gusano

que para nuestro caso se reduce a

2r r\ /4 r\ %4 bo
< — i < — . .
v < <108 m> <b0> , e, v (60m/s) <b0> <1O m> (4.102)

La velocidad también se ve restringida por la demanda de que no sufra una aceleraciéon demasiado

grande (ecuacion (4.62) con v ~ 1, ® constante, y v ~ dl/d¢):

dv

— <g.. 4.103
dt ~ Yo ( )

|
| dt?

Por especificar, si pedimos al viajero que acelere alejandose de la primera estacion (parte de
abajo de la figura 4.4) con d?1/dt? = +g,, hasta que se encuentre a medio camino de la garganta,
después decelere con d?l/dt? = —g,, hasta quedar en reposo en la garganta, tras esto acelere
de nuevo alejandose de la garganta con d?l/dt?> = +9,, hasta que este a mitad de camino de la
segunda estacion, y finalmente decelere con d?l/dt? = —g,, hasta estar en reposo en la estacién

superior. Con este plan de viaje su velocidad maxima seria (véase [5])

1 1/2
Vmaz = (29@1%5) =7 % 10° m/s(Rs/10" m)'/? (4.104)
que da v ~ 1 siempre y cuando

Ry < 100 m. (4.105)

Este perfil de velocidad, v(r) asociado con el plan de viaje propuesto satisface la condicion de

marea (4.102) para todo radio; y nos da un tiempo total de viaje entre estaciones de

39R,\ /2 ) R, O\
Arp = At = ( 0" > o~ (7 dias) <1011 m) . (4.106)

Por tanto, vemos que este seria un agujero de gusano muy apropiado a un viaje interestelar.



Capitulo 5

Conclusiones

Este trabajo nos ha proporcionado una vision general de la teoria de la relatividad general, asi

como un estudio sobre dos areas de la teorfa: los agujeros negros y los agujeros de gusano.

En la primera parte, en el capitulo 2 hemos presentado el marco tedrico en el que se basa la
teorfa, introduciendo todos los conceptos necesarios para desarrollar el estudio de los agujeros
negros y de gusano. Hemos expuesto el marco necesario desde el punto de vista geométrico, e

introducido unas nociones basicas sobre teoria clasica de campos.

En la segunda parte, se ha realizado un estudio sobre dos tipos de soluciones de las ecuaciones
de campo de Einstein basdndonos en el marco tedrico expuesto anteriormente. En concreto, en
el caso de los agujeros negros, en el capitulo 3 hemos comenzado presentando la métrica general
estatica e isotrépica, para continuar con dos ejemplos especificos: la solucién de Schwarzschild
y la soluciéon de Reissner-Nordstrom. Hemos podido observar cémo ambas soluciones poseen
singularidades en la métrica, y el por qué las denominamos agujeros negros. Ademaés, en el caso
de la solucién de Schwarzschild, se ha profundizado un poco més acerca de sus orbitas haciendo

uso de la simetria de la solucién, los vectores de Killing y sus cantidades asociadas conservadas.

En el caso de los agujeros de gusano, hemos explorado la posibilidad de la existencia de "puentes"
que conecten distintas regiones del universo o distintos universos. Partiendo del trabajo realizado
con los agujeros negros, en el capitulo 4 estudiamos tanto la posible existencia teérica de estos ob-
jetos, como la existencia real, preguntandonos por su posible atravesavilidad. Hemos comenzado
introduciendo una solucién sencilla, que permite anticipar la naturaleza exo6tica de los agujeros de
gusano. A continuacién, hemos realizado un analisis de unos de los primeros trabajos sobre estos
objetos, el de Einstein y Rosen, donde estudian los agujeros de gusano a partir de las soluciones
de Schwarzschild y Reissner-Nordstrom. Y por tltimo, sobre la cuestion de la atravesavilidad de
un agujero de gusano, nos hemos basado en el trabajo de Morris y Thorne para responder a la
pregunta. En él se presenta una familia de métricas que pueden dar lugar a agujeros de gusano

atravesables; hemos desarrollado las condiciones que tendrian que tener para un posible viaje a
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través de ellos por un ser humano, a partir de las restricciones en la aceleraciéon y las fuerzas de
marea sufridas durante el viaje. De esta manera, hemos notado que seria necesaria una densidad
de energia negativa en la garganta del agujero de gusano para poder ser atravesado, la cual seria
generada por la que hemos llamado materia exética. Este hecho parece indicar que son objetos
més tedricos que reales. En un intento de evadir esta situacién de materia exoética, se puede
limitar el uso de la misma a una regién finita del espacio. Para finalizar, hemos propuesto un

ejemplo concreto de métrica que da lugar a un agujero de gusano atravesable.



Apéndice A

Ecuacion de estado para un gas ideal

clasico

En el capitulo 4, a la hora de estudiar un agujero negro atravesable, hemos encontrado una
ecuacion de estado de la forma P = p/2. Este tipo de relacion entre la densidad de energia y
la presion esta relacionada con el tipo de Hamiltoniano asociado al problema. Consideremos un

Hamiltoniano de la siguiente forma
N
H=\)_ il (A1)
i=1

asociado a un gas ideal clasico tridimensional compuesto por N > 1 particulas. En este caso p;
es el momento lineal de la particula i-ésima, y A > 0, a > 0 son dos constantes especificas del

gas.
A partir de la mecéanica estadistica es facil ver que la funcién de particion del sistema es

bl or]

donde # = KT, la constante de Boltzman por la temperatura, y I’ (%) es la funciéon gamma

evaluada en 3/a. De esta forma, la funcion de estado del sistema es

10lnZ N
= — = KpT—. A.
B3 oV 5oy (A-3)

Asi mismo, como
E —-10lnZ 3
== =— = —-NKgT A4
P=v=v o ~ ol BT (A4)

se cumple que

«
) A.
37 (A.5)
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es la relacion entre la densidad de energia y la presion (para el gas ideal). Analizando el significado

del factor /3, notamos que

» @/3=0=a=0 <= no hay dinamica
» a/3=1/3=a=1 <= H x|p] <= sistema ultrarelativista

» 0/3=2/3=a=2 <= Hx|p]> & sistema no relativista

Para el caso de la ecuacion de estado del agujero de gusano atravesable, P = p/2, tendriamos

a = 3/2. Este valor cae en medio del caso ultrarrelativista y no relativista.
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