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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Introduccion y motivacion

La Teorfa Cuantica de Campos o QFT (“Quantum Field Theory”), surge de la necesidad
de dar explicacion a procesos que ocurren a pequena escala y a gran energia. Nace a finales de
los anios 20 del siglo XX [9], con los estudios de Erwin Schrodinger y Paul Dirac que buscaban
comprender los fendmenos cuanticos a escalas relativistas. Al mismo tiempo, Werner Heisen-
berg, Pascual Jordan y Max Born, indagaban en el problema del Cuerpo Negro, surgiendo asi
la cuantizacion de un campo eléctrico. La teoria que se desarrollé a partir de estos trabajos
se llamé “Segunda Cuantizacién”, pero tenia grandes inconsistencias. No fue hasta los anos
30 y 40, que Richard Feynman, Julian Schwinger, Shin’ichiro Tomonaga y Freeman Dyson,
entre otros, consiguieron resolver los problemas matematicos que habian surgido. En 1965,
los tres primeros ganaron el Premio Nobel de Fisica por el desarrollo de la Electrodinamica
Cuéntica (QED, “Quantum Electrodynamics”™), que describe las interacciones entre fotones y

fermiones.

Pero, ;de donde nace este deseo de una nueva teoria? De manera general, la Mecanica
Cuantica describe las particulas mediante funciones de onda que son solucion a la ecuacion
de Schrodinger, bajo ciertas condiciones. El médulo al cuadrado de dicha funcién es la proba-
bilidad de encontrar la particula en una region del espacio. La probabilidad de encontrarla en
todo el espacio es 1. Si tomamos un sistema formado por un nimero determinado de particulas
y lo sometemos a un potencial cualquiera, la probabilidad de tener dichas particulas en algin
punto del espacio debe seguir siendo 1. Sin embargo, se observé que suministrando suficiente
energia, el nimero de particulas y la naturaleza de estas, podia cambiar. A grandes energias,
entra en juego la Teoria de la Relatividad. La ecuacién de la energia de una particula relati-
vista libre, £ = mc?, pone de manifiesto que la variacién en la energia equivale a variacién

en la masa. Cuando unimos ambas teorias, permitimos que el nimero de particulas de un
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sistema no se conserve, es decir, que puedan crearse y aniquilarse durante el proceso.

Se llegd a la conclusion de que la Mecanica Cuantica debia ser reinterpretada, y asi se hizo.
Se comenzaron a tratar las funciones de onda como “campos”, que toman valores continuos en
todo el espacio-tiempo, y las particulas, como sus perturbaciones o modos de vibracién, que
surgen cuando se excitan. Ahora bien, si excitamos un campo eléctrico, se crean electrones.
Puesto que estos tienen carga, se viola el Principio de Conservacion de la Carga. Para corregir
esto, se introdujo la antimateria [3]. Toda particula cargada lleva asociada una particula con
masa y espin iguales, pero con carga opuesta. A finales de los anos 20, Paul Dirac postuld
la existencia de la antiparticula del electrén, llamada positrén, y a principios de los 30, fue
descubierta. Estos hechos permiten que la teorfa sea compatible con la causalidad [3, pag. 27].

Por otro lado, tratando las funciones de onda como operadores, es posible imponer reglas
de conmutacién simétricas, si el campo es bosénico, y antisimétricas, si es fermiénico. Esto
permite recuperar el Principio de Exlusion de Pauli. Ademds, la Teoria Cudntica de Campos
asocia un espin a cada particula. Por utlimo, cabe destacar que la teoria es 1til también en
materia condensada (a bajas energias), ya que describe el comportamiento de los fonones,
encargados de muchas de las propiedades de los sélidos.

Queda evidenciada, de forma somera, la necesidad e importancia de esta teoria. Existen
dos acercamientos a la Teoria Cuantica de Campos: la integral de camino y la cuantizacién
candnica. En este texto nos centraremos, sobre todo, en el primero. La motivacién del trabajo
es llevar a cabo un desarrollo de la Teoria Cuantica de Campos, que permita comprender sus
principios y que sea accesible para aquellos que no han profundizado, todavia, en la materia.

1.2. Estructura del trabajo

El primer capitulo serda dedicado a la notacion y conceptos basicos que conviene conocer.
Comenzaremos el desarrollo tedrico, en el capitulo 3, a partir del experimento de la doble
rendija de Young, para llegar a la integral de camino. En el siguiente capitulo, perturbaremos
los campos, con el fin de que se cree una particula, se propague un tiempo y se aniquile.
Obtendremos la expresién para el propagador, que nos dara la amplitud de dicho proceso.
Por medio del estudio de las energias potenciales en campos escalares libres, se pondra en
manifiesto que cargas del mismo signo se atraen. En el capitulo 5, introduciremos los diagra-
mas de Feynman, que, siguiendo unas reglas, nos permitiran describir las interacciones entre
particulas en los campos de manera sencilla. Se verdn algunos ejemplos, para clarificar los
casos mas comunes. Esta primera parte del trabajo se ha llevado a cabo siguiendo [10].

En el capitulo 6, cambiaremos de punto de vista, para hacer una desarrollo de la Teoria

Cuantica de Campos a partir de la cuantizacién candnica. Obtendremos, de nuevo, el pro-
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pagador de un campo escalar, esta vez descrito mediante el producto ordenado temporal;
perturbaremos el estado fundamental del campo; expondremos la férmula de Reduccién LSZ
y describiremos los diagramas de Feynman usando las funciones de correlacién. Por ultimo,
haremos una pequena introducciéon a la ruptura espontanea de simetria en el capitulo 7. Ob-
tendremos expresiones para la accién y potencial efectivos para el ejemplo considerado, y

compararemos graficamente los potenciales clasico y efectivo.

En estos dos tltimos capitulos, ademés de [10], hemos utilizado [3] y [3]. El resto de la
bibliografia que se muestra, ha sido bibliografia complementaria que ha ayudado a fijar los
conceptos.



Capitulo 2

Conceptos basicos

A lo largo de este capitulo introduciremos conceptos, notacién y unidades que se usaran en
el texto. Se trabaja en unidades naturales, donde la constante de Planck, A, y la velocidad de
la luz, ¢, valen 1. En este sistema de unidades, es equivalente hablar de energia y de frecuencia

de un fotén, o de momento y vector de onda de una particula libre.

El espacio tiempo se vera como un espacio de Minkowski. La métrica de Minkowski, n*,

utilizada es la que tiene signatura (+, —, —, —):

Para los indices de las coordenadas de un objeto en 4 dimensiones (tiempo y espacio)
utilizaremos letras griegas, mientras que para uno en 3 dimensiones (espacio), se usaran las
itdlicas: ## con = 0,...,4y 2° con i = 1,...,3, respectivamente. Los vectores del espacio
tiempo vendrédn escritos como x = x# = (z°, x). La coordenada z ser4 la coordenada temporal

y x, la espacial.

La transformada de Fourier de una funcién f definida sobre el espacio de d dimensiones es

@) = [ s, con o) = [ alap@e,

y la funcién escalén de Heaviside

0, siz <O0.

9(96):{ 1, siz >0,
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La mayor parte de las veces, en lugar de hablar de Lagrangiano, L, nos referiremos a la

L= /d3x£.

La derivada parcial con respecto a la componente x# se simplificard como d,. Dado un

densidad lagrangiana L, tal que

campo ¢, escribimos

(09)* = 0,00" 0 = 11" 0,000 = (Drp)” = > _(0ip)> = (Dup)* — (Vep)™.

7

Funcionales y derivadas funcionales

De manera sencilla, un funcional se puede ver como una funciéon cuyos argumentos son
funciones. El argumento de los funcionales se escribe entre corchetes para diferenciarlo de
las funciones cuyos argumentos son numeros. Por ejemplo, el funcional de la accién clasica
es Alg] = f:f dtL(q(t),q(t),t), con g representando las coordenadas generalizadas que son

funciones del tiempo.

Sea F' un funcional definido como
FIf) = [ dyGis )

se cumple que

6f(y)

o= [ e EE - e,
o /()
i = — X
fa) W)

Un desarrollo méas detallado sobre los funcionales y sus propiedades se encuentra en [5].

Teorema de los residuos

A la hora de evaluar ciertas integrales divergentes, es util hacerlo mediante el método de los
residuos. Podemos encontrar méas informacién en [6]. Supongamos que tenemos una funcion,
f, definida sobre un dominio D C C excepto en ciertos puntos cy,...,¢, € D llamados
polos o singularidades de f en D. Sea 7 una curva orientada positivamente que constituye un

contorno de D,

/f(z)dz = 27 Zm:Res(f, Ck)-
v k=1
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La expresion Res(f,c) recibe el nombre de residuo de f en ¢. En caso que ¢ sea un polo
simple de f, el residuo se calcula

Res(f,c) =1lim(z — ¢) f(2).

zZ—cC

Funcion de Green

Sea D un operador diferencial lineal definido sobre R™, una funcién de Green es aquella
que cumple DG (z,2') = 6™ (z — 2'), donde § es la delta de Dirac. Bajo ciertas condiciones

de contorno y simetrias, la funcién de Green solucion a esta ecuacion es tnica.

Las funciones de Green nos permiten resolver ecuaciones del tipo Du(z) = f(x), de tal
forma que podemos encontrar que u(z) = [ dyG(z,y)f(y). A fin de esclarecer con ejemplos
el concepto, se puede consultar [2].

En este trabajo las funciones de Green representaran las propagaciones de particulas entre
dos posiciones en un tiempo dado.



Capitulo 3

Integral de Camino

Los cursos de mecanica cuantica suelen comenzar con el experimento de la doble rendija
de Young. En él, se hace incidir un haz de particulas sobre una pantalla con dos rendijas y el
resultado se recoge en un detector colocado a continuacién de la pantalla. Este experimento
nos permite observar la dualidad onda-corpisculo. En este primer capitulo obtendremos la

nocion de integral de camino a partir del sistema discreto que forma un conjunto de rendijas.

Consideramos una fuente S y un detector O. Entre ellos colocamos una pantalla con dos
rendijas. Por el principio de superposicién, sabemos que la amplitud de la onda que llega al
detector es la suma de las amplitudes que pasan por ambas rendijas: A(S — O) = Agendija1 +
ARendija2- Si entre la fuente y el detector anadimos otra pantalla con rendijas, observamos que
la amplitud final sera la suma de las amplitudes de todos los posibles caminos que pueden

recorrer las particulas (figura (3.1)).

Podemos seguir anadiendo pantallas y obtendremos muchos més caminos posibles. ;Y qué
ocurre si hacemos infinitos agujeros en las rendijas (ver figura (3.2))? La amplitud de la
particula que llega a O seguird siendo la suma de las amplitudes de todos los caminos posibles
desde S hasta O. El hecho de tener rendijas con infinitos agujeros es equivalente a no tener
rendijas y por tanto, la suma de todos los caminos posibles se convertira en una integral de

camino en el espacio que hay entre la fuente y el detector.

Nos proponemos obtener la expresion de la integral de caminos. Para calcular la amplitud
de cada camino lo dividiremos en segmentos de longitud [ y calcularemos la amplitud en cada

segmento. Después, tomaremos el limite al continuo, [ — 0.

Con esta idea evaluamos la amplitud de propagacion desde un estado inicial, g7, a un estado

final, gr, en un tiempo 7. Las coordenadas {¢;} representan las posiciones de una masa en el

espacio. Utilizamos el operador de evolucién temporal e 7 siendo H el Hamiltoniano del

sistema. Dividimos el tiempo T en N intervalos de longitud 6t = T//N. En notacién de Dirac
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Figura 3.1: Experimento de la doble rendija con dos pantallas. Imagen extraida de [10, pag.
8,9]
- —Z T~ ~
//////// \>/\:i——i::/7;,4o
so%:: ’/,,/—/‘\\\ - //7/
N =" s
N 7T 7
AN s -
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Figura 3.2: Experimento de la doble rendija llevado al continuo. Imagen extraida de [10, pég.
8,9]

escribimos la amplitud de la propagacién como sigue,

(gr| e T |qr) = (qp| e o0 em 0 g .

Sin pérdida de generalidad, suponemos que los estados estan normalizados. Utilizamos la
regla de completitud y llegamos a que

(qr| e qr) =

pa=s —1Hét —iHot —iHot (3 1>
= ([T day) tarl e ) ool e o) -l ),
j=1

donde (g;| es la posicién de la masa después de j intervalos de tiempo dt: t; = jot, |qr) = |qo)
y lar) = lan)-

Para resolver la integral, tomamos primero el Hamiltoniano de una particula libre: H =
p?/2m, siendo p el operador momento y |p) el autoestado asociado, con autovalor p. Nos
fijamos en uno de los factores de la ecuacién (3.1) e introducimos la regla de completitud para

10
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el momento

—q 52 m dp —i ~2 m
(qjpa| e M2 g, =/—<qj+1|e SUPE2m) | (p | ;)

2T
dp i 2 /9m,
2/2—6 P 2m) (g | D) (P gj) (3.2)
T
:/@e_i&(PQ/Qm)eip(Qj-!—l—Qj).
2

Hemos llegado a una integral Gaussiana en p cuya solucién conocemos:

(qj41] 70U /2m) gy = —im )" elim(aj+1—47)%1/(261)
’ ! 27t

12
_ m 6i5t(m/2)[(q;+1-‘1j)/5ﬂ2.
2mot

Introduciendo este resultado en la ecuacién (3.1), obtenemos

<QF’€_iHT|QI> = —im " Jhl/qu ei‘;t(mﬂ)Z;y:_ol[(qg‘ﬂqu')/&t]?‘
2ot P

Llevamos el desarrollo al limite continuo haciendo tender N — oo y 6t — 0, donde
Not =T, entonces

@ﬂamﬂwwi/amwhﬁwﬁ (3.4)

siendo Dq(t) la representacién de los posibles caminos tal que

/ Dg(t) = lim (;ZDW (ﬁ/ d%> |

A través de esta ecuacién estamos integrando sobre todos los posibles caminos, ¢(t), que van

desde ¢; = q(0) a ¢p = ¢(T). En el limite al continuo, hemos hecho los cambios (gj+1—¢;)/6t —
gy SV et — [ dt.

De forma general, si consideramos un Lagrangiano L(q, q) obtenemos que
(arl e i) = [ Dafe)et 5 i), (35)

Esta expresion incluye todas las trayectorias posibles que puede seguir una masa desde un

estado inicial, |I), a un estado final, |F').

11
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Figura 3.3: Representacion de los objetos masivos situadas en los vértices de una malla bidi-
mensional.

Podemos pasar de la ecuacion en unidades naturales al sistema internacional introduciendo
h en en la exponencial para hacerla adimensional, entonces

(gr e HT |gp) = / Daeis,

donde S = [dtL(q, ) es la accién cldsica el sistema.

Si hacemos tender A — 0, la integral oscila cada vez mas rdapido. Los términos de la
integral se anulan entre ellos y permanecen solo aquellos caminos que son puntos criticos de
S, es decir, cuando A — 0, la integral esta dominada por los caminos que son solucién a las
ecuaciones clasicas de movimiento. Hemos recuperado el limite clasico. Para ver un desarrollo
mas detallado de este hecho, consultar [1, pag. 20].

Llamaremos Z = (Q] e *#T|Q) a la funcién de particién de nuestro sistema de una tnica
masa con Hamiltoniano H, tomando |{2) como el estado de la posicién inicial.

3.1. N variables y limite al continuo

En esta seccion vamos a generalizar los resultados anteriores. En primer lugar, consideramos

N masas situadas en los vértices de una malla como se observa en la figura (3.3).

Las masas estan separadas una distancia [ entre ellas y los muelles representan sus inter-
acciones. El Hamiltomiamo del sistema, cuando las masas se encuentran bajo la acciéon de un
potencial V', viene dado por H = Za T =—p2+V (G, ..,qn), donde p, es el operador momento
de la masa a-ésima, ¢, es el operador posicion y ¢, su autovalor, que representa la posicion
relativa a la de equilibrio, g, = 0, en la direccién perpendicular la plano. La accion clasica del

12
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sistema pasa a ser

S(q) :/0 dt [Z %maqg - V(Ql,m,QN)] )

y la funcién de particion del sistema
= (Qe Q) = /Dq(t)eis(q).

Supongamos que queremos hacer un estudio a grandes escalas de longitud. Esto equivale a
llevar la longitud de cada celda de la malla al limite [ — 0. Reemplazamos el indice a de
cada masa por un vector posicién en dos dimensiones, x, y la variable ¢, por ¢, entonces
¢a(t) — @(t,z). La funcién ¢(t,z) se llama campo. Consideraremos un sistema homogéneo
de objetos de masa m. El sumatorio relativo a las energias cinéticas de las masas pasa a ser

una integral sobre la posicién por unidad de longitud, [. La parte cinética la podemos escribir

Z maqa — /d ZL’§Z—2 8tg0

CcOo1mo

y llamaremos o = m/I?.

Supongamos que no tenemos potencial externo actuando sobre el sistema, entonces desapa-
recen los términos lineales del potencial del sistema. Si aparecen términos cuadraticos que se
corresponden con el primer orden de interaccion entre las masas y términos de érdenes ma-
yores: V(q1,q2, .-, qN)= D %kab(qa —q)? + ... La constante k,;, es el andlogo a la constante
elastica de los muelles. Tomando el sistema de la figura (3.3), hay interaccién unicamente
entre masas contiguas, por lo tanto k,;, # 0 solo si a y b son puntos adyacentes en la malla. En
el limite al continuo, podemos escribir d,¢ ~ (¢, — q)/!, con la derivada hecha en la direccién
que une los puntos de la red a y b.

Juntandolo todo llegamos a que

st - ste) = [t [ eac
= /OT / de%[UQ?w — p(02p + Do) +

donde el pardmetro p contiene la constante de interaccién que une los puntos de la red.

(3.6)

Si pensamos en la interacciéon a primeros vecinos como un muelle, se corresponde con la
constante elastica entre dos puntos de la red. El resto de sumandos que no hemos escrito

2

son contribuciones a érdenes mayores de ¢ que despreciaremos. Si escribimos p = oc¢” siendo

¢ la velocidad de fase de las ondas en la red, y reescalamos ¢ como ¢/+/o, tenemos que
L(p) x Ofp — (2o + Oje) -

Para poder llegar a un resultado consistente con lo que ocurre en la naturaleza, actualmente
el estudio se hace de la siguiente forma: decidimos qué simetria puede haber; vemos cémo se
transforman los campos bajo esas simetrias y escribimos la accién de nuestro sistema.

13
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Figura 3.4: Descripcién del campo en una dimension.

Generalizando al caso de D = d + 1-dimensiones espacio-temporales, llegamos a que

1 1 g A
_ d,. |+ 2 L 292 9§ 3 A 4
S—/d:v{Q(&p) 5™ TR +..., (3.7)
con (9p)? = 9,p0"p la métrica de Minkowski descrita en el capitulo 2.

Notemos que, al imponer que aparezcan al menos dos derivadas temporales y tener inva-
rianza de Lorentz, llegamos a una densidad lagrangiana de la forma £ = $(9¢)? — V(¢). A

partir de ahora vamos a restringir el potencial a una funcién polinémica.

Finalmente, tenemos que la integral de camino tomando un campo escalar en (d + 1)-

dimensiones espacio-temporales resulta

7 = / D' [ #12£() (3.8)

La informacion fisica se encuentra codificada en las integrales de camino, luego nuestro

problema reside en evaluar dichas integrales.

3.2. ;Qué hemos visto hasta ahora?

Veamos la idea fisica que hay detrds de estos desarrollos matematicos. Supongamos que
tenemos un sistema discreto de masas colocadas formando una cadena en una dimensién
como en la figura (3.4). El eje sobre el que descansan seria el eje X. Al perturbarlas, las masas
se excitan de forma que se mueven en la direccién del eje Y hacia arriba o hacia abajo.

En el limite al continuo, el campo es la funcién ¢(x) que nos describe la perturbacion.
Podriamos considerar el sistema una cuerda, y la excitacién daria lugar a un desplazamiento
de la posicion de la cuerda.

14
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Al pasar a dos dimensiones, el esquema discreto se corresponderia con el de la figura (3.3).
Cuando perturbamos el sistema, cada masa, a, se desplaza en la direccion del eje Z. Al llevarlo
al limite continuo, podriamos imaginarnos el movimiento ondulatorio que sigue una sabana

agitada o la superficie del agua.

De modo que estas “masas” no son mas que la discretizacion de un sistema continuo. Un
instrumento utilizado para derivar la accion del campo al tomar el limite al continuo. De
manera general, al perturbar un sistema en d dimensiones pasamos a tener uno en D =
d + 1 dimensiones. El campo clasico representa la posicién del medio continuo en la direccién
adicional.

Cuando cuantizamos el campo, estamos permitiendo que el campo adopte diferentes con-
figuraciones. El resultado final es la superposicion de todos los posibles escenarios, cada uno
con una amplitud de probabilidad determinada. El campo cuantizado tiene un ntimero deter-

minado de modos de vibracion posibles que se identifican con las particulas.

15



Capitulo 4

Perturbaciones de los campos

Cuando perturbamos un campo, este vibra. La vibracion se propaga por el medio durante
un tiempo después del cual, el sistema vuelve a ser perturbado y recupera su estado fun-
damental. Estas vibraciones del campo reciben el nombre de particulas. A lo largo de este
capitulo estudiaremos cémo se propagan las particulas. Llamamos fuente al punto del espacio
tiempo donde se provoca la perturbacién que crea las particulas y sumidero al punto donde
se aniquilan tras haberse propagado un tiempo determinado. Por convenio, diremos que la
energia del sistema en el nivel fundamental es cero.

4.1. Propagaciéon de una particula

Comenzamos con un sistema discreto formado por N particulas que se encuentran bajo
la accion de un potencial. Si queremos perturbar el sistema en la posicién a-ésima, debemos
anadir un término de la forma J,q, al potencial. Pasando al limite al continuo, tomamos la
funcién J (¢, z), denominada fuente, que describe la perturbacién en el punto (¢, z) del espacio-
tiempo. Al potencial del sistema debemos anadirle un término de la forma — [ d%z.J(z)p(z).

La funcién de particion del sistema perturbado pasa a ser:

7 _ / Dyget | 443067~V (o) +I (@)@ (A1)

Esta integral se sabe evaluar solo si V' es el potencial de un campo libre: V = %m2g02. En

los desarrollos sucesivos, a no ser que se indique lo contrario, tomamos d = 4.
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4.2. Campos libres

Pongamos por caso que tenemos una densidad lagrangiana de la forma
1
L(p) = 5[(09)" = m*¢7]. (42)

Suponemos que los campos van lo suficientemente rapido a cero para que se cumpla que,
al integrar a todo el espacio, [ d'z(dp)* = — [ d*zpd?p. Teniendo en cuenta el desarrollo del
apéndice A, la ecuaciéon de movimiento del sistema es

(0% +m®)p =0, (4.3)

y se llama ecuacién de Klein-Gordon'. Su solucién es la superposicién de ondas planas de

wt—k-x) 2

la forma ¢(z,t) = € con w; = k? + m?. En unidades naturales, la expresiéon de la

frecuencia coincide con la de una particula relativista de masa m.

La funcién de particiéon asociada al campo libre es

7 — /Dsoeifd‘lac —%cp(82+m2)<p+¢]<p}' (44)

Para evaluar esta integral, tomamos un volumen y un intervalo de tiempo finitos y lo
discretizamos. En esta “caja”, tendremos un nimero finito de posiciones del espacio-tiempo
posibles, dadas por 1, ..., zy, de tal forma que ¢; = ¢(z;), con i = 1,..., N. La variable ¢;
representa el desplazamiento, respecto a la posicion de equilibrio, en una nueva direccién, del
punto del espacio tiempo dado por la coordenada z;. La integral por unidad de longitud se

convierte en un sumatorio a las posibles posiciones:

/d%[—%gp@? +m?)p + Jo) —>AxAtZ [—%gp(xi)@? +m?)p(x;) + Jgp(xi)}

N
1
:AxAtZ [—iqi(az + mZ)Qi + J%} 5
=1

siendo Az y At la amplitud de los intervalos de volumen y de tiempo, respectivamente, en
la discretizacién del sistema. Los valores del campo ¢ permanecen continuos y se encuentran

en (—o0,400), luego también ¢;, i = 1, ..., N, toma valores en ese intervalo. Los operadores

'La generalizacién del operador Laplaciano, 92, al espacio de Minkowski suele denotarse también por O y
se conoce como operador D’Alembertiano.
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diferenciales se transforman en matrices. Denotamos por A, al operador (9% + m?). En el
sistema finito discreto, la ecuacién (4.4), se reescribe como

+eo teo teo i ; 211 N /2 i -1
/_Oo /_Oo /_Oo dqidgs . . . dgye2949ta = <—((iet(1)4)> e 274 (4.5)

donde, hemos usado que
+oo i 2mi
d sTAT _ .
/_oo T det(a)

En el limite al continuo, denotamos por D(z —y) al inverso del elemento de la matriz A que

conecta los puntos z e y del espacio. La identidad A- A~! = I, que expresada por componentes
es AijA;kl = 0;x, se transforma en el continuo en

—(*+m*)D(z —y) =W (z —y). (4.6)

La funcién D(z — y) es una funcién de Green llamada propagador y da la amplitud de
la propagacién de una perturbacién del campo desde un punto x a un punto y del espacio-
tiempo. Vamos a centrarnos en encontrar la expresion del propagador. La transformada de

Fourier del propagador sera

D(x —y) = / (;iﬂl;ﬁ(k)eik(x_y), (4.7)

que debe satisfacer la ecuacién (4.6) escrita en el espacio de momentos: (k* — m?)D(k) = 1.

Despejando el propagador'’, encontramos

dAk eik(a:—y)

El vector k = (k°, k), cumple que k* = k'nk = (k°)* — k? y kx = k°2° — kz. Sustituyendo
en la expresion anterior y separando la integral en parte espacial y parte temporal, tenemos

que
&k dk° @)
D(z —vy) :/ e_m(”"_y)/— . (4.9)
2n)? 27 (O — 12 —m?
"En cierta bibliograffa como [7] o [¢], se utiliza la relacién —(9% + m?)D(z — y) = i6™*) (z — y), obteniendo

un factor ¢ de diferencia con [10]:

d*k i Tik(x—
Dz —y) = / (2m)4 k2 — m2© .

18



Universidad de Oviedo Introduccién a la
Curso 2021-2022 Teoria Cuantica de Campos

L

I oR
Wi I

Figura 4.1: Polos de la integral (4.10).

Nos centramos en evaluar la parte temporal de esta integral. En primer lugar, vemos que
la integral tiene dos polos en k% = 4+/k + m?2. Tomamos ¢ > 0 tendiendo a cero y hacemos
el cambio m? — m? — ie. Definimos w;, = vk + m2. La parte temporal de la integral resulta

+oo 710 k0 (z0—y0)
/ A (4.10)

0o 2m (K0)2 —wi +ie

La integral se puede calcular en el plano complejo k°. El sumando ie desplaza ligeramente

los polos, +wy, como se muestra en la figura (4.1), cuya expresién ahora es

1€ 1€
KO = twpy 1 — = 4w, (1 — — ).
@ wk( m)

Para resolver la integral (4.10) diferenciamos dos casos: 2° —3° > 0y 2° — 3° < 0. En el
. . i.0(,,0_,0 , . . .
primer caso, la exponencial e*® ®"~%") estard amortiguada si cerramos el contorno superior-

mente. Realizaremos la integral del contorno que se muestra en la imagen (4.2) y haremos

ic 1 eh@"=y")

y evaluamos la integral [ dk°f(k°) aplicando que

a — o0. Llamamos

/t dkof(k:o):/a dkof(k;o)+/ dk° f (k). (4.11)

—a
Por el teorema de los residuos, tenemos que

/ dk° f(K°) = 2miRes(f, —a) = 2mi lim (k° + ) f(k°)
contorno Mo—a (412)

—ia(a:o—yo)

2a

e
= —1
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@,

a I a

Figura 4.2: Contorno a evaluar para resolver la integral (4.10) cuando 2° — y° > 0.

La integral sobre el arco de circunferencia resulta

1 eiko ('730 _yO)

04070y — * R X
s =5 | et < g
a

a 1
= — < 0.
2 areo |(K9)? = @] = 2(a? = 0?) ae

Sustituyendo en la integral (4.11) y haciendo € — 0, tenemos que

/+OO dkO eiko(axo—yo) i

= k@), 4.13
Coo 21 (K9)2 —wi+ie 2 (4.13)

nélogamente, si ” — y” < 0, cerramos el contorno por debajo y obtenemos que
Anal te, si 2 — 3% < 0 1 cont debaj bt
oo 710 k0 (20 —y0) S
/ = ), (4.14)
oo (2m) (K9)? — wi 4 ie 2wy,

En este caso, el signo negativo aparece al cerrar el contorno con un arco orientado negativa-

mente.

Definimos las funciones

3
D> (x —y) = —i / (Le—i[wuw—yowk(w—y)],

27)3 2wy, (4.15)
Bk i (00 '
D — ) = —i [ —EF @) k()
(r—y) =i / (27)320; !
y el propagador
D> (z —y), sia® > y°,
Dp(z —y) = 4.16
r(z =) { D<(z —y), si 2% < 4P (4.16)

El propagador puede ser expresado también por medio de la funcién escaléon de Heaviside:

Bk : 0_.,0
Di(r —u) = —i | ———— 10(2° — 30) e Hwr (@ =) +k(z—y)]
o =y) = =i [ 0 4 o

+9(y0 _ $0)€i[wk (20 —y%)—k(z—y)] 1.
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Este propagador recibe el nombre de propagador de Feynman, u ordenado temporalmente,
y estard relacionado con las lineas internas de los diagramas de Feynman que representan la
propagaciéon hacia delante en el tiempo de las particulas virtuales con energia wy.

Si evaluamos la integral (4.10) utilizando otros contornos, podemos obtener los propagadores

avanzado -,
Doao(x —y) = Q(yo — xo) / m sin [wk(xo — yo)]e_ik(x_y), (4.18)
o retardado
Dyet(x —y) = —Q(IO — yo) / ﬂ sin [wk(xo — yo)]e_ik(“”_y). (4.19)
(27)3wg

4.2.1. Potenciales de un campo escalar

Utilizando la expresién (4.5) y la del operador de Feynman, podemos reescribir la funcién
de particién de un campo libre, (4.4), como

7 = e~ 4 d'adtyI@)Da-1)I(w) (4.20)

donde C es la constante que aparece en la ecuacién (4.5), y se corresponde con el valor de
Z(J = 0) cuando no tenemos fuente. Definimos el funcional W tal que Z(J) = Ce"ll y su

expresion serd

WlJ] = —% /d4xd4yJ(x)D(x —y)J(y). (4.21)

Pasamos al espacio de momentos utilizando la ecuacién (4.8) y la expresién de la transfor-
mada de Fourier de la fuente J(z) = [ d*kJ(k)e™. El resultado es

WL =~ / éﬂ;j*(k)kz;j(k). (4.22)

—m? +ie
Imaginemos que tenemos dos fuentes localizadas en dos puntos distintos del espacio J; y
Jo, es decir, J(x) = Ji(x) + Ja(x). En W[J] aparecerdn términos de la forma Jy.J;, J3Js,
JiJy v J3Jp. El primer término, J;J, lo tendremos tanto si existe la fuente J como si no
y fisicamente representa la creacién de una particula en la region en la que se encuentra J;
y su aniquilacién en la misma. Lo mismo ocurre con el segundo término, por lo que vamos

a centrarnos en el tltimo en el cual tenemos interaccién entre las dos fuentes. El término de

WJ] asociado es

—m?2 +ie

—%/%Jf(k}%ﬁ(/{), (4.23)

y se corresponde con la creacién de una particula en la fuente J; que se propaga en el espacio
tiempo hasta J, donde se aniquila como se observa en la figura (4.3).
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Figura 4.3: Representacion de la creacién de una particula en J; y se aniquila en Js.

En caso que J; y Jy se superpongan en un cierto k y que k2 —m? — 0, entonces W se hara
muy grande. Tendremos un pico de resonancia cuando k% = m?2, que en unidades naturales es
equivalente a pedir que se cumpla la ecuacién de Klein-Gordon.

Pongamos ahora por caso que tenemos dos fuentes, J; y Jo, de la forma J, = ¢,0(x — x,)
con q, real y a = 1,2. J(z) = Ji(z) + J2(x) es la suma de dos fuentes independientes del
tiempo, cuya contribucién es grande en los puntos del espacio x; y x5. Sustituyendo en la

ecuacion (4.21) y pasando al espacio de momentos, tenemos:

RN / K ooy / & 1
Wil = 2 /dx /dy or (277)3J ) k? —m?2 + i5J<k)7 (424)

donde hemos separado la parte temporal de la espacial. Nos fijamos de nuevo en los términos

de interacciéon de las dos fuentes y sustituimos las deltas de Dirac por sus transformadas de

dko 07,00 d3]€ eik(‘“_”)
— [ da® d“/—”ﬂ“‘y)/ . 4.25
/ x / N e N o B~ T e (4.25)

Notemos que en la expresién anterior el factor 1/2 desaparece ya que intervienen los térmi-

Fourier:

nos de J;Jy y J3J1 que son iguales. Hacemos la integral en dy":

dyo —ik0y0
T ek sk,
1= (5°)

Para que la expresién (4.25) no se anule debemos hacer kg = 0, entonces k* — m? + ic =
—k? — m? + i y podemos hacer ¢ — 0:

dgk eik(zl—mg)
0
(&) ([ o) 420
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Recordemos que en mecanica cuantica, el valor esperado del operador de evolucion temporal
es (Q] T |Q) ~ e *FT cuando T es muy grande, y siendo E la energfa del estado inicial
Q. Ademss, tenemos que Z = Ce'V, por tanto £ = —WT, siendo E la energfa debida a la
presencia de las fuentes. En particular, la energia debida a la interaccion entre las dos fuentes

separadas por el vector r = x1 — x5 viene dada por

d3k 6z‘kr
E = —/ (27T)3q1Q2 k2 i m2 . (427)

Tengamos presente que la expresion (4.26) solo depende temporalmente por medio de la
integral en d2°, por tanto, T’ = [ dz°. La integral anterior estd evaluada en el apéndice B y
el resultado es

192 _
— NP2 498
4d7r ( )
donde r = |r| = |z1 —z3|. Si hacemos ¢; = g, = 1, la energia es siempre negativa. La presencia

de dos fuentes, es decir, la perturbacion del campo en dos puntos, provoca una disminucion
de la energia. Hemos obtenido la expresion de un potencial atractivo para cargas, q; y gz, del
mismo signo. Si la distancia r se hace muy grande, £ — 0; al contrario, la energia decrece
segun las dos fuentes se acerquen. Concluimos que el intercambio entre dos puntos del campo
de una particula de masa m produce la fuerza. Por ejemplo, el potencial de Yukawa es de la
forma de (4.28): el intercambio de unas particulas con masa llamadas piones es responsable,
en parte, de las fuerzas de interaccion fuertes entre neutrones y protones en el nicleo atémico.
En funcién de la particula que se intercambie, tendremos una masa diferente y por tanto, un
potencial y una fuerza asociada. En particular, si hacemos m = 0, obtenemos £ o< —1/r, como
el potencial de Coulomb o de Newton, y la fuerza asociada F o< 1/r2. Las particulas sin masa
foton y graviton estan asociadas a la fuerza electromagnética y gravitacional respectivamente.

Teniendo en cuenta las simetrias que se conservan podemos tener campos de diferentes
tipos. En caso en que el campo sea invariante bajo rotacién o transformacion de Lorentz,
es decir, un campo escalar como el que hemos considerado en este capitulo, se le asocian
particulas de espin 0. Si el resultado de la accién del campo es un vector, se llama campo
vectorial, es invariante bajo rotaciones completas y se le asocian particulas de espin 1. Otros
objetos de interés son los espinores: debemos hacer que el espacio dé dos vueltas completas
para consguir que el espinor dé una. Los campos espinoriales estan relacionados con particulas
de espin 1/2.

4.3. Campo vectorial

Uno de los ejemplos mas importantes de campo vectorial aparece en la electrodinamica
cuantica o QFED. Esta es la cuantizaciéon del campo electromagnético.
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La densidad lagrangiana del campo electromagnético viene dada por £ = —1/4F,, F*,
donde F,, = 0,4, — 0, A, es el tensor electromagnético y A, (z) el potencial vector. Estamos
tratando un campo vectorial que lleva asociada como particula el fotén de espin 1 y masa
nula. Sin embargo, para hacer el desarrollo vamos a considerar una particula de espin 1 general
con masa m y después haremos que dicha masa sea cero. Al Lagrangiano anterior debemos
anadirle el término de la masa y una fuente, J*. Dicha fuente se corresponde con la corriente.
Suponemos que se conserva y entonces d,J* = 0. El Lagrangiano resultante es

1 1
L=~ Fu " 4 oA A+ A"

La accion asociada al campo es

S(A) = / d'zL = / d'x (—EFWFW + %mQA#A“ + Aw)

4
! (4.29)
= /d4x {EAH[(E)Q +m*)n — O A, + ANJ”} .
Por analogia con el desarrollo hecho del campo escalar, debe cumplirse que
(0% +m) — 00" D,x(x) = 0™ (), (4.30)
y para que se cumpla, la funciéon D, debe ser de la siguiente forma:
d*k , d*k —nun + k,ky/m?
D(z) = | ——==D,\(k)e™ = R e, 4.31
)\(.73) / (271')4 A( )6 / (27’(’)4 k2 — m?2 € ( )

Llamando G,\ = n,\ — k,ky/ m?2, obtenemos el propagador de una particula con espin 1y

masa m: G
A2

Buscamos ahora la expresion del potencial del campo vectorial y obtenemos que

1 d*k —N + Kk, /m?
_ _ = w * 124 nov v . 4.
W) = =3 [ ey e BRI (4.39

Supusimos que la corriente se conservaba, lo que se traduce al espacio de momentos como

k,J# = 0, luego para tener alguna contribucion en la integral anterior, debe cumplirse v = p.
Anadiéndolo a la ecuacion anterior tenemos que

—m?2 +ic

W)= 5 / %Jﬂ(/{)*%@(m (4.34)
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Si consideramos que las dos cargas que generan las fuentes son iguales, por analogia con las
ecuaciones (4.23) y (4.34), encontramos la siguiente expresién para la energia potencial

1
EF=—e ™.
4WT€

Esta energia es positiva mientras que la que encontrabamos en (4.23) era negativa, por
tanto cargas iguales se repelen y cargas opuestas se atraen. Por ultimo, haciendo m = 0,

encontramos 1
EFE=—, 4.35
4dr ( )
la expresion para la energia potencial que adquiere un fotén intercambiado entre dos cargas

iguales separadas una distancia 7.

4.4. Campo tensorial

Las particulas de espin 2 se encuentran bajo la accién de campos tensoriales, aquellos que
a cada punto del espacio-tiempo le asigna un tensor. Los cédlculos son més complicados que
en el caso de los campos vectoriales, por lo que en este trabajo vamos a dar directamente los
resultados.

El propagador en este caso, vendria dado por la siguiente expresion

(GM)\GZ/U + G}LUGV)\) - %nuuG/\a
k2 — m?2 ’

D,uu,)\a(k:) -

Al igual que hemos visto como es la energia potencial entre dos particulas con la misma
carga, veamos qué ocurre con dos masas. Hablar de masa equivale a hablar de densidad de
energfa y esta se corresponde con la componente 7% del tensor energia-momento. Considera-
mos un campo tensorial dado por el graviton al cual le vamos a asignar una masa m, como

hicimos con el caso del fotén. Tenemos que

1 d4]€ (GH)\GZ/O' + G;wGl/)\> - 277 VG)\U
_ _ = v * 3K

T (k). (4.36)

Centrandonos tnicamente en la primera componente del tensor

1 4 1+1-2
'k oo, +1—-3

y comparandola con la expresién de la ecuacién (4.34), observamos que difieren en un signo.

En este caso, la expresiéon para la energia potencial serda negativa, por lo que la fuerza es
atractiva cuando la energia o la masa son positivas.
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4.5. Conclusiones

Si perturbamos el campo en un punto del espacio-tiempo, se crea una particula que se pro-
paga durante un tiempo y después se aniquila, provocando que el campo recupere su estado
inicial. En funcién del campo que estemos considerando encontramos diferentes potenciales.
Si consideramos cargas iguales y campos escalares, el intercambio de una particula de espin
0 produce una fuerza atractiva; en el caso del vectorial, la fuerza es repulsiva; y en el tenso-
rial, de nuevo atractiva. La particula intercambiada se denomina particula virtual, porque no
puede ser observada. Se introduce en el esquema tedrico a fin de dar explicacién a las dife-
rencias en energia y momento que surgen de las interacciones, es decir, cuando dos particulas
interaccionan puede darse que una pierda energia y la otra la gane, y la particula virtual es
la encargada de transportar dicha energia de un punto al otro.

Cuando consideramos el caso de la electrodindmica cuantica encontramos que dos cargas
del mismo signo se repelen. Por ejemplo, la interaccién de dos electrones produce un cambio
en sus momentos que asignamos al intercambio de fotones. Durante este proceso pueden
intercambiar un tnico fotén o dos fotones, entre otras cosas. Este tipo de interacciones sera
descrita por los diagramas de Feynman. En cada proceso intervienen diferentes diagramas y
el resultado final serd la suma de todos ellos, cada uno con una amplitud de probabilidad
determinada.

En el dltimo caso, la interaccién entre dos masas daba lugar a un potencial negativo, es
decir, a una fuerza atractiva. Esta es la razén de que sintamos la gravedad que atrae nuestros
cuerpos a la Tierra. Si bien estd fuera del contenido de este trabajo, cabe destacar que la

Teoria Cuédntica de Campos no puede describir el campo gravitatorio.
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Capitulo 5

Diagramas de Feynman

Los diagramas de Feynman nos muestran las trayectorias que siguen las particulas desde
su creaciéon en una fuente hasta su desaparicion en un sumidero. Existen diferentes formas de
llegar a los diagramas de Feynman: la primera, que haremos a continuacién, por medio de la
integral de caminos y la segunda forma, mediante el formalismo candnico, que introduciremos

en el siguiente capitulo.

Hasta ahora, hemos considerado sistemas formados por particulas libres, es decir, que no
interaccionan entre ellas. Estos tenian facil resolucién ya que la integral a la que llegdbamos
era una integral gaussiana. Sin embargo, en cuanto anadimos términos anarmonicos, evaluar
la integral es mas complicado. Introducimos aqui los diagramas de Feynman que facilitan
mucho los cédlculos. Anadimos un término —%gp‘l a nuestra funciéon de particiéon y vamos a

tratar de evaluar integrales de la siguiente forma

2(7) = [ DpetTtetioer et (5.1)

5.1. Sistema en una variable

En primer lugar, consideramos la integral ordinaria

+oo
Z(J) = / dqe_%"ﬁqz_%q‘l"ﬁ]q. (52)

Obviamente, en el caso A = 0 recuperamos la integral gaussiana. Expandimos la exponencial
de la ecuacién (5.2) en términos de A:

+oo A 1/2\?
Z(J) = / dge— 3>+ [1 - Iq4 += (—) ¢+ ...

) > (4 . (5.3)
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Notemos que [ dge’ig™ = (%)” / dge’?, luego la integral anterior resulta

AN/ d\Y 1 /2\?/d\® +oo
Z(J)= 1=\ 73 =] (5 dge 2™ T
() [ 4 (dj) +2(4!) (dj) * / a°

+o0 1/2 2
(. d 1 2m A4 "
— 3‘4!([“)4/ dge 2™ = (_2) e~ 1@ e3mz .
- m

(5.4)

o0

Expandiendo ambas exponenciales en suma de potencias,
o\ A1 [ A dN| 1Y
Z(J)=|— —|—-—= = — | — 5.5
(1) <m2> ;p! [ 4! (dJ) Tz;r! (2m2) ’ (5:5)

podemos obtener los términos que nos interesen en orden de A y J. Por ejemplo, si queremos
el sumando en Z que va como \ y J4, basta tomar p = 1 y r = 4 en la ecuacién anterior. El

(%) o0

y los diagramas asociados se muestran en la figura (5.1): J representa la fuente o sumidero

sumando resultante es

y como tenemos J* en cada diagrama deben aparecer 4 finales de linea donde la particula
empieza o acaba su recorrido; A representa la interaccion, que viene dada por un punto de
union entre las lineas, es decir, un vértice. De la misma forma, si buscamos el sumando en el
que hay dos vértices, A\?, y cuatro finales de linea, J*, extraemos el término con p =2y r =6

en la ecuacion (5.5):
2r\'"? 12!
— Y A .
() s >0

En la figura (5.7) vemos los diagramas asociados al término anterior. En todos ellos tenemos
cuatro fuentes o sumideros donde se crean o aniquilan las particulas, asociadas a J*, y dos
vértices donde las trayectorias de las particulas se cruzan provocando la interaccién, A\2. En la
figura se observan diagramas muy diversos, més adelante haremos un estudio mas detallado

de ellos.

En la ecuacién (5.2) hicimos el desarrollo en términos de A, sin embargo, podemos hacerlo

también en términos de J, obteniendo lo siguiente:

0o 1 +o00
2() =3 5T / dge 2™~ 0" o (5.8)
s=0 ' —o°
Introducimos la funcién
(s) 1 e m2q?—2q* s
GY = 7(0.0) dge™ 2 RN (5.9)
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] / / ] J /
/18 A A
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Figura 5.1: Diagramas asociados al término A\J* (ver ecuacién (5.6)).

] ] ] ] ] ] ] ]
A A ,"8 é 6 O
A i
] J ] ] ] J ] ]
J J ] ] J ] ] ] J I A
A A
A _
A 48 A A
J J ] J J ] J ] ] J

Figura 5.2: Diagramas asociados al término A\*J* (ver ecuacién (5.7)).

que sera el analogo a una funcién de Green en Teoria Cuantica de Campos. Esta funcion se
evalia en términos de A usando

*%q‘l_ > 1 )\ 4 2 510
e ¥ = Z;H _ﬂq ’ (5.10)
p_
y reescribir la ecuacién (5.8) como
— 1
Z(J) = 2(0,0)> gJSG<S>. (5.11)
s=0

Hemos visto hasta ahora que la funcién de particion se representa como una combinacion de

diagramas de Feynman en diferentes proporciones, dependiendo del coeficiente que acompane
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Figura 5.3: Diagramas sin fuentes externas: el primero con un unico vértice asociado con un

término \; los otros con dos vértices asociados a A\2.

] I ] ] ] A

A
A <O

(a) (b)

Figura 5.4: Diagramas de Feynman disconexos, suma de diagramas conexos.

a A"J™. Recordemos que
Z(J,\) = Z(J =0,\)eV N, (5.12)

donde Z(0, \) contiene aquellos diagramas que no poseen fuentes externas, como por ejemplo

los que se encuentran en la figura (5.3). Expandiendo también esta exponencial, tenemos que

ZUN =2 =003 %W”(J, A). (5.13)

Como hemos dicho, el primer factor, Z(J = 0, ), es suma de diagramas que no poseen fuen-
tes externas. Sin embargo, Z estd compuesto por diagramas conexos y no conexos. Aquellos en
los que intervengan fuentes externas deben estar contenidos en la exponencial de (5.12), luego
asumimos que W(J, A) es suma de diagramas conexos. El nimero de componentes conexas
que formen nuestro diagrama disconexo nos dara la potencia de W que estamos consideran-
do. Por ejemplo, en la figura (5.4) tenemos dos diagramas disconexos: el primero, (5.4a), estd
asociado al término [W(J,\)]?/2! y el factor 1/2 pone en manifiesto que el diagrama es el
mismo aunque cambiemos el orden de las componentes; el segundo, (5.4b), estd asociado a

(W (J,N)]3/3!, ya que estd compuesto por tres componentes, su orden no influye y de ahi el
factor 1/3!.
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5.2. Sistema discreto en N variables

Al igual que hicimos en el desarrollo de la integral de caminos, consideremos ahora una
generalizacion del caso anterior tomando el sistema con mas variables:

+o00 +o0 +o00 —lqAQ—Aq‘l-&-Jq
Z(J) — dqlqudQNe 2 4T ,
—00 —0o0 —00

y resolviendo la integral Gaussiana,

1/2

Teniendo en cuenta que ¢* = >"." | ¢7 y que los subindices ¢ indican las posiciones en la red,
expandimos e’? y obtenemos

N

| —

Z(J) =)

s=011=1

—+00
Jiy o / dqy . .. que_%q“m_%q‘“rjqc]i1 o Q-

N
is=1 o0

!

V)

Introducimos la funciéon de Green a s-puntos,

1 +oo 1 A4
G :—/ dqi ... dgnqe 27910 g, g, 5.15
11,eeeyis Z(O7 0) . q1 gnqie qiy qis ( )

y tenemos

oo N N
Z() =200 > ... %J LG (5.16)

Veamos qué informacién esconde esta funcion de Green. Si recuperamos la ecuacién (4.5)
y la diferenciamos dos veces con respecto a .J, encontramos

1 +o00 L 9
A, = dq ... dgne 2" Ygq. = GP(\ = 0), 5.17
( )J Z(0,0) /Oo q1 qN 4i4; ij ( ) ( )
que no es mas que la funcién de Green a 2-puntos cuando A = 0 y se corresponde con el
propagador de i a j. Podemos escribir las funciones de Green en términos de la matriz A7,
Como antes, la funciéon se evaliua en términos de A, pero ademas debemos anadir todas las
posibles permutaciones de los indices. Por ejemplo, veamos la funcién de Green a 4-puntos
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hasta orden \:

1 +o0 B )\
ng)d = 2(0.0) / dqi ... dgve 2Mgq;quq |1 — Iq“ +0(\?)
= (A (A D+ (A DA 0+ (A (A
N
— A (AT (AT (AT (AT (5.18)
p=1

—A Z(A_1>ij(A_l)kp(A_l)lp(A_l)pp t.oot O(AQ)-

El primer sumando describe una propagacién de ¢ a j y otra de k£ a [, lo mismo ocurre con los
dos siguientes. En orden A, i, j, k y [ se propagan hasta el punto p y ahi interaccionan con una
amplitud \. Los indices se pueden repetir: a modo de ejemplo, la funcién a 3-puntos contendria
sumandos de la forma (A71);;(A ')k La accién de tomar todas las posibles combinaciones
de indices se denomina contracciéon de Wick y serd introducida de manera mas rigurosa en el

siguiente capitulo.

5.3. Sistema continuo

Ya estamos listos para pasar a Teoria Cudntica de Campos. Dejando atras el caso discreto,
consideramos las funciones ¢ y J de la variable continua x. La funcién de particién del sistema

[S]
Z[J, N = /D¢eifdx4{§[(8s0)2—m2s02}—3s04+=fso}. (5.19)

Procedemos de forma analoga a los casos anteriores. Expandimos la exponencial en términos
de A, y calculamos la integral obteniendo los A's a partir de las derivadas respecto a la fuente

J:

: A IO
Z[J,A] = / Dipet f e (31001 -mi 2]} [1_ 2otts (E) S

(5.20)
_ i Al / Diei ) 4 (00 -m? 75}

Si recordamos la expresién de (4.20), podemos reescribir la ecuacién anterior como sigue:

Z[J, N = 2(0,0)e” 3 ¢eliim] o=3 [ [ d'ad'yI@Da—y) I v), (5.21)

En los casos anteriores, para resolver la integral utilizamos la derivada parcial con respecto
a J. En este caso, tenemos el diferencial de un funcional con respecto a J, que a su vez es
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una funcion del espacio. Ademas, la amplitud de propagacion en uno de los casos venia dada
por 1/m? y en el otro por A™!, ahora nos la da el propagador D(z — y).

Si expandimos (5.19) en términos de J, tenemos que
o /l:s
Z[J] = Za/dxl drgJ(zy) . T ()
s=0
/Dsaez‘fdx4{%[(8¢)2—m2¢2}—3¢4}¢($1) . o(y) (5.22)

:Z%/dl’ldajsz](xl)J(xs)G(S)(x]-??xS)
s=0

De aqui extraemos la expresion para la funcién de Green:
1
Z(0,0)

GO(ay,. .. m,) = [ Dpefa e AN ) (). (529

Igual que antes, si evaluamos la funcién de Green a 2 puntos cuando A = 0, obtenemos

1 . 471 2 2,2
Doet 4 {5((09)?—m?¢?]}
Z(0,0) / pe 2 o(x1)p(2),

que no es mas que el propagador, D(z; — x3), que describe la propagacién de una particula

G(2)(IE1,.’L’2; A= O) =

de un punto z; a un punto z, en ausencia de interaccién (ya que A = 0). Cuando A # 0,
la funcién de Green a dos puntos es el propagador de una particula entre dos posiciones del

espacio separados una distancia |r; — 5| durante la cual se pueden producir interacciones.

5.4. Colision de dos particulas

Si en el sistema hay una fuente y un sumidero, una particula nace, se propaga por el
espacio, y se extingue. ;Qué ocurrird si tenemos dos fuentes y dos sumideros? Cabe esperar
que nazca un particula en cada una de las fuentes 1 y 2 y que desaparezcan en los sumideros
3y 4 (figura (5.5a)). Por tanto, nos interesa buscar el término J(z1)J(zs)J(x3)J(x4) en la
funcién de particién. Fijandonos en la ecuacion (5.22), debemos considerar la funcién de Green

G(x1, 22, x3,74), que en primer orden en A resulta

1 )
G(1, 9,23, T4) =~ m (—I) /d4w

. 1 —m A
/ Dye' 4 G100 =m =50 o (11 ) p(2) o) (w0) ¢ (w).

Haciendo la contraccién de Wick, la ecuacion anterior se puede escribir como

Y / d'wD (@1 — w)D(xs — w)D(xs — w)D(zs — w). (5.24)
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IE Ja X3 X4 ka ky
w
J1 J2 X1 X2 k1 ko

(a) (b) ()

Figura 5.5: Diagramas de Feynman relativos a la colision de dos particulas.

Los propagadores nos dan la amplitud de propagaciéon de las particulas que van de z1 y x»
a un punto w y desde este punto, a los sumideros en x3 y x4. La integral en la variable w
indica que la interaccion se puede producir en cualquier punto del espacio.

Si pasamos al espacio de momentos, una particula con momento k; y otra con momento ks
colisionan y salen dispersadas con momentos k3 y k4. Conocemos la expresion del propagador
en el espacio de momentos:

d4k eﬂ:ika(a:a—w)
D(z, —w) = :
(0 = w) / 2r)3 k2 — m? + ie

Para describir el proceso mediante un diagrama, podemos asignar a cada particula un mo-
mento, al punto de colision una amplitud de dispersiéon —i\ y a cada linea una amplitud de
propagacién dada por el propagador. Ademés como la colisién se puede producir en cual-
quier punto, nos faltaria hacer la integral a todo el espacio. Observemos en la expresion del
propagador que tenemos cierta libertad a la hora de escoger el signo de la exponencial que

dependera del sentido en el que recorramos las trayectorias. Fijémonos en que

/ drpeHhtka=ka=ha) — (9myAs() (k) 4 Ky — kg — ky).

Al hacer la integral a todo el espacio de la parte de la exponencial asociada a los momentos,
sera distinta de cero solo si k; + ko = k3 + k4. Hemos llegado a la conservacion del momento.

A lo largo de esta seccién obtuvimos los diagramas de Feynman para el nacimiento y colision

de dos particulas tanto en el espacio real, (5.5b), como en el espacio de momentos (5.5¢).

A partir del estudio hecho, hemos derivado las reglas de Feynman para el campo escalar
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en el espacio de momentos. A la hora de representar un diagrama de Feynman, seguimos los
siguientes pasos:

1. Se etiqueta cada linea con un momento, k, asociado al propagador i/(k* — m? + ic).

2. A cada vértice de interaccion se le asocia el factor (—i)) y (2m)*@W (>, ki — > ki)
Donde los indices ¢ hacen referencia a las particulas que entran en el vértice, y los j a

las que salen.

3. El momento asociado a las lineas internas, es decir, aquellas que se encuentran entre

vértices, se debe integrar con medida d*k/(2m)%.

4. Se deben anadir los factores de simetria provenientes de las diferentes expansiones de

las exponenciales.

Para el ejemplo de dos particulas masivas que colisionan, siguiendo las normas obtenemos
que

4 .
. 7
—iA2m) D (ky + ks — ks — ko) [ ] (m) -
a=1 a

L o . . 4
Esta expresién se puede simplificar atin més. El factor [],_, g s

los diagramas en los que dos particulas colisionan y dan lugar a otras dos, luego podemos

) serd comun a todos

prescindir de él. Ademads, si imponemos que se cumpla la conservacion del momento, no es
necesario escribir la funcion delta. A las reglas anteriores anadimos: no asociar un propagador a

las lineas externas y, suponiendo la conservacion del momento, la funcién delta no es necesaria.

La amplitud del suceso la denotamos por M y para nuestro ejemplo, aplicando todas las

reglas, obtenemos que M = —i\.

El diagrama que acabamos de estudiar es uno de los asociados con el término (#)4/\]4

de la ecuacién (5.4). Entre otros, tendremos también el que describe como dos particulas se
propagan sin interactuar entre ellas. Debido a la forma del término que estamos considerando
debemos tener también un vértice. El diagrama que describe este suceso es el de la figura (5.6).
En él, una particula viaja desde una posiciéon x; a una posicién xs y otra de x9 a x4. Ademas,
en algin punto del espacio, w, se produce una interacciéon que provoca una amplitud —i\.
Esta interaccion provoca un cambio temporal en la energia de dicho punto y se le denomina
fluctuacion cuantica.

Veamos otro ejemplo. Consideremos el diagrama de la figura (5.7). Las lineas estédn ya
etiquetadas con ciertos momentos. Siguiendo las reglas, vamos a obtener la amplitud del
diagrama.
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X3 X4 ks
ke
ky
g .
3

q

X1 X5 k1 ko

Figura 5.6: Diagrama asociado a (-5)*AJ* de Figura 5.7: Ejemplo de diagrama de Feynman

dos particulas que no interaccionan. con mas particulas reales.

En primer lugar, tenemos dos vértices, por lo que aparecerd un factor (—i))?. El producto de

los propagadores relativo a las 6 lineas externas, [[,_; 4 , no lo tenemos en cuenta.

Las deltas de Dirac que nos aparezcan, podemos olvidarlas si imponemos que ki + ko = ks +¢q
v q = kg + ks + kg. Por tultimo, debemos acordarnos de introducir la linea interna que se
corresponde con la particula que nace en el primer vértice y se propaga con momento ¢ hasta
el segundo vértice. La amplitud del diagrama seria

i
(kg + ks + kg)2 — m? +ic

M = (—i))?

En la figura (5.7), partimos de dos particulas con momentos k; y ks que interaccionan. Como
resultado final tenemos 4 particulas con momentos ks, k4, k5 v kg. Se tienen dos vértices y se
conoce que del primero surge una de las particulas, luego del segundo deben salir las otras
3. Podemos suponer que como resultado de la primera interacciéon nace una particula con
momento k3 y asignamos el resto, ¢, a una particula virtual que se propagara hasta el punto
en el que se creen las demas particulas. Debemos tener en cuenta que, en lugar de asignar a
la primera particula el momento k3, podriamos haberle asignado kg4, k5 v kg, teniendo siempre
presente la conservacion del momento. A la hora de dar la amplitud de este diagrama, se debe
anadir la contribucién debida a la libertad de eleccién del momento.

La particula virtual no tiene por qué cumplir que ¢?> = m?, por tanto cuanto mayor sea la
diferencia entre el momento y la masa de la particula, menor sera la amplitud de propagacion.
Notemos que si quisiésemos obtener esto a partir de las ecuaciones, deberiamos hacer el

desarrollo de la exponencial en A\ hasta orden 2.

Veamos como ultimo ejemplo el que se muestra en la figura (5.8), en el cual hay mas de
una particula virtual. Dos particulas reales con momentos k; y ks colisionan para dar lugar
a dos particulas virtuales con momentos ¢; y ¢2 que se propagan durante un tiempo hasta
interaccionar y obtener otras dos particulas reales con ks y ky.

Teniendo en cuenta la conservacién del momento, se cumple que k1 + ks = q1 + ¢ y
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ks ks
M q2
k1 ko

Figura 5.8: Ejemplo de diagrama de Feynman con dos particulas virtuales.

q1 + g2 = k3 + k4. De la primera igualdad despejamos el momento de una de las particulas
virtuales ¢o = k1 + ko — ¢1 y lo llamamos ¢ = ¢;. Aplicando las reglas de Feynman obtenemos
que

Lo [ @
2 (2m)* %> —m? +ie (k1 + ka — )2 —m? +ie’

El factor 1/2 aparece al considerar los dos posibles diagramas. Como ¢ recorre todos los
posibles valores, la integral es grande sélo si al menos uno de los momentos de las particulas
virtuales al cuadrado, se acerca al valor de m?, es decir, si dichas particulas virtuales tienden
a ser particulas reales. Para valores grandes de ¢ la integral diverge. Estas divergencias se
tratan mediante un método llamado renormalizacién que va méas alla del contenido de este

trabajo.
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Capitulo 6

Cuantizacion Canodnica

En este capitulo desarrollaremos la Toeria Cuédntica de Campos a través de la cuantizacion

candnica y veremos que llegamos a las mismos conclusiones que con la integral de caminos.

La cuantizacion canonica consiste en tomar el sistema descrito clasicamente y cuantizarlo,
haciendo que las magnitudes fisicas sean operadores. Consideraremos un sistema descrito por
las magnitudes posicién, ¢*, y momento, p’. Imponemos que estas coordenadas cumplan las
reglas de conmutacién [¢%,p’] = 0¥, [¢',¢’] = 0y [p',p] = 0. A partir de estas reglas,
construimos los operadores de momento, posicién y los escalera, y obtenemos los posibles
estados del sistema. En caso de tener el sistema en la imagen de Heisenberg, debemos tener
las coordenadas en el mismo instante de tiempo.

6.1. Cuantizacion Candnica en QFT

En primer lugar, tomamos un sistema formado por una unica particula de masa m bajo
un cierto potencial. El Lagrangiano es L = %mQQ — V(q). Los operadores momento y posi-
cién cumplen la relacién [p, ¢l = —i cuando los medimos en el mismo instante ¢ (imagen de

Heisenberg). Ademsés,

dp . . o
d—ZZ = i[H,p|] = =V'(q),
¢ A (6.1)
Y img =2
dt ’ m
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Definimos los operadores escalera

m R 1
azx/%(“qmp)’
| (6.2)
(2N

Basta conocer cémo actia el operador de subida sobre el estado fundamental y partir de él
calculamos el resto de estados. Por ejemplo, en el oscilador arménico imponiamos a |0) =0y
V(q) = w?§*/2.

En la generalizacién a N particulas que se encuentran bajo un potencial, el Lagrangiano
del sistema pasa a ser el siguiente:

1. . .
Lzzéqg—V(ql,...,qN), (6.3)

donde p, = OL/Iqy v [Pa(t),Ga(t)] = —ide,. Para obtener la Teoria Cuéntica de Campos
realizamos los mismos cambios que en la integral de camino y en vez de escribir la variable

posicién, escribimos el operador campo ¢(z,t),
1
L:/ﬁ%{?mw—vwﬁ. (6.4)

Definimos la densidad de momento canénico conjugado como

oL

(z,t) = OO Qo (, 1), (6.5)
y la relacién de conmutaciéon resulta
(2, 1), o(a', )] = [Qop(x,t), p(a, 1)) = —idP) (,2'). (6.6)

Debemos tener en cuenta que [p(z), o(y)] = [II(z),(y)] = 0. Por ltimo, el Hamiltoniano
del sistema es el siguiente:

H:/J%muﬁ%ﬂmﬂ—ﬂ. (6.7)

6.2. Campo escalar

Consideramos de nuevo el campo escalar libre. Para resolver la ecuacion de Klein-Gordon
se siguen los mismos pasos que con la ecuacién de Schrodinger. Las soluciones a la ecuacion
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de movimiento seran

d*k 1 , .
SD(x) — / (akefl(wktfk.x) + a;rcez(wktfk-x)) 7

A3k W, (6:8)
(@) = _Z/ (2m)3/2\ 2 (ake R el M)) ’
donde wy, = Vk2 + m?2. Ademds, se cumplen las siguientes relaciones de conmutacién':
T1_ 53 /
ag, a,,| =0 (k — k'),
[ k k] ( ) (6.9)

(), T1(2)] = 6@ (x — o).

Sustituyendo en la ecuacién (6.7) las expresiones obtenidas para los operadores, encontra-
mos una nueva forma de escribir el Hamiltoniano del sistema:

A3k ; [ak,@L]

y utilizando las reglas de conmutacion, llegamos a que
d*k (2m)3

El segundo sumando en la integral, es la suma a todos los modos con energia wy/2. Si

calculamos Fy = (0| H |0}, este primer sumando es el tinico término que contribuye, por tanto
podemos asignarlo a la energia del vacio. Experimentalmente nos interesan tnicamente las

diferencias de energia, luego fijamos en 0 le energia del vacio y

d*k
H= / T wkakak (6.12)

Imponemos que el estado fundamental del sistema, |0) cuando no haya perturbacién alguna,
cumpla ay |0) = 0, para cualquier k. En Teorfa Cudntica de Campos los operadores escalera
se les denomina operadores de creacion, a,i, y aniquilacién, a,. El asociado a una particula
con momento k cumple |k) = al |0).

'En cierta bibliograffa aparecen relaciones de conmutacién del tipo [ay, ak,] = (2m)36G) (k — k') ya que las

funciones de onda vienen dadas por ¢(z) = [ 4 (27r)3 21% (ake—l(wt ka) 4 gf gilwrt—k- z))
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6.3. Propagador de un campo escalar

En primer lugar, veamos que

3k , .

— —i(wrt—k-x) T i(wgt—k-x)
ol t)10) = / V (2m)32wy, (ake k T > o
3k

AN

luego el operador ¢(x) actuando sobre el vacio, crea una particula en la posicién x. A partir

(6.13)
i(wrt—k-x) ’k> ’

de este resultado, podemos encontrar

0] p(z,t) |k) = Le_i(wkt_k'x). (6.14)
7 (27)3 2wy,

La expresion anterior se corresponde con la funcién de onda de una particula con momento k.
La amplitud de una particula que viaja de una posicién y a una posicién x en el espacio-tiempo
viene dada por (0] ¢(z)p(y) |0). Centrémonos en calcular la amplitud cuando la particula parte
de una posicién 0 a una posicion z: (0] p(z,t)p(0,0) |0),

Br1
(27)%72 \ 2wy,

/ (2Ci)]§/2 \/2% (ak/ + a,i/)} 10).

(akefi(wktfk-:v) + a;'cei(wktfk-x)> .

(0] (. 1)(0,0) [0) = (0] [ /
(6.15)

Al evaluar la expresién anterior nos apareceran 4 sumandos: (0] agaz |0), (0] alag 0), (0] al.al, |0)
y (0] aal, |0). De estos, solo sobrevive el tltimo. Como resultado obtenemos

d*k

—i(wgt—k-x) 1
P2 e . (6.16)

(0] o (, £)(0,0) |0) = /

La expresion anterior se corresponde con la aparicién y propagacién de una particula. Para
que sea coherente fisicamente, primero se debe crear la particula y después se debe aniquilar.

Es por esto que vamos a introducir el producto ordenado temporal o time-ordered product:

Tle(z)e(y)] = 0(z° — y")e(x)e(y) + 0(y° — 2°)p(y)e(x), (6.17)

donde 0 es la funcidon escalén de Heaviside.

Recuperemos la ecuacién del propagador de Feynman (4.17). Vamos a evaluar la parte
temporal de la integral de D(z). Debemos recordar que, en la métrica de Minkowski, k* =

(k)2 —|k|?. Introduciendo la energfa de una particula relativista, tenemos que k* = (k%)% —w?.
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La parte temporal del propagador tiene dos polos dados por i\/m. Si hacemos € — 0,
se aproximan a =4 (wy, — i€). Dependiendo del signo de z° obtendremos un valor u otro de la
integral. El resultado se puede expresar en términos de la funcién escalén de Heaviside (como
se puede ver en [10, pag 24]):

. dgk 0\, —i(w vk-x 0\ Ji(wgt—k-x
Do) =i [ e o gt s

Si calculamos (0| T'[¢(z)(0)]|0), obtenemos la misma expresién que en la ecuacién (6.18),
|0) =

por tanto (0| T'[¢(z)p(0)]]0) = iD(z). De forma més general, podemos escribir
d*k eik(:c—y)

Qm) k2 —m? + e’

01 T o) = | (619
y se denomina funcién de correlacién a 2 puntos o funcién de Green a dos puntos, y al igual
que el propagador, nos da la amplitud de propagacién de una posicién y a un x para la teoria
libre.

6.4. Teoria de perturbaciones

Cuando consideramos interacciones entre campos, lo mas probable es que el estado funda-
mental del sistema no se corresponda con el estado fundamental en el caso del campo libre,
|0). Vamos a llamar al estado fundamental cuando tenemos interacciones [Q2), y nos centramos

en obtener una expresién para la funcion de correlacién a dos puntos

(Q[T()p(y)] 1€ (6.20)

Al igual que hicimos en el capitulo 5, consideramos una perturbacién del tipo ¢*. El Ha-

miltoniano del sistema lo podemos escribir de la siguiente forma:

A
H=Hy+ Hjpy = Hx_¢ + /d3ng04(x),

donde Hg ¢ es el Hamiltoniano de Klein-Gordon o de un campo libre.

El Hamiltoniano de la interacciéon va a actuar sobre el campo en la imagen de Heisenberg y
sobre el estado |€2). Buscamos expresar ambos en términos de campos libres (que son tratados
como operadores) y del estado |0).

En primer lugar, notemos que () = e!ftp(z)e™"t. Definimos el campo en la imagen de

la interaccién, oy (z,t) = eHolt=t0) p(z, ty)e~Holt=t0) que, en caso de tener A = 0, va a contener

42



Universidad de Oviedo Introduccién a la
Curso 2021-2022 Teoria Cuantica de Campos

toda la informacién temporal de go(:v) Por definicién, se trata de un campo libre:

—ikx +ak; zkx] . (621)

z0=t—tq

xt / a e
V(2m 32wk

Introduciendo U(t,ty) = eolt=to)e=tH(=t0) o] operador de evolucién temporal, tenemos
que

(,0(13, t) _ €iH(t_tO)€_iH0(t_t0)g0] (.’L‘, t(])eiHo(t_to)e—iH(t—to)

Ut to)r (5, DU (1 o). (622

Es facil comprobar que i0,U(t,to) = H;U(t,ty), siendo H; = eolt=to) [,  e=iH(t=t0) o]

Hamiltoniano en la imagen de interaccién, por tanto

U(t to) —1+(—Z)/ dtlHI(tl) —Z / dtl/ dt2H1<t1)H[(t2)

/ dty / dts / dts Hy(t)) Hr(ts) Hr(ts) +

Podemos utilizar el operador de ordenacion temporal para escribir los sumandos como

t t1 to 1 t t t
/ dtl / dtg/ dtgH[(tﬂH[(tg)H[(tg) = 5 / dtl / dtg / dth[H[(tl)H](tg)H[(tg)]
to to to - Jig to to

Llegamos a la expresién exacta para el operador en términos del Hamiltoniano en la imagen

(6.23)

de interaccion:

U(t,to) —T [efiftt, dt//HI(t”)] . t> . (6.24)

El operador de ordenacién temporal aplicado sobre la exponencial, no es mas que el operador
aplicado cuando hacemos la expansién en serie de la exponencial. Ademas, es un operador
unitario, U(t,t) = 1, y verifica U(t1,t2)U(t2,t3) = Ul(ty, t3).

Pasemos, ahora, a buscar la expresion del estado fundamental |2). Suponemos que |0) y |£2)
se superponen, es decir, (0|§2) # 0. Llamamos FE,, a los autovalores del Hamiltoniano total, y
usaremos la regla de completitud para escribir

e M0y = T Q) (QI0) + > e |n) (n]0) (6.25)
n#0
usando que Hy|0) =0y (Q H Q) =

Teniendo presente que F,, > Fj para cualquier n > 0, y haciendo 7" — oo(1 — ie), podemos
despejar el estado fundamental de la perturbacion obteniendo
O) = i —iEoT 0 0 1 71HT 0
= lm (5T (0)0) e o)
= lim (e"EO(tO <Q|O))_1U(t0, =T)10).

T—oo(1—ie)

(6.26)

43



Universidad de Oviedo Introduccién a la
Curso 2021-2022 Teoria Cuantica de Campos

Teniendo en cuenta los desarrollos hechos, que 1 = (Q|Q2), con algunas cuentas que se
muestran en [3, pag 87] y suponiendo que x° > y°, llegamos a que

g OU@ e @)Uy ) w)U (5, ~T) [0)
Ole@ely) |0 =, lim (O[U(T, —T) [0}

(6.27)

Es importante destacar que obtenemos este resultado cuando 2% > y°. En caso, contrario,
tendriamos la misma expresiéon pero con los papeles de 2° e y° permutados. Introduciendo el
operador de ordenaciéon temporal, obtenemos la expresion exacta para la amplitud de propa-
gacion de una excitacién desde una posicién y a una posicién z cuando el estado fundamental

no se corresponde con |0):

T [ererlye 0] (o)
(I Tlp()e(y) 19) = i

i - (6.28)
T—oo(1—ig) <O| T |:€_i =5 dtH[(t)] |0>

6.5. Formula de Reduccion LSZ

Consideramos un Hamiltoniano general de la forma H = Hy + H;,;. Tomamos dos estados:

la) en el que se encuentra el sistema a un tiempo ¢; y |b) a un tiempo t;. La amplitud de
—iH(tr—t;)

probabilidad de que |a) evolucione a |b) viene dada por (b|e a). Imponemos que

dichos estados estén muy separados temporalmente, es decir, (ty —¢;) — oo y llamamos

matriz S al operador evolucién e~(¢s=4) La amplitud de dispersién viene dada por
(b|Sla) = lim (b]e =0 |g) (6.29)
(tf—ti)—mo

Podemos separar el caso trivial definiendo la matriz de transicion 7' de tal forma que
S = Id + iT. Supongamos que tenemos dos conjuntos de particulas dados por |kiks ... k)
Y |P1P2 - - - Pn). Podemos derivar una ecuacién que nos relacione las funciones de correlacién
con los elementos de matriz de S (ver [8, pag 222]). Esta se denomina férmula de Reduccién
LSZ:

(m ﬂ) (ﬁ 22_%) (P1P2 - - - Pu| 0T |k1ks . . . k)

2 _ 2 _
k2 —m 31 VB

_ / <H d4xa€—ikaza> / (H d4yﬁeil’ﬁyﬁ> 0| T[e(x1) ... p(xzm)e(y1) - .. p(yn)] |0},
a=1 B=1
(6.30)

donde el factor v/Z es un factor de renormalizacién que se corresponde con el residuo de la
funcién a dos puntos. Esta formula debe su nombre a Lehamnn, Symanzik y Zimmermann y
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relaciona la matriz S con las funciones de correlacién. Veamos ahora qué tienen que ver las
funciones de correlacién con los diagramas de Feynman, y habremos encontrado el hilo que
une el desarrollo de la Teorfa Cuantica de Campos a través de la integral de camino y a través

de la cuantizacién cudntica.

6.6. Diagramas de Feynman y funciones de correlacion

Antes de comenzar vamos a introducir un resultado llamado el teorema de Wick. En primer
lugar, decimos que un conjunto de operadores escalera estan en orden normal u orden de Wick,
si los de creacién estan al izquierda de los de aniquilacién. El operador de ordenacién normal
se suele denotar con la letra /. Asi, si tenemos un producto de operadores escalera ordenados
normalmente actuando sobre el estado fundamental, el resultado serd cero.

Comencemos por la cantidad (0| T'[¢r(z)¢r(y)]|0), cuyo resultado ya conocemos. Vamos a
descomponer los campos como suma de dos p;(z) = ¢ (x) + ¢; (z) donde

i(wpt—k-x)

) (1) = LGTG
(@) / ot |

—i(wgt—k-x

Ak
= [
(27)3 2wy,
Definimos contraccién de Wick como

m(y):{ FP (), 07 (y)], siz®>y°,

ot (y), o~ ()], six® < 9O, (6.31)

donde [A, B] = AB — BA es el conmutador de dos operadores (en este caso). La expresion

(6.31) coincide exactamente con el propagador de Feynman (ver (4.16)), luego
N
Tle(x)e(y)] = Ne(@)e(y) + e(@)o(y)]-

Generalizando este resultado obtenemos el teorema de Wick:

Tle(x1) ... o(xm)] = Nlp(x1) ... ¢(xm,)] + (todas las contracciones posibles). (6.32)

Apliquemos el teorema de Wick para obtener los diagramas de Feynman posibles de un

caso sencillo a orden cero en teorfa de perturbaciones. Escribiremos ¢; = ¢(x;),

— 1 1 [ ]
(0] T[p102903¢4] [0) = 01020304 + ©1P03P4 + 19290304

= D12D34 + D13D24 + D14D34’

donde D;; representa el propagador entre las posiciones x; y x;. En el espacio de posiciones
estos diagramas estan asociados con la figura (6.1).
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(a) D12D3y4 (b) D14D23 (c) D13Day
Figura 6.1: Diagramas de Feynman correspondientes a la funcién de correlacion a 4 puntos.
Llegados a este punto somos capaces de describir los sucesos de dos formas: mediante
los diagramas de Feynman, vistos en el capitulo 5, y mediante las funciones de correlacion.

Podemos relacionar ambos y obtener los elementos de la matriz de dispersion descrita mediante
la cuantizacion candnica.
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Capitulo 7

Ruptura espontanea de simetria

En este capitulo vamos a hacer una pequena introduccién a la ruptura espontanea de

simetria. Consideramos el Lagrangiano del campo escalar con el término ¢*

1 1 A
L= 5(0up)" = 5m*" = 51¢",
y reemplazamos m? por —pu?, con p > 0:
1 1 A
L= 0up) + S1e" — 579" (7.1)

Este Lagrangiano tiene simetria de reflexion, es decir, es invariante bajo el cambio ¢ — —¢.

El potencial asociado es
(7.2)

1 A
V(p) = —§u2¢2 + Ep4,

y el valor del campo que minimiza el potencial es

po = i\/gu- (7.3)

Denotamos v = p4/6/\, este recibe el nombre de valor de expectacion del vacio de .
Vamos a suponer que el sistema se encuentra en un entorno del minimo y escribimos el campo

como ¢(x) = v+ o(x). Sustituimos en la ecuacién (7.2) y

1 A
Viv+o) = —§,u2(v +0)* + Z(U + o)t

A A
= 120® + \/;;m?’ + 104 +a,
donde a = 5u*/(6)) contiene el término constante. De la misma forma, el Lagrangiano pasa

a ser
1 A A
N Zpo® — ot —a. (7.4)

— - 2 _ _
£—2(8u0) uo 6
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Hacer el cambio ¢ — —¢ es equivalente a ¢ — —o. En (7.4) aparecen términos ciibicos
en o, luego el Lagrangiano no es invariante bajo cambio de signo del campo y se ha roto la

simetria de reflexién.

7.1. Accién y potencial efectivos

Consideramos la funcion de particion que encontramos mediante la integral de caminos y
que nos describe la teoria de un campo escalar ¢ en presencia de una fuente J. Vamos a

suponer que estd normalizada, es decir Z(J = 0) = 1. Recordemos que teniamos

200 = W) — / Dipet S diziciel+ e, (7.5)
y notemos que W[J] = —iln Z[.J], por tanto podemos escribir
oWl omzls) . 1 8z[J)
§J(z) 8J(x)  Z[J]§J(x)
B stpeifd4x[£[@]+JW]go(x)
N f Dgpeifd4x[£[%0]+=]$0}

Esta expresién se corresponde con el valor esperado’ del campo ¢ en presencia de una fuente

J y recibe el nombre de campo clésico:

%%Q:mwwmn:wu> (7.6)

Definimos la acciéon efectiva como la transformacion de Legendre de W:
Do) = W) = [ d'2s(a)pulo) (7.7

donde J(z) y pq(x) son las variables conjugadas de Legendre. Teniendo en cuenta la regla de
la cadena, hacemos la derivada funcional:

00(pa) [ 4 WL 0J(y) [ 4 6J(y) [ Wy
dpa(z) _/ I V57(y) dpal(z) / d y(;%(x)socz(y) / d*yJ(y)o™ (x — y).

ITambién se conoce como valor de expectacién y es un promedio de los posibles valores del campo con sus

respectivos pesos.
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Teniendo presente la ecuacién (7.6), los dos primeros términos se cancelan, obteniendo que

oI (pat) = —J(z). (7.8)

0l (x)

En ausencia de fuente externa, J = 0, ¢, minimiza la accion efectiva:

Olea) _ (7.9)

(5‘pcl(x)
Si suponemos que g, es invariante bajo traslaciones, tenemos que la soluciéon no depende de
x, es decir, es constante. Por tanto, la ecuacién (7.9) se convierte en una ecuacién diferencial

ordinaria.

Podemos tomar el espacio-tiempo como una caja de dimensiones VT, siendo V' el volumen

y T el tiempo, y escribir la accion efectiva de la siguiente forma

L(pa) = =VTVess(pa), (7.10)

donde V. s se llama potencial efectivo. De la ecuacion (7.9) obtenemos que cuando no tenemos

fuente externa,

WVerr

0. 7.11
a(pcl ( )

El valor de expectacién del campo en el vacio, (2 p(x)|Q);, = @a(x) es la solucién que
minimiza el potencial efectivo. Este hecho nos permite evaluar las contribuciones de las co-
rrecciones cuanticas. El célculo del potencial efectivo no es tarea sencilla, es por eso que vamos

a ver cémo se calcula en el ejemplo del campo escalar con término en ?.

7.2. Potencial efectivo en un campo escalar

Cuando evaluamos la ecuacién dI'[py] = 0, obtenemos los campos que hacen extrema la
accion efectiva. Sin embargo, al hacer una expansiéon en torno a ., aparecen correcciones
que se asocian a perturbaciones en el campo. Retomamos nuestra integral de camino en d

dimensiones llamando L[] = L[p] + Jp,

Z =Wl = /Dgoeifddxﬁ“’t[“"]. (7.12)

Anadimos al campo escalar una perturbacion de tal forma que ¢ = @y + dp, siendo @
constante cuando J sea constante. Veamos las correcciones al potencial efectivo debidas a dp.

Expandimos la densidad lagrangiana en torno al campo clasico hasta segundo orden

5£tot 1 52 Etot

Y+ 2
690 P=Pecl 2 5@ P=Pcl

§p2. (7.13)

Liotle] = Liot|pal +
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El campo ¢ cumple las ecuaciones clasicas de movimiento, luego verifica

(5‘Ctot
dep

= 0. (7.14)

Pel

En vista de que §%L;;/00? = 62L/5¢?, la integral de camino pasa a ser de la forma

Z[J] — \/Dgpeifddxﬁtot[sp]

2
_ Zfddfﬂﬁtot[%l]/D&pexp (2/dd gﬁ
2

~1/2
i [ dLiot[per 52£
-t aa(T5)]

En la ultima igualdad de la ecuacién anterior se ha utilizado el hecho de que es una inte-

W) (7.15)
Pel

gral gaussiana y consideramos §2£/8p? como un operador diagonal. La accién efectiva es la
transformada de Legendre de la funcién W, luego vamos a obtener una expresién para esta

tomando el logaritmo de la integral de camino:

InZ[J] = iW|[J] =i / A2 Lior[pur] — %m [det((;f )} (7.16)

Teniendo en cuenta que In [det(62L/09?)] = Tr[In(62L/5p?)]", se sigue que

WlJ] = / A" Lialpa) + 5 LTy {m(‘;f)] (7.17)

y la accién efectiva,
5L
D] = [ d*zLpq] + = 5 Tr In 57| (7.18)

El operador lo podemos escribir de una forma analoga al que aparece en la ecuacion de
Klein-Gordon:
5L

| =PIV (7.19)

Pel

ISi A es una matriz con autovalores a;, se cumple que

det A = Hai — eln(l_[i ai) — ezi Ina; _ eTr(lnA).
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Nos centramos en el segundo sumando de la ecuacién (7.18). Para pasar del espacio discreto,
en el que se define la traza, al continuo, necesitamos un factor de dimension que represente
la caja en d dimensiones del espacio-temporales en la cual estamos evaluando la accién. Lo
vamos a denotar por V7. Usando que 9> = —k?, tenemos que

Tr[In (0% + V" (pa))] = VT/ ﬂkd In(—k> + V" (¢a))

(27)

= —VT% {/ (;ijr];d (_52 4 11///(¢cl))a} - (7.20)
9 d'k 1
= —VT% {(—Ua/ (2m)d (k2 — V”(Spcl))a:|a0‘

Para el cédlculo de la integral, puede utilizarse el siguiente resultado que aparece en |3,

Apéndice, pag 807]:

- A

4 1 (=1)™T(n —d/2) (1\"Y?
/(QW)l (2—=A)r (4m)2T(n) (_> '

Sustituyendo en la ecuaciéon anterior, tenemos que

1T (o — a—d/2
Te[In (0% + V" (¢a))] = —VT_aaa SIE 1(zm)rdg2r(acj/2) (V”(lso )) ] (7.21)
c am0 (721
.F(_d/Q) " d/2
= VT gmya V" (el 7

Habfamos impuesto que ¢ fuese un campo escalar constante, por lo que [ Llpa] =
VTL[pa] = =VTV(pa). Con este resultado y el anterior, podemos sustituir en la ecuacién
(7.18) obteniendo la expresién para la accién efectiva en este caso:

1T(—d/2)

Llpa] = VT |=V(pa) + §W‘[Vﬁ(¢cl)]d/2 (7.22)

A partir de la defincién de potencial efectivo de la seccién anterior (ecuacién (7.10)), obte-

nemos que
1T(—d/2)

Véff(gocl) = V(rol) - QW[V”«Pcl)]d/Z‘ (723>

7.2.1. Renormalizacion del potencial efectivo

Conviene ahora repasar los calculos hechos. Comencemos por notar que en la ecuacién
(7.20) escribimos In(k* — V" (¢4)) v el argumento del logaritmo no es adimensional. Ademas,
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en la expresion del potencial efectivo obtenida, —d/2 es un polo de la funcién Gamma cuando
d — 4. Ambos problemas se van a solucionar mediante el proceso de renormalizacién, por el
cual vamos a anadir los llamados contratérminos a la expresion que absorberan los infinitos

obtenidos.

d/2

Vamos a centrarnos en la expresién I'(—d/2) (V" (¢u)/(47))%?. Tomamos la dimensién d =

4 — ¢ cuando € — 0. Entonces,

4—¢ I'(e/2) 12
r<— 5 ):F(—2—|—€/2): 2121 o2 2 <g—7+0(8))7 (7.24)

donde v es la constante de Euler-Mascheroni que aparece al hacer la expansion de la funcién
Gamma en torno al cero. Ahora vamos a escribir el segundo factor en forma de exponencial.

Para ello reescribimos la derivada del potencial como

V' (pa) = sign(V" (wa)) V" (¢a)l; (7.25)

y de nuevo ponemos d = 4 — ¢ de la siguiente manera:

(M) " = [sign(V" (¢u))] 4> <m) d/2

4 47
— [sign(V" (i) ¥2A exp [g 1(%)]
~ gV ()P exp |2 — e/ 1200 (7.26)

— Aexp {2 In (%)} *xp [_gln<%)}

El término A posee unidades de masa, ya que V" (py) = —pu? + A¢? /2. Juntamos las dos
expansiones obtenidas y tenemos que

() () (Y (2 () o)
o) (), ()
2

47 A2

Por el método de renormalizacion hemos eliminado la parte divergente, que ha sido absorbi-
da por el factor A, a fin de obtener el resultado fisico. Modificando el resultado de la ecuacién
(7.23) tenemos que

Vers(a) = Vi(pa) + "Z;Eﬁg‘ ln(‘V”}\fCl)’>. (7.27)
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Recordando que V() = —p2p?/2 + Ao /4! y V"'(p) = —p? + Ap?/2, obtenemos nuestro
potencial efectivo:

2 2 2 A2
%ff(@ocl) = _?@zl + $S0§l + W (_M2 + 59031) IU<T2I . (728)

7.2.2. Potencial clasico y potencial efectivo

En esta ultima seccion, vamos a observar las diferencias entre el potencial efectivo y el
potencial cldsico. Las constantes, 4, A y A se obtienen experimentalmente, pero podemos
darles valores y representar graficamente los potenciales. Recordemos que el potencial clasico
posee dos minimos en ¢y = iMW donde toma el valor

3
Vi) = - 22 (7.29)
mientras que el potencial efectivo
3M4 /J4 2:“/2
Verr(wo) = =53 + et In = ) (7.30)

Hacemos los cambios p — g = u//NX yo = ¢ = <p//~\ y con el fin de representar los
potenciales adimensionales V,r; = Vi /A* y V = V/A*:

~ R A
i A 1 AL\ A (7.31)
v ~ P =2 -4 2 2 1 52 2

En los ejemplos, iremos variando los valores de A, i y A. La diferencia entre las represen-
taciones del potencial clasico y efectivo pueden explicarse evaluando la expresién siguiente:

A
LIS

57 (7.32)

Viss() = V@) = gz (-4 59) o

Ademéds, las expresiones (7.29) y (7.30) justifican que el valor minimo del potencial efectivo
sea mayor (en valor absoluto) que el del potencial clasico. En todo momento se considerara
A€ [0,1].

Fijémonos en las graficas de la figura (7.1). En ellas, hemos impuesto A = 0.4 y variamos
el valor de fi, aunque manteniendo i > 1. En estas condiciones, cuando |@| crece, se cumple
que P?N\/2 > 1%, luego

Vss() - V@) = s (53¢ n
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(c) fi = 100. (d) fi = 10.

Figura 7.1: Representaciones del potencial (en rojo) y en potencial efectivo (en morado) fijando

A = 0.4 y variando f.

y Vegs > V. El mismo resultado se observa en las graficas (7.1a) y (7.1b) cuando ¢ = 0, ya

que ji es grande y
~4

- ~ S~ 12 ~2

|78 —V(p)=——=1 .
En las cuatro graficas de (7.1), puede verse que hay tramos en los que los potenciales se
superponen. Esto ocurre cuando ‘N/eff(@) = V(@), es decir, si i2 = $>)\/2. Ademds, puede

verse que segun disminuye el valor de ji, los valores que toman los potenciales se aproximan.

Nos fijamos ahora en las graficas de la figura (7.2), donde se mantiene constante i = 100 y
se varfa el valor de A . En los casos en que A = 0.9, imagen (7.2a), y A = 0.4, imagen (7.2b),
existe una diferencia notable entre los potenciales. Sin embargo, segiin A — 0, gréficas (7.2¢)

y (7.2d), en ambos potenciales domina el sumando ji*¢*/2 y V.;; ~ V, para cualquier valor
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Figura 7.2: Representaciones del potencial (en rojo) y en potencial efectivo (en morado) para

ciertos cuando g = 100 y variamos .

de ¢, y se superponen.

Veamos qué ocurre si hacemos que . — 0. Comencemos considerando las gréaficas de la figura
(7.3). En ellas, hacemos constante el valor de Ay A = 0.0005. Como ) es muy pequefio, los
potenciales se superponen. Es por esto, que en las graficas (7.3a) y (7.3¢) solo se observa una
curva. Sin embargo, si nos aceramos lo suficiente, podemos observar que, si bien el maximo del
potencial clésico se mantiene con valor cero, cuando i = 10/A (grafica (7.3b)) Vi (@max) > 0
y cuando fi = 0.1/A (gréfica (7.3d)) Viss(omax) < 0.

Por dltimo, si imponemos it = 0, el potencial clasico tiene la forma

AL
V(g) = 5904-

El potencial clasico pasa a tener un unico punto critico en ¢ = 0 que resulta ser un minimo.
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Figura 7.3: Representacion de los potenciales clasico y efectivo con A =1, )= 0.0005 y
w— 0.

Analiticamente puede hallarse que el potencial efectivo tiene como puntos criticos

2 272
i\/xec, conc:—(367T —i—l)/)\,

donde es minimo. Este resultado puede observarse en la gréfica (7.4), en la cual se ha impuesto

@

A =7y i = 0. En ella se ve claramente cémo el potencial cldsico tiene un minimo y el efectivo

tiene dos.

A este suceso se le conoce como ruptura espontanea de simetria. Al hacer el cambio

m? — —p?, el término de masa pasa a ser imaginario. Afiadiendo las correcciones cudnti-

cas al potencial, aparece un nuevo término de masa

47\ 4

A
_M2+§SO2’




Introduccién a la
Teoria Cuantica de Campos

Universidad de Oviedo
Curso 2021-2022

Virr

0.08

0.06

0.04

0.02

"y i=0.

O r

-2
-0.08 -0.06 -0.04 -0.02

Figura 7.4: Representacion de los potenciales clasico y efectivo cuando A =0, A =7«

que provoca que cambie el valor de expectacién del vacio.
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Capitulo 8

Conclusiones

En este trabajo se ha desarrollado la Teoria Cuantica de Campos partiendo del experimento
de la doble rendija de Young. Se ha comenzado el estudio discretizando el espacio en N
variables, cuyo movimiento vino descrito por osciladores armoénicos. En el limite al continuo,
las variables fueron sustituidas por una funcién ¢ llamada campo. El campo asigna un valor
a cada punto del espacio-tiempo que representa la perturbacién. Se obtuvo la expresion de la

integral de camino,

7 = /D(’peifddx‘c(@)’

que no es mas que la suma de las amplitudes de todos los posibles caminos entre un estado

inicial y uno final del sistema.

Tomamos un campo escalar libre y al Lagrangiano del sistema y anadimos un término
lineal en el campo cuyo coeficiente es la fuente. Como resultado, la fuente provocaba una
perturbacion, una particula, en un punto del espacio-tiempo que se propagaba a otro punto
del espacio-tiempo y después se aniquilaba. La amplitud de la propagacion viene dada por el
propagador de Feynman. La particula resultante de la perturbacién no puede ser observada y
recibe el nombre de particula virtual. Estudiando el campo escalar, se obtuvo una expresién
para la energia potencial de una sistema en el cual habia dos fuentes en dos puntos distintos
del espacio. Cada una de las fuentes crea una particula. Se impuso que ambas particulas
tuvieran carga del mismo signo y como consecuencia se obtuvo que una energia potencial

negativa: cargas del mismo signo se atraen.

Cuando se busco estudiar un proceso determinado, se fijé un estados inicial y un estado final
del sistema y se describié por medio de una integral de camino. Sin embargo, estas integrales
son, en general, complicadas de evaluar. En este punto se introdujeron los diagramas de
Feynman, que permiten describir la evolucion del sistema y la amplitud del proceso de forma

sencilla.
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Inicialmente, el objetivo de este trabajo fue dar una descripcién completa de la QFT por
medio de la integral de camino. No obstante, en algunos casos, se concluyé que el uso de la
cuantizacion canonica facilitaba la comprension y obtencion de resultado. En consecuencia,
se dedicé un capitulo al desarrollo de la Teoria Cuédntica de Campos mediante la cuantizacion

canonica y a su relaciéon con la integral de camino.

Por ultimo, se hizo una introducciéon a la ruptura espontanea de simetria. Se tomd un
Lagrangiano simétrico que describia el sistema y se cambié el signo del término de masa,
provocando que el lagrangiano del sistema no fuese invariante bajo el cambio ¢ — —¢.
Se incluyeron correcciones cuanticas al potencial cldsico, dando lugar al llamado potencial
efectivo. Graficamente, se observé, en funcion de los parametros, como el potencial efectivo
aproximaba el potencial clasico. Ademas, debido a las correcciones cuanticas, cuando se iguald
la masa a cero, en el potencial clasico aparecié un tinico minimo, mientras que en el efectivo
aparecieron dos. Estos puntos donde el potencial se hace minimo se corresponden con el valor
esperado del campo en el vacio.

Como dijimos al inicio del trabajo, se buscé hacer una descripcién de la Teoria Cuantica
de Campos desde unos conocimientos minimos, para aquellos que no se habian adentrado,
todavia, en la materia. El desarrollo de la teoria por medio de la integral de caminos permitié
adquirir un conocimiento mas general, si bien fue costoso evaluar y entender las ecuaciones
en si mismas. Sin embargo, a través de la cuantizacién canonica, el desarrollo matematico se
volvié més amenos, ya que no difiere en gran medida de la cuantizacion hecha en los cursos
de Mecanica Cuéntica. Estudiando a la vez ambos, se obtuvo control de las ecuaciones y del
significado fisico de la teoria. Ademas, con la Teoria Cuédntica de Campos es posible explicar el
comportamiento de las cuasiparticulas, como el fonén, estudiado en Fisica del Estado Sélido
y cuyo movimiento se describe también como un oscilador armonico; los resultados que se
observan cuando se lleva a cabo el experimento de la camara de niebla; o desarrollar los

modelos que describen las particulas subatomicas, como el Modelo Estandar.
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Apéndice A

Ecuacion de Euler Lagrange para el

campo ¢

La accién clasica del sistema con Lagrangiano L esS = ft? dtL(q,q,t). Para esta ecuacién
debe cumplirse el principio de minima accion, es decir, 6.5 = 0 cuando hacemos un cambio
muy pequeno en las coordenadas ¢ — ¢ + dq. En este punto tendremos un maximo o un
minimo en la trayectoria del sistema que estamos estudiando.

oL . OL .
5S = /dt <a—q5q + a—q_&])

—/dt oL d8L5+d 8L5
- ag dtog| " at o)
En el intervalo de integracién en el que se cumple el principio de minima energia llevamos

dq = 0 y se cumplird también que dL/0¢ = 0. Encontramos asi las ecuaciones de Euler-

Lagrange en el caso clésico:

Podemos encontrar un resultado equivalente para el caso de campos. Cambiamos lagran-
giano, L, por densidad lagrangiana, £, y coordendas generalizadas, g, por campos, ¢. Notemos
que las coordenadas ¢ pasan a ser las parciales del campo con respecto a cada una de las coor-
denadas espacio temporales 0, p:

5L oL
_ 3 Y 5(8,0) B

Como ejemplo podemos tomar la accién vista en (3.7),

1 1 g A
_ d,. |+ 2 1 929 9 3 A 4
S—/d:v{Q(&p) U TLS —|—..},
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y la ecuacién de movimiento sera

A
(02 +m?)p + ggoz + 56t =0, (A1)

En particular, en el caso de un campo libre, para el que la densidad lagrangiana es L[p] =

$[(0p)* — m?¢?], tenemos
(0> +m?)p = 0. (A.2)

61



Apéndice B
Energia potencial de un campo libre

Nuestro objetivo es obtener la ecuacién (4.27) resolviendo la siguiente integral:

g d3k eiE(fl—fz)
=

Comenzamos realizando algunos cambios de variable: ¥ = 27 — 23, u = cosf, siendo 6 el
angulo que forman 7y k. Aplicamos coordenadas esféricas, por tanto,

5 d3k eikrcos(e) 1 2m p +00 dkk2 ™ eikrcos(e) \do
S i, e ([ o)

1 o0 +1 gikru 1 © opdk
= [ dkE? ) = = .
(27T)2 /0 (/_1 kQ + mQ U,) T(?ﬂ')z /0 ]{32 T m2 Sen( 7”)

La funcién a integrar es una funcién par. La integral de una funcién par en un intervalo

centrado en el origen es el doble que la misma integral desde 0 hasta el limite superior de
integraciéon. Por tanto,

11 [ 2kdk
E=——v | 22 en(k
REISED /_OO sen(kr)

11 /Wﬂikr_ /°° kdk ) _ /+°° kdk g,
T enra ) emrmt T oeemt T TR o R rmEt

En el segundo paso hemos utilizado la expresiéon del seno como suma de exponenciales. En

el sumando integral que aparece con un signo negativo hacemos un cambio —k — k llegando

a la suma de dos integrales iguales.
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Centrémonos, ahora, en hacer la integral de la funcion

f(k) = = me e’ Dicha funcién posee dos polos en +im.

Como r es positivo, para hacer la integral vamos a conside-
rar el contorno de B.1 tomando a de tal forma que @m quede

por debajo del arco de la semicircunferencia. Calculamos *im
el residuo de la funcién en el polo positivo: >
-a a
Res(f (k). im] = —
Figura B.1: Contorno para eva-
Y por el teorema de los residuos luar la integral.

—mrnr
(& .
= mie ™

/C Fk)dk = 2mi

El resultado no depende de los limites de integracion, podemos hacer a tender a cero y

E + i /+OO kdk ikr 1 —mr
= e = ——2~
(2m)2r k? +m? 4y

obtendriamos que

—00
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