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1. Introduccion

En este trabajo se quieren mostrar algunas propiedades de los condensados de Bose-Einstein
de excitones-polaritones. Como se describird a lo largo de la memoria, este es un campo de in-
vestigacién activo en la actualidad, tanto desde es punto de vista tedrico como experimental,
lo que ha supuesto una buena motivacién para la realizacion de este trabajo fin de grado. A
partir del concepto de condensado de Bose-Einstein, visto en la asignatura de Fisica Estadisti-
ca, y conceptos de la asignatura de Fisica de Estado Sélido, principalmente el uso de curvas
de dispersién y la existencia de cuasiparticulas en estructuras cristalinas, como por ejemplo los
fonones o los huecos; se han tratado algunos de los conceptos fisicos asociados con estos sistemas.

De esta manera, la organizacion de esta memoria es la siguiente:

En el capitulo 2 se presenta el concepto de condensados de Bose-Einstein, centrandose en el
caso practico del Hell superfluido y acabando con el criterio de Landau.

En el capitulo 3 se definen y exploran los conceptos de excitén, que consiste en un electrén
y un hueco; polaritén, que es una superposiciéon de fotén y fondn; y excitén-polaritén, que se
trata de una superposicion del excitén y un fotén.

En el capitulo 4 se tratan los condensados de excitones-polaritones, tratando en orden la
metodologia experimental, el calculo de las tasas de transicion de estados, las propiedades de
coherencia del condensado caracterizadas por las funciones de coherencia, y, por dltimo, la su-
perfluidez de polaritones.

Finalmente se recogen bremente las conclusiones mas importantes en el capitulo 5.



2. Estadistica y condensados de Bose-Einstein

2.1. Derivacién del condensado de Bose-Einstein

Una manera de obtener la estadistica de Bose-Einstein es trabajar con un sistema que con-
siste en un microestado de un sistema mayor, con los estados del sistema correspondiéndose al
nimero de particulas en dicho estado. Como estamos tratando con bosones, puede haber un
numero arbitrariamente alto de particulas en cada estado (en contraste con el caso de trabajar
con fermiones). Nuestra funcién de particién Z serfa[l]:

[1]
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donde 8 = kT~ !; siendo kp la constante de Boltzmann y T la temperatura del sistema; € es la
energia asociada al estado, Ej y IV; son, respectivamente, la energia total del estado [ de nuestro
microestado y el nimero de particulas en el estado | de nuestro microestado; es decir, E; = ne
y N; = n para un estado en el que hay n bosones en el microestado con el que trabajamos; y u
es el potencial quimico.

Consideramos ahora el nimero esperado de particulas en dicho estado:
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donde hemos hecho el cambio de variable x = fB(u — €). Esta expresion recibe el nombre de
funcién de distribucién de Bose-Einstein.

Para estudiar la condensacién de Bose-Einstein, trabajaremos con un gas ideal formado por
bosones; es decir, que se va a asumir que no hay interacciones apreciables entre los bosones en
nuestro sistema. Tenemos entonces que la densidad de estados de nuestro gas ideal de Bose-
Einstein es:

d3r d3 1
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donde m es la masa de cada bosén y h es la constante de Plank, y g es la degeneracién de un
estado con ? fijo.

Ahora integramos nuestra densidad de estados en las tres coordenadas espaciales y en las
dos coordenadas angulares del momento, lo cual es posible debido a la simetria esférica del
sistema respecto a ?:
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Expresamos ahora la densidad de estados en funcién de la energia:
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Para estudiar la condensacién de Bose-Einstein tenemos que comparar el niimero de particu-
las en el estado de energia cero con el ntimero de particulas total. Estudiaremos primero el
numero de bosones en el estado fundamental del sistema, que a temperaturas bajas coincide
con el nimero de bosones del sistema:

1
N ~ (ng) = ] (6)
Despejando, tenemos:
1 1
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De aqui concluimos que el potencial quimico y la temperatura son proporcionales a tempe-
raturas bajas:

—kpT

Por tanto, podemos asumir potencial quimico nulo a partir de ahora. A continuacién, hace-
mos el célculo del niimero de estados con energia mayor de cero a T # 0:
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donde hemos hecho el cambio de variable x = fe en la integral. Definimos la temperatura de
Bose T de tal manera que N = N.»q, es decir, que el numero de particulas en nuestro gas es
el mismo que el de estados con energia mayor que cero. A partir de esto vemos que la relacion
entre estas cantidades es:

N T
Ne>0 B T3/2

(10)

De aqui llegamos a una expresién para el nimero de bosones en el estado fundamental:

o 73/2

T3/2
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Aqui se observa que a temperaturas bajas los bosones se agrupan en el estado fundamental,
fenémeno que se denomina condensacion de Bose-Einstein. Esto se ve claramente en la figura 1:
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Figura 1: Ocupacion del estado fundamental de un gas ideal de Bose-Einstein en funcion de
la temperatura.

Aunque la grafica indica que no hay particulas en el estado fundamental a temperatura 1y,
esto no es correcto ya que hemos hecho aproximaciones para llegar a nuestro resultado. Aun

asi, es correcto asumir que se da la condensacién de Bose-Einstein a temperaturas menores de
Tp.

2.2. Propiedades de superfluidos

A continuacién, describimos las caracteristicas fundamentales de un ejemplo de condensa-
cién de Bose-Einstein real, como es el de la superfluidez en el *He, cuya fase superfluida se
denomina He II.

A temperaturas inferiores a 2,17 K, denominada T}, el *He se encuentra en la fase liquida
He II, que es el ejemplo clasico de superfluido, es decir, un fluido con viscosidad nula. La vis-
cosidad es la resistencia que tiene un fluido en movimiento, o equivalentemente, el rozamiento
entre capas adyacentes de un fluido. Desde el punto de vista cuantitativo, se caracteriza con el
coeficiente de viscosidad p, que se define como el coeficiente de proporcionalidad en la ecuacién
siguiente, que describe la fuerza de resistencia experimentada por una placa que se mueve a
velocidad constante por la superficie de un fluido:

Up

Fr=uA
R/J’hv

(12)



donde F'; es la fuerza de resistencia que sufre la placa, A es el area de la placa, ug es la velocidad
de la placa y h es el nivel del fluido relativo al fondo del recipiente que lo contiene.

Al intentar determinar experimentalmente la viscosidad del He II, algunos resultados mues-
tran que el He II tiene viscosidad nula[3][4][5], mientras que otros resultados muestran que tiene
viscosidad no nula[6][7][8]. Un ejemplo de experimento que muestra viscosidad nula consiste en
la medida de la velocidad de flujo del He II a través de canales de anchura entre 0,1 y 4 pum[4].
Se observa en la figura 2 que es practicamente independiente del gradiente de presion a lo largo
del canal, lo cual se corresponde con una viscosidad practicamente nula.

4 -
A
12
4 ol
5
:‘38-'//5
s }
-
8oy D
—
£ 4r C
te]
Q
=
2.—
o 1 1

1 Y
0 40 80 120 160
Pressure Head Ap dynes/cm?
Figura 2: Velocidad de flujo del He II a través de canales de distintas anchuras a 1,2 K

(Anchuras de canal: A: 1,2 x 10~"m; B: 7,9 x 10~"m; C: 3,9 x 107%m; D: 5,0 x 10~°m) (Allen
y Misener 1939, Atkins 1952)[3][4]

En contraste, medir la viscosidad del He II con un viscémetro de rotacién nos muestra que
esta no es nula, comportandose como un fluido normal, como se ve a continuacidn:
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Figura 3: Viscosidad del He II medida en un viscémetro de rotacién (Atkins 1952). La
viscosidad estd medida en poises.[4]

Esto se puede explicar tratando el He II como una mezcla de dos fluidos, uno un fluido
normal con viscosidad ordinaria y el otro un superfluido con viscosidad nula. Estos dos fluidos
no se pueden separar fisicamente; de hecho no se puede considerar a algunos dtomos como per-
tenecientes al fluido normal y otros al superfluido, ya que todos los d&tomos de *He son iguales.
Cada uno de estos fluidos tiene una densidad efectiva, siendo p, la densidad del fluido normal
y ps la del superfluido. Por tanto, la densidad total p del He II seria:

P = Pn+t Ps- (13)

Las medidas experimentales de Andronikashvili[9], usando un péndulo de torsién que con-
siste de discos finos con espaciado lo suficientemente pequenio para que todo el fluido ordinario
sea arrastrado por los discos, nos muestran no solo que este modelo es valido sino que también

nos indica cémo varia la proporcion de superfluido en el He II con la temperatura, siendo este
casi enteramente superfluido bajo 1 K (figura 4).



X - point
0.6 P

0.4 -

e —e o . - . E s i i e S T o Ay R e . —p M e e e e 4R T T — —

0 | | | | )
0 0.5 .o 15 2.0 2.5

o
Temperature K
Figura 4: Experimento de Andronikashivi (Atkins 1952)[4].

Otra propiedad del He IT como superfluido se manifiesta en la pelicula que cubre la superficie
expuesta de un cuerpo parcialmente sumergido en He II, que tiene unos 30 nm de grosor o unas
100 capas atémicas, mas grosor que en la mayoria de otros liquidos; de hecho es lo suficiente-
mente gruesa para permitir flujo superfluido a través de la lamina. Esto se traduce en que, al
sumergir parcialmente un vaso vacio en He II, este se llena hasta que el nivel de He II dentro del
vaso se iguala con el nivel de He II fuera del vaso, aunque el borde del vaso esté por encima de
la superficie del liquido. Al subir el vaso este se empieza a vaciar; y, si este se retira, se observan
gotas callendo de la base del vaso.
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Figura 5: Flujo del He II alrededor de las paredes de un recipiente.

Los primeros experimentos disenados para medir la conductividad térmica del He II mues-



tran que es muy alta, tendiendo al infinito para pequenas corrientes de calor. De hecho es
imposible establecer un gradiente de temperatura en un volumen del liquido superfluido en
condiciones normales. Sin embargo, se puede establecer un gradiente de temperatura entre dos
volumenes de He II que estén conectados por una fuga superfluida, es decir, un canal por el que
puede fluir el superfluido pero por el que no puede pasar el fluido normal. Si se aplica calor a
un lado de la fuga superfluida, aparece una diferencia de presién entre ambos lados de la fuga
(Figura 6). Esto se debe a que el superfluido se mueve de la regién de baja temperatura a la de
alta temperatura. Como ps/p aumenta al decrecer la temperatura (Figura 4), inferimos que el
superfluido se mueve a la regién de mayor temperatura para reducir el gradiente de temperatura.
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Figura 6: Dos recipientes conectados por una fuga superfluida. La diferencia de temperaturas
conlleva una diferencia de presiones

Esto nos muestra que la transmision de calor en el He II no se puede separar de la trans-
ferencia de masa. La aplicaciéon continua de calor a un volumen de He II y su retirada en otro
punto del fluido causa conveccién interna (Figura 7). El fluido normal fluye de la fuente de calor
al sumidero mientras que el superfluido fluye en direccion contraria, manteniéndose la densidad
total. Se concluye que sélo el fluido normal transmite calor, mientras que el superfluido no
transmite calor.
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Figura 7: Conveccién interna en el He II

Por otra parte, cuando se somete el He II a rotacion, el fluido normal se comporta de ma-
nera esperada, siguiendo rotacién de cuerpo sélido; sin embargo, el superfluido tiende a formar
vortices (Figura 8). Asi, una serie de lineas de vértice llenan el fluido, con el superfluido ro-
tando alrededor de cada linea con momento angular cuantizado. De hecho, los vértices en un
superfluido se forman con gran facilidad.
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Figura 8: Lineas de vortice en un superfluido en rotacién

2.3. Modelo de superfluido

Se puede asociar el estado fundamental del He II con un superfluido puro. Como el *He
tiene spin total 0, se comporta como un bosén, y, por tanto, el superfluido puede ser explicado
como un condensado de Bose-Einstein. En tal caso, todo el sistema ocuparia un tnico estado,
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incluso si estd en movimiento; asi que lo primero que se va a hacer es determinar que estados
pueden describir el flujo de un superfluido. Se asumira que, en un estado estable, la funciéon de
onda del condensado, esté en reposo o no, se puede escribir de la forma

O(T) = o eaxpliS(T)] (14)

donde la fase S(77) es una funcién real de la posicién.

Hallamos la expresiéon del momento del condensado aplicando el operador momento:

P = —ihVe = P (15)

de donde se sigue que

7 =hVS (16)

El momento ? asi obtenido es el momento conjugado, es decir, la coordenada conjugada
de la posicién 7 en Mecénica Hamiltoniana. En el caso del He 1I interpretamos este momento
como el momento de un dtomo del superfluido. Asi que, si v2 es la velocidad del superfluido,
tenemos que

donde my es la masa del *He.

Sustituyendo este resultado en la ecuacién anterior obtenemos este resultado para la veloci-
dad del superfluido:

Vg = iVS (18)
my

Este resultado nos dice que la velocidad del superfluido es proporcional al gradiente de la
fase de la funcién de onda del condensado. Esto significa que cuando el superfluido estd en
reposo la fase es constante; y cuando la velocidad del superfluido es constante, la fase varia
uniformemente en la direccion de vs. Concluimos entonces que la fase de la funcién de onda es
coherente en todo el superfluido. Es decir, S (7}) es una funcién que varia suavemente con 7,
que no tiene cambios abruptos a distancias del orden de la separacién entre dtomos (excepto
cerca del centro de un vértice). De hecho, este efecto se observa a escalas macroscépicas, lo cual
lleva a que todas las particulas del condensado se muevan con la misma velocidad.

Tomando el rotacional de esta expresién obtenemos otra ecuacién importante:



Esta ecuacién es una condicién de irrotacionalidad. Lo 1ltimo que veremos de la funcién
de onda del superfluido es la posible existencia de vértices en el superfluido. En el caso de que
haya un agujero en el superfluido, puede darse que un viaje alrededor del agujero involucre un
cambio de un multiplo de 27 en la fase de la funcién de onda (esto no causa problemas ya que
e?™ = 1). Esto se corresponde a que el superfluido esté circulando alrededor del agujero con
una velocidad angular fija, lo cual implica la existencia de estados de momento angular cuanti-
zados, y, por tanto, justifica la existencia de vértices en un superfluido (bajo ciertas condiciones).

2.4. Excitaciones en un superfluido

A continuacion veremos el espectro de excitacién de un superfluido. Se trabajard sustitu-
yendo los dtomos del fluido por cuasiparticulas para evitar trabajar con las interacciones entre
atomos. Como en un liquido se propagan ondas de sonido longitudinales pero no se propagan
ondas transversales, el espectro de excitacion del He II deberia incluir fonones. Las principales
caracteristicas fundamentales del excitacion del He II fueron descritas por primera vez por Lan-
dau(1941, 1947)[10][11], como se observa en la figura 9. A energias bajas la curva es una recta
correspondente a la relacién de dispersion

e = Cip, (20)

12
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Figura 9: Espectro de fonones y rotones sugerido por Landau (1947)[11]; junto a datos
experimentales para el He II (Hensaw y Woods 1961)[14], tomados a presién normal (normal
vapor pressure, NVP). La parabola representa el espectro de excitacién correspondiente a una

particula libre.

donde € es la energia del fonén, C; es la velocidad del sonido en el He II y p es el momento
del fonén. A velocidades mayores, el espectro se desvia de la recta, pasando por un maximo y
un minimo. Las excitaciones cercanas a este minimo se llaman rotones y la relaciéon entre su
energia y su momento se puede aproximar como

(p —Po)2

e=A+
21y

; (21)

donde p, es la masa efectiva del rotén. La forma del espectro de Landau estd confirmada por
experimentos de scattering de neutrones[12][13][14], resultando en el espectro que se ve en la
figura 9, en el que los pardmetros de las ecuaciones (20) y (21) son

Cp=239ms! po/h=19,1nm™"
AJkp = 8,65 K 1y = 0,16my

13



Esto significa que el gas ideal de excitaciones consiste en una mezcla de fonones y rotones.
Por tanto, se deben tratar las contribuciones al calor especifico por separado. Para el gas de
bosones la funciéon de distribucion de Bose-Einstein es valida, pero la distribucién de rotones
incluye el factor exp(A/kpT), que al ser mayor que 50 en el rango de temperaturas del He II nos
permite aproximar el comportamiento de los rotones por la estadistica de Maxwell-Boltzmann.
Los ntimeros de fonones y rotones son respectivamente|2]

kpT\?
= _—
Npn = 9,607 (hC’l >

_ 293(prkpT)" Peap(=A/kpT)
(27)37213

N, . (22)

De la comparacién de ambas expresiones, concluimos que a temperaturas por debajo de 0,6
K la mayoria de las excitaciones son fonones, mientras que por encima de 1 K dominan los
rotones. De la misma manera podemos hallar los calores especificos de los gases de fonones y
rotones a volumen constante:

Cpn = 0, 1117k N, /p

Cy

_ ksN, < A2 A 3>’ (23)

p \k3T2 TheT T
donde p es la densidad total del liquido.
Criterio de Landau

Ahora derivaremos el criterio de Landau para la superfluidez y lo aplicaremos al caso del He
II. Supondremos un cuerpo de masa M moviéndose a velocidad V; a través de un volumen de
He II en reposo, asumiendo que la temperatura del He II es lo suficientemente baja para que sea
practicamente superfluido puro. Siempre que V; sea lo suficientemente pequeiia, el cuerpo no
sufrird rozamiento. Esto cambia cuando se alcanza una velocidad critica vy, a partir de la cual es
posible crear una excitacién en el superfluido, lo que causa una pérdida de energia cinética del
cuerpo y, por tanto, conlleva que el cuerpo sufra rozamiento a velocidades iguales o superiores
a vy,.

Para estimar el valor de vy, tenemos que hallar el valor minimo de 71 en el que puede apa-
recer una excitaciéon. Supongamos que la creacién de una excitacion con momento ? y energia

%
£(p) hace que la velocidad del cuerpo decrezca de 7@ a Vy. Este proceso tiene que cumplir la
conservacion de la energia

1 1
“MV?2=_-MV? 24
SM V2= ZM VP +(p) (24)
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y la conservacién del momento

MV, =MV, +7. (25)

Despejando V; y sustituyendo, obtenemos

e(p)— 7 Vi +p2/2M = 0. (26)

Asumiendo que M es lo suficientemente grande para que el ultimo término de (26) se pueda

ignorar, si 6 es en angulo entre ? y Vi, entonces

pVicost = e(p) (27)
y al ser siempre cosfl < 1 se tiene que satisfacer la condicién
Vi>elp)/p (28)
para que se creen excitaciones. Por tanto la velocidad critica es
vg, = {5(17)} (29)
p man
Por tanto, la superfluidez ocurre si
vr, > 0. (30)
Para hallar la velocidad critica buscamos los extremos de #:
{6(19)} _pe'lp) —elp) _
P p? ’
pe (p) = e(p),
d
dp p

15



Esto ocurre cuando € = mp, que se corresponde con los puntos en que la grafica de la energia
es tangente a una recta que pasa por el origen en la figura 0.

Hay dos soluciones de esta ecuacién en la curva de excitaciéon del He II (Figura 9), una se

(p)

7. £ .
corresponde con un maximo de TP; y por tanto con la parte lineal del espectro

= () =239 ms ™ (32)

y estd asociada con la velocidad critica para la creacién de fonones; mientras que la otra solucién
se corresponde con un minimo de €0 T, recta correspondiente a este minimo es tangente al
espectro de excitacion del He II en un punto cercano al minimo correspondiente a los rotones,
por tanto se puede aproximar como

A
vy ~ — =58 ms L. (33)
Do

En el caso de una particula libre, tenemos que vy, = 0 (por tener como energfa e(p) = Cp?,con
¢ constante; como se observa en la figura 9), por lo que no puede haber superfluidez en un sis-
tema con particulas libres. De aqui se concluye que el gap energético A, junto con la falta de
excitaciones térmicas bajo la curva de Landau, causan la superfluidez del He II.

16



3. Excitones. Polaritones

3.1. Excitones

Un exciton es una cuasiparticula formada por un electrén y un hueco ligados por la interac-
cion electromagnética. Los excitones se pueden mover a través del cristal que los contiene y por
tanto transportar energia, pero no pueden transportar carga al ser eléctricamente neutros. Un
excitéon se forma cuando el cristal absorbe un fotén con energia menor que el gap energético y
por tanto el electrén y el hueco resultantes no son libres.

Ello tiene lugar porque la energia necesaria para formar un excitéon es menor que el gap
energético entre las bandas de valencia y conduccién, ya que el excitén tiene una energia de
enlace que varia de 1 meV a 1 eV dependiendo del sélido. Esto se manifiesta en que los espectros
de reflectancia y absorcion muestran estructuras para energias del fotén ligeramente menores
que el gap de energia.

Los excitones pueden ser formados en cualquier cristal aislante. Los excitones son siempre
inestables, ya sea por decaimiento en un electron y hueco libres en el caso de gap indirecto,
o por recombinacién del electrén y hueco (posible en todo caso). Los excitones pueden formar
estructuras mas complejas, como por ejemplo un biexcitén a partir de dos excitones.

Los excitones pueden ser formados por absorcién de fotones para cualquer frecuencia k para
la que Ve, = Ve, es decir, que las bandas de valencia y conduccién sean paralelas. En estas
condiciones, las velocidades de grupo para electrones y huecos son iguales y estos pueden ser
ligados por atraccion culombiana.

La energia de enlace del excitéon se puede medir de tres maneras:

e En transiciones épticas desde la banda de valencia, por la diferencia entre la energia re-
querida para crear un excitén y la necesaria para crear un electrén libre y un hueco libre.

e En luminiscencia por recombinacién, comparando la energia de recombinacion de electrén-
hueco libres con la correspondiente a la recombinacién del excitén.

e Por fotoionizacién de excitones, para formar electrones y huecos libres. Este experimento
requiere una gran concentracién de excitones.

Estudiaremos dos casos limite: uno en el que el excitén es pequeno y fuertemente ligado,
denominado excitén de Frenkel, y otro en que el excitéon es débilmente ligado, con una distan-
cia de separacién entre el electron y el hueco grande en comparacion con el pardmetro de red,
denominado excitén de Mott-Wannier.

Excitones de Frenkel
En el caso de un excitén fuertemente ligado, el excitén estd localizado en un tnico atomo;
aunque el par se pueda mover libremente por el cristal, el hueco se encuentra en el mismo atomo

que el electron. Por tanto, el excitén se puede considerar un estado excitado de un atomo, como
se muestra en la figura 10.
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Figura 10: Un excitén de Frenkel localizado en un 4tomo de un cristal. Un excitén de Frenkel
ideal siempre viaja como una onda a través del cristal, pero el electrén y el hueco siempre
estan cerca uno del otro.

Un ejemplo de excitones de Frenkel es el de los gases nobles en estado cristalino. Por ejemplo,
la menor transicion atémica significativa del kriptén atémico se corresponde a 9,99 eV; mientras
que en el cristal correspondiente la transicién es a 10,17 eV. Como el gap energético del cristal
es 11,7 eV; le energia del estado fundamental del excitéon es de 1,5 eV.

Los estados traslacionales de un excitén de Frenkel toman la forma de ondas. Considérese

un cristal de N dtomos en una linea o anillo. Si u; es el estado fundamental del dtomo j, el
estado fundamental del cristal es

Vg = u1u2..uN_1UN, (34)

ignorando interacciones entre dtomos. Si un dtomo j se encuentra en un estado excitado vj,
el sistema es descrito por

Y; = U1u2...Uj—-1VUj4-1... UN-1UN - (35)

Esta funcién tiene la misma energia que la funcién ¢; con cualquier otro dtomo 1 excitado.
Sin embargo, estas funciones no describen estados estacionarios del sistema. Debido a la inter-
accion entre atomos, los autoestados tienen que tener una forma de onda.

Cuando el hamiltoniano del sistema actia sobre la funcién ¢;, obtenemos

Hpj =epj +T(pj-1+ pjr1), (36)

donde € es la energia de excitacién del atomo libre y la interaccion T mide la tasa de transfe-
rencia de la excitacion de j a sus vecinos j-1 y j+1. Las soluciones de esta ecuacién son ondas
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de Bloch:

vk =Y exp(ijka)p;, (37)
J

donde a es el parametro de red del cristal. Para comprobar que ésta es la solucion, operamos H
en Y:

Hyy =) ™ Hpj =3 e ep; + T(pj-1+ @j01)]- (38)
J J

Reordenando el lado derecho de la expresion tenemos

Hiy = 3 eMe + T(e 4 e )], = (e + 2T cos ka)y, (39)
J

por tanto los autovalores de energia son

Ey = €+ 2T cos ka, (40)

como se representa en la figura 11. Aplicando condiciones de contorno periédicas obtenemos
que los posibles valores del vector de onda k son:

1 1 1
kZQWS/NO/, S:—5N,—§N+1,,§N—1, (41)

donde N es el nimero de dtomos en la cadena, como ya se definié antes.
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Figura 11: Energia frente a vector de onda para un excitén de Frenkel, calculado con
transferencia de energia a primeros vecinos positiva T.

Excitones de Mott-Wannier

Consideremos un electrén en la banda de conduccién y un hueco en la banda de valencia,
separados una distancia considerable como se muestra en la figura 12. El electrén y el hueco se
atraen por el potencial coulombiano (unidades CGS)

U(r) = —é?/er, (42)

donde r es la distancia entre las particulas y € es la constante dieléctrica del medio (en caso de
que la frecuencia del movimiento del excitén sea mayor que las frecuencias de fonones épticos
se considera la constante dieléctrica del vacio). Se encontraran estados ligados del excitén que
tengan energias totales menores que el fondo de la banda de conduccién.

20



Figura 12: Un excitén de Mott-Wannier. Se observa que la distancia entre el electrén y el
hueco es grande en comparacion con la constante de red.

Si suponemos que las superficies de energia constantes del electron y del hueco son esféricas,
el sistema es andlogo al atomo de hidrégeno. Por tanto, los niveles de energia (relativos a la
banda de valencia) son dados por la ecuacién de Rydberg:

pe’

En =P~ Sppcnz

(43)

donde FE, es el gap energético, n es el nimero cudntico principal y p es la masa reducida del
sistema:

—-— = (44)

donde m, y my, son las masas efectivas del electrén y del hueco.

La energia del estado fundamental del excitén se obtiene al hacer n = 1 en la ecuacién (43).
Este valor se corresponde con la energia de ionizacién del excitén. Estudios de las lineas de ab-
sorcién del CuyO[18] muestran a baja temperaturas resultados para el espaciado de niveles de
excitones que concuerdan con la ecuacién de Rydberg (43), con la excepcién del estado n = 1. Un
ajuste empirico a las lineas de la figura 13 se obtiene con la relacién v(cm™1) = 17508 — (800/n?).
Tomando € = 10, encontramos que u ~ 0, 7m, a partir del coeficiente de 1/n%. El término cons-
tante 17508 em ™! se corresponde a un gap energético E, =2,17eV.
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Figura 13: Logaritmo de la transmitancia frente a energia del fotén en CusO a 77 K,
mostrando una serie de lineas de excitones. Como el eje vertical esta invertido, los picos se
corresponden con absorcién. [18]

Condensacién de excitones a gotas de electrones y huecos (electron-hole drop,
EHD)

Una fase condensada de plasma de electrones y huecos se forma en Ge y Si cuando se man-
tienen a baja temperatura e irradiados por luz. La siguiente secuencia de eventos tiene lugar
cuando un gota de electrones y huecos (EHD) se forma en Ge: la absorcién de un fotén de
energia hw > E; produce un electrén y un hueco libres, con alta eficiencia. Estos se combinan
rapidamente, posiblemente en 1ns, para formar un excitén. Este excitén decae con la aniquila-
cién del par electrén-hueco con un tiempo de vida de 8 us.

Pero en caso de que la concentracion de excitones sea lo suficientemente alta, por encima
de 10'3 em™3; la mayorfa de los excitones se condensan en una gota. El tiempo de vida de la
gota es de 40 us; aunque en Ge tensado esta puede durar hasta 600 us[15]. Dentro de la gota los
excitones se disuelven en un gas de Fermi degenerado de electrones y huecos, con propiedades
metéalicas; estado predicho por L. V. Keldysh[15]. La energia de ligadura en el Ge es 1,8 meV
relativa a los excitones libres, y la concentracion n = p = 2,57 x 1017 em =3,

Descripcion como operador cuantico del exciton de Wannier-Mott

Como el tratamiento posterior del excitén-polaritén trata tdnicamente con excitones de
Wannier-Mott, es conveniente describirlos en los términos mecano-cuanticos usados en dicho
desarrollo. Denotando el operador de creaciéon de electrén en la banda de conduccién con mo-
mento ? como &%, y al correspondiente operador para un hueco en la banda de conduccién

como b%, tenemos que el operador de creacién del excitén de momento (del centro de masas)

?GS
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, (45)

donde qﬁn(?) es la funcién de onda del movimiento relativo del electrén y el hueco, que toma
la misma forma que el correspondiente a un electrén y un protén en un atomo de hidrégeno; y
siendo n el niimero cuantico del movimiento relativo. Los operadores del excitén obedecen las
siguientes relaciones de conmmutacion:

e

o TR =0

[?T?n ?%n} —0, (46)

e

|:€>[_(>’,n” ?TI—% n:| - 5?,?/511,7# - O(nexcagB)v

)

donde ney. es la densidad de excitones y ap es el radio de Bohr del excitén definido como:

dme 0 ﬁQ

mye

con m, la masa efectiva del excitén m, = (mz 1 +m; ')~
Por tanto, podemos considerar los excitones como bosones cuando el espaciado entre ellos

es mucho mayor que su radio de Bohr (e, < agg).

3.2. Polaritones

En esta seccion se tratara la resonancia entre fotones y fonones 6pticos transversos; es de-
cir, la interaccién entre ambos cuando las frecuencias y vectores de ondas de ambas ondas son
aproximadamente iguales. La region en la que se cruzan las rectas a rayas de las figuras 14 y 15
es la regién de resonancia, correspondiéndose las rectas a las relaciones de dispersion para los
fotones y los fonones 6pticos transversos en ausencia de acoplamiento entre ellos. En realidad,
siempre hay acoplamiento implicito en las ecuaciones de Maxwell. El cuanto del campo acoplado
de ondas fotén-fonén transverso se llama polariton.
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Figura 14: Modos acoplados de fotones y fonones 6pticos transversos en un cristal idénico. Las
lineas a rayas cortas representan las curvas de dispersiéon de los fonones y fotones
desacoplados, mientras que las lineas sélidas representan las curvas de dispersién de los

polaritones. Las lineas a rayas largas indican los valores de energia y vector de onda N
cinematicamente posibles para cada angulo 6, definido en el tridngulo en la figura, donde & ,
y K g son los vectores de onda de la luz laser y la luz tras el shift de Stokes, mientras que ¢ es

el vector de onda del polaritén afectado por scattering.[16][17]

El acoplamiento del campo eléctrico E del fotén con la polarizacion dieléctrica P del fonén
6ptico transverso (OT) es descrito por la ecuacién de onda electromagnética:

CK?E = w?(E + 47 P), (48)

donde K denota el médulo del vector de onda.

A bajos vectores de onda, la frecuencia del fonén OT, wr, es independiente de K. La polari-
zacién es proporcional al desplazamiento de los iones positivos relativo a los iones negativos, tal
que la ecuacion de movimiento de la polarizacién es como la de un oscilador y se puede escribir
como,

~w?P+wiP = (N¢*/M)E, (49)

con P = Ngqu, siendo u el desplazamiento de las cargas, N el nimero de pares de iones de
carga efectiva ¢ y M la masa reducida por unidad de volumen. Por simplicidad ignoramos la
contribucién electrénica a la polarizacion.
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Las ecuaciones (48) y (49) tienen una solucién cuando

2 27-2 2
w c’K drw —0 (50)

N@Z/M  w? —w?

052
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Figura 15: Grafica de las energias y vectores de onda observados de los polaritones y fonones
longitudinales 6pticos en GaP. Las curvas de dispersién tedricas se muestran como lineas
sélidas. Las curvas de dispersion para los fotones y fonones desacoplados se muestran como
lineas a rayas cortas; y los valores de las energias y nimeros de onda cinemaéaticamente posibles
para ciertos angulos # se muestran también como lineas a rayas mas largas. También se
muestran los valores experimentales de 6 junto a algunos de los datos.[16][17]

Esto nos da la relacién de dispersién del polaritén. A K = 0 se tienen dos raices, w = 0
correspondiéndose a un fotén y
w? = wh + 47N /M, (51)

para el polariton. Aqui wr es la frecuencia del fonén OT en ausencia de acoplamiento con fotones.

La funcién dieléctrica obtenida a partir de (48) es:

4tNg*/N (52)

€(w)=1+4rP/E =1+ —5 5
w7 — w
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Si hay contribucién 6ptica electrénica a la polarizacion por los nicleos de iones, ésta deberia
ser incluida. En el rango de frecuencias desde cero hasta el infrarrojo, escribimos

— 5 (53)
wp —w

de acuerdo con la definicién de €(oco) como la constante dieléctrica 6ptica, obtenida como el
cuadrado del indice de refraccién 6ptico.

Hacemos w = 0 para obtener la funcién dieléctrica estética

€(0) = €(00) + 4T Ng* /M w3, (54)

que, junto con la ecuacién (53), podemos usar para expresar €(w) en funcién de pardmetros
accesibles:

w2 w2 _ w2
) = elo0) + €0) = elo0)] 57 = o) (=55

= 2 _ 2 = 2
O.)T w

2 2 2 2
whe(0) — w?e(oco w7 —w
o) = T o) (222, (55)
whH —w
donde wy, es la frecuencia de un fonén longitudinal, usada aqui para simplificar notacion, a pesar
de no haber fonones longitudinales presentes en este analisis.

El cero de €(w) define la frecuencia wr,, mientras que su polo define wr. En el cero tenemos que

e(00)wi = €(0)wF, (56)
que al ser escrita como
w? €(0
©p _ A0 (57)
w7y €(00)

se conoce como la relacion de Lyddane-Sachs-Teller o relacién LST; y muestra que en presencia
de polaritones si wr — 0 entonces €(0) — oo.
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Figura 16: Grafica de e(w) para €(co) = 2y €(0) = 3. La constante dieléctrica es negativa
entre w = wr y w = wy, = (3/2)2wr. Las ondas electromagnéticas en este rango frecuencias
no se propagan en el medio, sino que son reflejadas en la frontera.

Por 1ltimo, se observa que los polaritones no se propagan cuando la frecuencia se encuentra
entre el polo w = wr y el cero w = wy, ya que € < 0 y por tanto K es imaginaria, por lo que la
ondas se atentian exponencialmente con la distancia.

3.3. Excitones-polaritones

Un exciton-polariton es un estado de resonancia entre un fotén y un excitéon. Para que el
célculo de la masa efectiva del excitéon-polaritén tenga sentido, primero se hablara de cémo una
microcavidad semiconductora hace la masa efectiva del fotén no nula.

Excitén de pozo cuantico

Para facilitar la interaccién entre los fotones y excitones, el experimento se realiza en un
pozo cuantico semiconductor. Un pozo cudntico semiconductor consiste en una capa de un se-
miconductor con espesor comparable con el radio de Bohr del excitén colocada entre dos capas
aislantes. De esta manera, el momento del excitén estd cuantizado en la direcciéon de confina-
miento. Si solo se considera un nivel, como por ejemplo el de menor energia, los excitones se
comportan como cuasiparticulas bidimendionales.

Este confinamiento cudntico también modifica la estructura de la banda de valencia y, por
tanto, la intensidad y reglas de seleccién de la transicién éptica. En concreto, la conservacién del
momento en una transicién éptica sélo tiene que satisfacerse en el plano del pozo cuantico y no en
la direccién del confinamiento. Esto significa que los excitones en un pozo cuantico se acoplan a
la luz con el mismo nimero de onda en el plano k| y ntmeros de onda transversos arbitrarios k| .
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Ademsds, debido al confinamiento, un excitén de pozo cudntico tiene un menor radio de Bohr
aQBD y una mayor energia de enlace, lo cual conlleva una mejora de la constante del oscilador en
un factor de (a3’ /a?P)3. La desventaja de este método es que se produce una reduccién en el
solapamiento entre el campo luminico y el excitén ya que la longitud de coherencia transversa
del campo de fotones es mucho mayor que la anchura del pozo cudntico. Por tanto, para consi-
guir mejor acoplamiento entre el foton y el exciton, es necesario confinar los fotones en el eje z
introduciendo una microcavidad.

sustrato DBR inferior cavidad DBR superior aire
(con pozo cudntico)

Figura 17: Esbozo de una microcavidad semiconductora.
Microcavidad semiconductora

La estructura de una microcavidad semiconductora, como la mostrada en la figura 17, es una
cavidad de anchura A./2 colocada entre dos reflectores de Bragg (distributed Bragg reflectors,
DBRs), consistentes en capas alternadas de materiales con alto y bajo indice de refraccién y
anchura éptica de A./4. Esta estructura tiene resonancia en A.; siendo la transmitividad T:

(1 - Ry)(1 - Ry)
[1 — VR1R)? + 4v/Ri Rysin?(¢/2)’
donde R; y Ry son las reflectancias de los DBRs y ¢ el cambio de fase del fotén en cada viaje.

El factor de calidad Q, definido como el niimero medio de viajes que hace el foton antes de
escapar la cavidad, es:

T — (58)

0= Ae _ w(RiRy)'*
AN 1= (RiRy)V?

donde A, es la anchura de la resonancia. Una cavidad ideal tiene @ = oo.

28



La figura 18(a) nos da un ejemplo del espectro de reflexién de una cavidad con @ ~ 4000,
mientras que la figura 18(b) nos muestra la distribucién de la intensidad de campo |E(z)|? del
modo resonante. El campo se concentra en el centro de la cavidad, aumentando su intensidad
en un factor de ~ 20 en comparacién con el espacio vacio.
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Figura 18: Propiedades de una microcavidad de gran calidad. (a) Reflectancia de una

microcavidad vacfa. (b) Estructura de la cavidad y distribucién de la intensidad |E,|? del
modo resonante[19].

En estas microcavidades también se da que la longitud efectiva se extiende de manera que[19]

Lefy = Le+ LpBr

)\c ning

LDBR% (60)

2n, [ny — ny

donde nq, ng y n. son los indices de refracciéon de las capas de los DBRs y de la cavidad, res-
pectivamente, como se muestra en la figura 17.

La razoén principal para tener una microcavidad es el confinamiento del campo foténico a un
plano, asumido el x-y por simplicidad. La luz con un angulo de incidencia 6 tiene resonancia en
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Ac/(cost)). Por tanto, la cavidad tiene dispersién de energia frente al nimero de onda en plano k:

_he 13 2
Ecav - 7”76 kil-f-k", (61)

donde k; = n.(2m/A:) ¥y nc es el indice de refracciéon. Hay una correspondencia entre el angulo
de incidencia y cada modo de resonancia con el niimero de onda en el plano:

2 ] 2
k= nc)\—ﬂtcm [sin_l <W>] ~ Ty (62)

Ne Ae

cuando k| < k. En esta region, tenemos

Eouw ~ "k 1+ki = Fean(k —0)+h2kll. (63)
cav ~ e 1 Qki — Lecav\N|| — 2mcav’
donde la masa efectiva del fotén en la cavidad es
_ Beav(ky =0) 64
Meaqy = W? ( )

que es del orden de 10™°m,.
Hamiltoniano

El hamiltoniano de nuestro sistema, teniendo en cuenta interacciones de primer orden entre
fotones y excitones, es:

Hyor = Hoay+ Heae+ Hr = 3 Bea (k) ko)t g + > Beae(k))B), by + > golaf, b, +an B, ),
(65)

donde dLH es el operador de creacién de fotones con nimero de onda en plano k; y ntiimero de

onda longitudinal k. = k - Z determinado por la resonancia de la cavidad, I;Tk” es el operador de

creacion de excitones con numero de onda en el plano k|, y go es la intensidad de la interacciéon
del dipolo excitén-fotén; que es no nula tnicamente entre estados con la misma k.

Diagonalizamos este hamiltoniano mediante las transformaciones

pku = Xy i’kn + Cx g (66)
an = *Ckn Bkn + Xigy g - (67)
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Entonces Hp,; tiene esta forma:
ﬂpol = Z ELP(]{:”)plIH pkH + Z EUP(]{:H)QL” QkH . (68)

Aqui (pkH,PIIH) y (QkH,QL”) son los operadores de creacién y aniquilaciéon de las cuasi-
particulas del sistema; los excitones-polaritones. Concretamente, se corresponden al polaritén
inferior (lower polariton, LP) y al polaritén superior (upper polariton, UP) respectivamente;
siendo el polaritén inferior aquel con menor energia y el polaritén superior aquel con mayor
energia. La fraccién de exitén y fotén en cada polaritéon es dada por la amplitud al cuadrado
de los coeficientes de Hopfield Xk” y Ck\l‘ Satisfacen

‘XkH ’2 + ’Ck“ ‘2 =1 (69)

Siendo AE(/C”) == Eexc(k”) - Ecav(kHa k‘c); XkH y Ck” son dados por

1 AE(ky)
X =5 |1+ : (70)
AE(k”)Q + 493
y
1 AE(ky)
G =5 |1~ ” (71)
AE(k‘”)2 + 4g(2)

Para AE(k) = 0, | Xy, 2 = |Ch, |2 = 1/2; ambos polaritones son exactamente mitad fotén
mitad exciton.

Las energias de los polaritones son:

1 )
EUP,LP(kH) = i[Eeacc + Ecav + \/493 + Z(Eexc - Ecav)z]- (72)
Cuando el excitén y el fotén estan en resonancia, Fep. = Fcqp, v las energias del LP y el

UP tienen la separacién minima Eyp — Epp = 2g¢, generalmente llamada splitting de modo
habitual. En contraste, cuando |E.qy — Eezc| => go, los polaritones son indistingibles de fotones
0 excitones.
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Curvas de dispersién y masa efectiva

Definimos Ag como la diferencia de energfa del fotén y el excitén en k= 0,

Ao = Beay(k| = 0) = Eegel(ky = 0). (73)

Dado Ay, la ecuacién (72) nos da las curvas de dispersién de los polaritones. En la region
th:ﬁ /2Mean K 290, las dispersiones son parabdlicas:

h2k3
(74)

) k)~ F 0)+ ——.
Lpup(k)) Lrup(0) Sminor

La masa efectiva del polaritén es la media armoénica ponderada de las masas del excitén y
el fotén:

1 B |Xk\|’2 n ‘CkH|2

, (75)
mrp Megc Meay
1 Cry I [ Xk 12
— I + I 7 (76)
myup Megc Meay

donde X y C son los coeficientes de Hopfield, me,. es la masa efectiva del exciton y myq, €s la
masa efectiva del foton en la cavidad. Como Mgy K Mege,

mLP(kHNO) = mC(M}/‘CkH ’2 ~ 1074mea:07 (77)

mUP(kHNO) >~ mcav/’Xk“ ‘2. (78)

A k| altas donde Ecqy(K|) — Eexc(k)) > go las dispersiones del LP y el UP convergen respec-
tivamente a las dispersiones del excitén y el fotén. Por tanto, la masa efectiva del LP cambia
en cuatro ordenes de magnitud entre k| ~ 0 y kj altas. Se muestran ejemplos de la dispersién
de los polaritones con Ag en la figura 19.

A partir de este momento, cuando se mencionen polaritones, nos referimos a excitones-
polaritones.
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Figura 19: Dispersiones de polaritones junto a sus coeficientes de Hopfield correspondientes
para (a) Ag = 2go, (b) Ao =0y (c) Ag = —2g0.[19]
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4. Condensacion de Bose-Einstein de polaritones

Al ser bosones compuestos por componentes tanto fermioénicos como foténicos, los polarito-
nes constituyen un sistema tinico para explorar tanto la electrodindmica cudntica en cavidades
como la fisica de muchos cuerpos.

Se han predicho una gran variedad de fases cuanticas para los polaritones, incluyendo conden-
sados de Bose-Einstein (Bose-Einstein condensate, BEC), superfluidez y estados de Berezinskii-
Kosterlitz-Thouless (BKT) y Bardeen-Cooper-Schrieffer (BCS)[20]-[25]. La tabla 1 compara los
parametros basicos de los polaritones con excitones en semiconductores y atomos frios como sis-
temas bosénicos para el estudio de fases cuanticas. Se observa que los valores de los parametros
de los polaritones son mucho mejores que los del resto de los sistemas, sobre todo en cuanto a
la temperatura critica, abriendo nuevas posibilidades para el estudio de condensados.

TABLA 1: Comparacion de parametros de sistemas en fase BEC.

Sistemas Gases atémicos Excitones Polaritones
Masa efectiva m™*/m. 103 1071 1073
Radio de Bohr ap 1071 A 102 A 102 A
Espaciado entre 3 9

particulas n—1/4 10° A 107 A L pm
Temperatura critica T, 1 nK-1 pK 1 mK-1 K 1 K->300 K

Tiempo de termaliza-

cién / Tiempo de vida 1 ms/1 s~ 10 10 ps/1 ns~ 10 (1-10 ps)/(1-10 ps)=0,1-10

Un sistema uniforme bidimensional de bosones no tiene una transiciéon a un estado BEC a
temperaturas no nulas en el limite termodindmico debido a que fluctuaciones térmicas destruyen
el orden a grandes distancias[26][27].

Si el gas de Bose se confina en un potencial U ~ r[28][29], la densidad de estados del sistema
se modifica y puede darse un BEC a temperaturas no nulas.

En la préactica, cualquier sistema experimental tiene un tamano finito y un ntmero de es-
tados finitos para cada particula. Con niveles discretos de energia ¢; (i = 1,2,...) y tamano
S = L?, la condicién critica para un cuasi-BEC en un sistema bidimensional finito se pueda
definir como

1 1
ne =3 ; gy (80)
1>

donde p es el potencial quimico y n. es la densidad bidimensional critica.

En un pozo bidimensional cuadrado de tamano L, la condicién critica puede cumplirse a
T. > 0, siendo la densidad critica
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2 L
=22, 1
n )\QTn()\T> (81)

donde A7 es la longitud de onda de de Boglie térmica

Ar(T) = 4 TEZZZT (82)

Si el nimero de particulas N es lo suficientemente grande y/o la temperatura es lo suficien-
temente baja, la transicién de fase muestra caracteristicas parecidas a la transicién de fase a
BEC definida en el limite termodindmico[30].

En adicién con esta fase cuasi-BEC, la formacién de vértices da lugar a otra transicion de
fase que solo se da en un sistema bidimensional: la transicién BKT[31]-[34]. A temperaturas ba-
jas, se pueden formar vortices térmicamente excitados en el sistema que pueden soportar orden
local. Asi, enfriando maés el sistema por debajo de una temperatura critica Tgx7r, se forman
pares ligados de vértices que circulan de forma opuesta, que estabilizan la fase a un decaimiento
frente a la distancia por ley de potencia y soporta una densidad de superfluido no nula. La
temperatura critica de la transiciéon BKT es[19]

h?

Sﬁv (83)

kTkpr =n

donde ng es la densidad del superfluido. La ecuacién (83) se puede escribir en términos de la
longitud de onda de de Boglie térmica[35];

nsAr(Tprr)? = 4. (84)

En la mayoria de experimentos, el tamano del sistema es lo suficientemente pequeno para

que la transicién al estado cuasi-BEC ocurra a temperaturas superiores que la transicion al
estado BKT[36].

4.1. Metodologia experimental

Un sistema de microcavidad 6ptimo para un condensado de Bose-Einstein de polaritones
consta de lo siguiente: (1) una cavidad de alta calidad, y por tanto mayor tiempo de vida de
los fotones y polaritones; (2) grandes secciones transversales del scattering polaritén-fotén y
polaritén-polaritén, que conlleva termalizacién eficiente de los polaritones; (3) pequenio radio
de Bohr de los excitones y gran energia de enlace, y por tanto una gran densidad de saturacién
de excitones; y (4) fuerte acoplamiento entre exitones y fotones.

La eleccion de semiconductor de gap directo depende de la tecnologia usada para la fabrica-
cién del sistema. La mejor calidad tanto del pozo cuantico como de la microcavidad se obtiene
mediante crecimiento epitaxial de muestras basadas en Al;Ga;_;As (con 0 < z < 1), gracias
a la gran coincidencia de las constante de red aj,; de AlAs y GaAs y la gran diferencia entre
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sus gaps de energia F,. A 4K, el GaAs tiene ajq =5,64 Ay E, =1,519 eV, mientras que el
AlAs tiene ajqp =5,65 A v E, =3,099 eV. Actualmente se suelen crecen pozos cudnticos de
GaAs practicamente libres de tensiones y defectos entre DBRs (distributed Bragg reflectors)
de Al,Gaj_,As. De esta manera se obtienen estructuras practicamente sin defectos con més
de 30 pares de capas de AlAs y GaAs en los DBRs y un factor de calidad ) por encima de
10°[37]. Muchas propiedades de la condensacién de polaritones se encontraron por primera vez
en sistemas basados en GaAs[38]-[42].

Otra opcién popular es el sistema II-IV basado en CdTe, con pozos cuanticos de CdTe y
capas de DBR y barrera de Mg, Cd;_,Te y Mn,Cd;_,Te. El mayor desacuerdo entre las redes
se compensa con una mayor energia de ligadura y mayor constante de oscilador, junto con un
mayor contraste entre indices de refraccién (y, por tanto, menos capas necesarias en los DBRs).
El menor radio de Bohr de los excitones de CdTe permite una mayor densidad de saturacion
pero reduce el scattering de polaritones y fonones acusticos. Esto se traduce en problemas
en la relajacién del sistema, lo que impidié la condensacién en el estado fundamental de LPs
en los primeros experimentos[43][44]. Sintonizando el desajuste para facilitar la termalizacién,
Kasprzak et al. observaron la condensacién de polaritones parcialmente localizada [45].

Ma3s recientemente, ha habido un interés en desarrollar sistemas con alto gap energético y
bajas constantes de red. En estos materiales, la energia de ligadura y constante del oscilador son
lo suficientemente grandes para que un laser de polaritones pueda sobrevivir a méas de 300K,
operando a longitudes de onda del visible al ultravioleta. Aun asi, las técnicas de fabricacion
para estos materiales no estan tan desarrolladas como en el caso de los sistemas basados en
GaAs o CdTe, llevando a que estas estructuras tengan una mayor concentracion de impurezas y
defectos. También es un desafio integrar los pozos cuanticos con las microcavidades debido a la
falta de capas de DBR con redes parecidas. Aunque el régimen de acoplamiento fuerte es dificil
de alcanzar, hay resultados prometedores en ZnSe[46], GaN[47][48] y ZnO[49][50]. También se
ha observado el comportamiento laser de polaritones de GaN a temperatura ambiente[51][52].
Ademsds hay investigacion activa en polaritones basados en excitones de Frenkel en materiales
organicos[53]-[57].

Para obtener un acoplamiento maximo entre exitones y fotones, se prefiere una cavidad
corta con un pozo cudntico colocado en el antinodo (o antinodos) del campo en la cavidad.
Una cavidad de A/2 nos da la mayor amplitud del campo en el centro de la cavidad para una
reflectancia de los DBRs dada. Un espesor éptimo del pozo cudntico, normalmente entre 0,5 y
1 radio de Bohr del excitén, lleva a un menor radio de Bohr y una mejor constante del oscila-
dor. Para incrementar el solapamiento entre el campo y los excitones, se pueden usar multiples
pozos cudnticos ligeramente separados o incluso poner pozos cudnticos en los antinodos adya-
centes al central, lo cual conlleva una mejora de la intensidad del acoplamiento go o< \/Now .
La diferencia en la amplitud del campo E en cada pozo cudntico tiene un efecto parecido al
ensanchamiento inhomogéneo del ancho de linea de los excitones del pozo cudntico[58]. Hay otro
beneficio importante al usar pozos cuanticos multiples: un incremento en la densidad de satu-
raciéon de los LPs, que crece conforme a N/ aQB. Cuando gg se incrementa hasta ser comparable
con la energia de ligadura de un excitén, el efecto de acoplamiento fuerte reduce el radio de
Bohr en la rama de los LPs e incrementa la densidad de saturacion de los excitones.

Un sistema de microcavidad con una composicién y estructura dadas tiene unos pardmetros
utiles que se pueden ajustar in situ: el desajuste A de la resonancia de la cavidad desacoplada
relativa a la resonancia del excitéon del pozo cuédntico, la densidad de polaritones y la tempera-
tura de la red cristalina.
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Si hacemos que la cavidad sea més estrecha en un lado que en el otro mediante técnicas de
crecimiento de muestras especiales, se puede ajustar el valor de A a través de la muestra; lo cual
cambia las fracciones de excitén y fotén en los LPs, y con ello sus dispersiones y tiempos de vida.

La densidad de polaritones se puede controlar directamente a través de la densidad de ex-
citaciones. Con laseres comerciales se pueden alcanzar densidades mas alla del limite de la fase
BCS. La dependencia con la densidad de varias propiedades del sistema nos permite hacer es-
tudios sistemédticos sobre la fisica de sus transiciones de fase.

La temperatura de la reserva de fonones acusticos se puede ajustar mediante una bomba de
calor termoeléctrica desde temperaturas criogénicas hasta temperatura ambiente o superior a la
ambiente. La temperatura de la red influye en la dindmica de los polaritones. Aun asi, los LPs
no suelen estar a la misma temperatura de la red, a veces no teniendo siquiera una temperatura
bien definida, debido a su corto tiempo de vida.

Desde el punto de vista de la medida, el polaritén de microcavidad es un sistema BEC muy
accesible. Hay una correspondencia univoca entre los polaritones internos con modo k| y los
fotones externos con la misma energia y ntimero de onda en el plano[59]. El polaritén interno se
acopla al fotén externo a través de su componente foténico con una tasa de acoplamiento fija.
Por tanto, la informacién sobre los polaritones internos se puede medir diréctamente mediante
los campos foténicos externos. Al mismo tiempo, debido a las propiedades de la dispersion de
los polaritones, los modos con k) y Ey, p(k”) distintos se pueden resolver usando éptica conven-
cional. Por tanto, se estudian los polaritones principalmente a través del campo fotonico externo.

Las propiedades béasicas de un sistema de polaritones se pueden caracterizar mediante me-
didas de reflexién o transmisién usando una fuente de luz débil. Por ejemplo, de un espectro de
reflexién medido se pueden extraer las resonancias del sistema de microcavidad, las anchuras
de las resonancias y la estructura de bandas de detencion. Como la mayoria de microcavidades
tienen una longitud que cambia con la posicién, una serie de medidas de reflexiéon en varias
posiciones de la muestra revela el anticruce de las energias propias y verifica el acoplamiento
fuerte entre los modos de la cavidad y excitén. La dispersion de las resonancias también se puede
medir mediante reflexién con resolucién en dngulo, aunque la fotoluminiscencia (FL) suele ser
més conveniente para este prop6sito[19].

Los polaritones son excitados, resonante o no resonantemente, mediante bombeo 6ptico.
Cambiando el dngulo de coleccién de la FL, se encuentran espectros que dependen de k||, que
muestran la dispersién de energia-momento y la distribucién de los momentos de los polarito-
nes. De manera complementaria, la medida de campo cercano de la superficie de la muestra
nos muestra la distribucién espacial de los LPs; medidas de éptica cuantica en la FL revelan la
estadistica cudntica de los LPs; y las medidas por FL con resolucién en el tiempo muestran la
dindmica y transporte de los LPs[19].

4.2. Tasas de transiciéon de estados

En esta seccién se estudiaran las tasas de transicién de estados de los polaritones debido
tanto a interaccién con los fonones como la interaccién entre polaritones.

Se estudiard primero el efecto del scattering producido por fonones (phonons en inglés). La
interaccion relevante es la interaccién entre excitones y fonones acusticos longitudinales debida
al acoplamiento con el potencial de deformacion del electrén y el hueco D, y Dj. El hamilto-
niano de esta interaccién es [60][61]
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siendo X}, los coeficientes de Hopfield y Hy, " el hamiltoniano correspondiente a la interaccién
entre un excitén y un fonén. Los fonones se toman con vector de onda q?” + qz?z. La funcién
envolvente del exitén de pozo cudntico 1s es

X(P s 2er20) = 4| =o€ V8 1o () (), (86)
B

donde ap es el radio de Bohr bidimensional y fe (2. 1) son las funciones envolventes de los pozos
cuanticos del electrén y hueco. Evaluando el elemento de matriz de interaccién excitén-fondn,
se encuentra que

h(q? + q2)'/?

ove D@ @) = Daly (@) T (a2)] (87)

G(7> QZ) =1

Aqui p es la densidad, u la velocidad del sonido y V es el volumen de la microcavidad. Las
integrales de superposicién para el electrén (e) y el hueco (h) son:

—_— 57 —3/2
@) = [1+ (etaan)| (58)
Low .
20 (g:) = /0 0z 2 ()42, (89)

donde Lgw es la anchura del pozo cudntico (quantum well, QW).
Estas integrales quitan las sumas para ¢ > agl y ¢z > 27 /Low.
Con este elemento de matriz de interaccién, las tasas de transicion para los LPs son:

LP—ph 2w 1 1
?%?p,:?_? = T ngxlg—qG(Qa =)0(Ey—q — Ei £ hwqq.) (| NB(hwgg.) + 9 + 9/ (90)
4z

donde Np(hwq) = 1/[exp(hwy) — 1] es la funcién de distribucién de Bose.
Ahora faltan las interacciones entre polaritones. El Hamiltoniano de interaccién LP-LP tie-

ne, en general, esta forma:

. 1 RV .
Hy = 3U (ki ke, a)PL B P, B

1+a” ke+q’ (91)
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donde 151( es el operador de creacién de un LP con vector de onda en el plano k y U(ky, ko, q) es
la energia potencial del sistema. La dependencia de U (ki, ks, q) con ki, ka y q puede ignorarse
si el intercambio de momento q es pequeno. En este caso se usard U = U(k, k,0) en su lugar.

Se trataran dos casos: primero el caso en que el sistema estd polarizado en espin y luego el
caso en que ambos espines o helicidades estén presentes.

Para un sistema de polaritones con polarizacién en spin, podemos simplificar y calcular Uy:

1 A2 A — §FEx)?
Uk:25EX+\/9(2)+4—\/9(n)2+(4X)a

n S
0Ex = Ep—~, ng=——___
XL T 2 ama 2 X2

n , S
g(n)_g()(l_n.g)a ns_?a*Bz'

Aqui A = Eqy(k) — Eegzc(k) es la separacion entre las energias de la cavidad y el excitén a
una k dada, E'p es la energia de enlace del exciton, ap es el radio de Bohr del exciton, 2gq es el
splitting de modo normal en A = 0, y S es el drea del sistema. | X|? = L(1+A/\/4g2 + A?) es la
fraccién de excitén en el polaritén. d Ex representa la interacciéon de intercambio de fermiones
repulsiva entre excitones del pozo cudntico con el mismo spin[62][63]. g(n) es el splitting de
modo habitual reducido debido al llenado del espacio de fases y interacciones de intercambio de
fermiones|[64].

Si el sistema de polaritones se compone de dos componentes de distinta helicidad (o espin),
la interaccién atractiva entre exitones con helicidades (o espines) opuestos juega un papel crucial
en la dindmica de relajaciéon. Se ha usado una técnica de mezclado de cuatro ondas con dominio
de frecuencias degenerado (frecuency-domain degenerate four-wave mizing, FD-DFWM) para
evaluar las magnitudes relativas del efecto de llenado del espacio y las interacciones atractivas y
repulsivas de dos cuerpos entre los excitones. Como se ve en la figura 20(a), un rayo de bombeo
excita dos campos foténicos que se propagan en direcciones opuestas con amplitudes a; y ao,
y un rayo de testeo excita un campo sonda con amplitud as. La conservacién de energia y
momento tras el scattering eldstico produce una senal con fase conjugada y amplitud ay. El
Hamiltoniano de esta interaccién tiene tres términos de la forma

f{n:f{1+f{2+f{3+H‘C., (93)

Hy = W B _bor b + Bl 0] _bo_bus + BB, Do b+ B_b], By _bi),
=R Y b0, babio,
o=+,—

ffg = gv Z [Bzgi)ggl;ggdlg + i)jlod;gi)dilg],
o=+,—
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donde o = + representa la componente Z del momento angular, a, y b, son los operadores
de aniquilacién de los fotones de la cavidad y los excitones del pozo cuantico respectivamente
y H.c. representa la conjugada hermitica (Hermitian conjugate) de los términos anteriores. H,
representa las interacciones atractivas entre dos excitones con espines opuestos (W < 0). H,y
representa la interaccion repulsiva entre dos excitones con el mismo espin. H, representa la
reduccién del acoplamiento entre los excitones y los fotones. En presencia de una poblacion de
excitones (BTI;>, la intensidad del acoplamiento entre los excitones y los fotones g se reduce a
g(1 — v(b'b)), donde v > 0.

(a) SQwW

pump
test
——

signal

(1un "qJe) Ayanosjoy #

(b)

A (pts)
(x, X, X)

(% Y5 )

(C+,0+,0+)

FD-DFWM Signal (arb. units)

1548 1552 1556 1.560
Photon Energy (eV)

Figura 20: Experimento de mezclado de cuatro ondas. (a) Esquema del experimento. Dos

campos iniciales (a; y ag) proporcionados por el rayo de bombeo interfieren eldsticamente

para dar lugar a dos campos salientes (a3 y «4) que conservan la energia y momento. (b)
Espectros del FD-DFWM a A = 0 para varias configuraciones de polarizacién.|[65]

La figura 20(b) muestra el espectro del DFWM con A = 0 para distintas configuraciones de
la polarizacion de los rayos de bombeo(p), testeo(t) y sefial(s). Cuando los tres rayos tienen la
misma polarizacién lineal (configuracién (A)), se observa una fuerte senal en la resonancia del
UP (polaritén superior, upper polariton), mientras que se espera que las resonancias de UP y
LP sean proporcionales a |[W/4+ (R/2 — gv)|* y [W/4 + (R/2 + gv)|? respectivamente. Cuando
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el rayo de bombeo tiene una polatizacién ortogonal a la de los otros dos (como en (B)), aparece
una senal fuerte en la resonancia del LP, y se espera que las sefiales en las resonancias de UP y
LP sean proporcionales a [W/4 — (R/2 — gv)|? v [W/4 — (R/2 + gv)|?. En (C) y (D) los rayos
de testeo y senal tienen la misma helicidad, por lo que sélo hay contribuciones de H, y Hs. En
(E) los dos rayos tienen helicidades opuestas de manera que solo hay que tener en cuenta H;.
Los datos son consistentes con una teoria microscépica para los coeficientes de la interacciéon no
lineal basada en un Hamiltoniano de electrones y huecos[66].

Para un gas de LPs no polarizado en spin, podemos simplificar aiin més el coeficiente de
scattering[70]:

2

a
M =2 Vo oo (9} — Priow) = 6E02 (94)
ok

donde ¢ v Ey son la funcion de onda 1s apantallada del excitéon y la energia de enlace
correspondiente respectivamente. Vi, = 27 /€9 Sk es el potencial de Coulomb en 2D y ¢ es la
funcién dieléctrica.

La probabilidad de transicion de LPs correspondiente es

e T S APMPXIXEX X

ki = )t DE() /0K OB (k)02 0B (o) R (09)

Se adopta una red de energia uniforme con un espaciado AFE. Los términos proporcionales
a la densidad de estados OF(k')/0k™ vienen de cambiar la integracién sobre momentos a una
suma sobre energias. El término R es dado por

dq?

Rk, K b br) = / VI +E)? = @lq? = (k= k)[R + k2)? = ¢?lq? — (K — k2)?]

(96)

donde la integracién es en el dominio en el que los cuatro términos bajo la raiz son no
negativos. Se asegura la conservacion de la energia tomando Ey, = Ey + Ej — Ej, y sumando
en By y Ey,.

Con estas tasas de transiciéon podemos formular las ecuaciénes semiclasicas de Boltzmann
para la distribuciéon de polaritones. Este procedimiento ha sido usado en el pasado para des-
cribir la cinética de condensacién de los excitones[67][68][69] y para describir la relajacién de
los polaritones de cavidad[70]-[75]; con los trabajos de Cao y Doan mostrando la importan-
cia de un tamano finito para la cinética de condensacién en 2D. Las ecuaciones de Boltzmann
para la poblacién de los estados excitados n-(t) y la poblacién del estado fundamental ng(t) son

gn—> = P=>(t) — s + Qn_}‘ + —n—>‘ ; (97)
otk Tk T Ot Klop—rp 9t Flrp—ph’

8 no 8

ot = N + @nO‘LP—LP + EnO‘LP—ph' (98)
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Noétese que se requiere una ecuacién distinta para la poblacién del estado fundamental ng
por el hecho de que hay una separacién entre las energias del estado fundamental y el primer
estado excitado por el tamafno finito del sistema. P? es la tasa de bombeo dependiente del
tiempo y 73 es el tiempo de vida de LPs introducido por Bloch y Marzin[71]. Para pequenos
momentos transversos 0 < k < kegy = 8,um_1 se usa 1/7, = C’g /7Te siendo Cy el coeficiente
de Hopfield. El tiempo de vida de la cavidad 7. es de unos picosegundos en la mayoria de los
casos. En el rango keqy < k < kraq = NeavFeav/he, usamos el tiempo de vida de excitén 7, es
decir, 1/7;, = 1/74, y finalmente para altos momentos k > k.4 €l tiempo de vida del exciton es
infinito, es decir, 1/7, = 0.

La tasa de scattering LP-fonén es

0

_ LP ph LP—ph
Erik ‘LP o —Z LT np(l+np,) — 2 ?(1+n?)n?,]. (99)

El scattering entre LPs y fonones proporciona un mecanismo de enfriamiento disipativo para
el gas de LPs. Puede reducir el exceso de energia introducido en el LP.

La tasa de scattering entre LPs es

0 _
—ng =— Z WAP?IL§17?2[n?n—> (I+np )(1""”? )— ng ng (I+np)(1+np,)],

)

(100)
— — - —
donde k1 =k + 7 v ko= k' — 7 Este scattering es relativamente rapido, termalizando
el gas de LPs en picosegundos; pero no puede reducir la energia total del gas de LPs; por tanto
ambos procesos de scattering tienen sus roles en la cinética de condensacién de LPs.

Para estudiar la condensacion espontdnea, mantenemos la energia de bombeo lo suficiente-

mente alta para evitar la posibilidad de que aumente la diferencia entre las energias de dos LP
tras el proceso de scattering[76]. El pulso de bombeo es de la forma

o—20n[(2t/t)?]

&wzm{tmmm@ (101)

donde la primera expresion se corresponde a excitaciones de pulso y la segunda a excitacio-
nes estacionarias; Py es

Pk — P0€_h2(k_kp)2/2mechE, (102)

tp ¥y to son tiempos caracteristicos de las excitaciones y Py la potencia de bombeo para
nimero de onda nulo.
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En el caso de pozos cudnticos y microcavidades de GaAs los pardmetros usados son Ef =
1,515eV , me = 0,067mg, mp = 0,45mg, ap = 10nm, go = 5meV, D, = —8,6eV, Dy = 5,7eV,
u=4,81-10% cm/s y p = 5,3 - 103 kg/m3[60][71][74][77].

Para estos sistemas, los problemas en la relajacién de energia presentes en otros sistemas
desaparecen para valores de detuning positivos, y aparece degeneracién cuantica en el estado
de LPs con k| = 0 para densidades de excitaciones superiores a un valor Py [42].

4.3. Propiedades de coherencia

En un condensado de Bose-Einstein, una cantidad macroscépica de particulas ocupan un
unico estado cudntico y manifiestan correlaciones cuanticas en la escala macroscépica. La funcién
de onda del condensado cumple el papel de parametro de orden al tener su matriz de densidad
elementos fuera de la diagonal no nulos[78][79][80], que se pueden medir a través de las funcio-
nes de coherencia de primer orden. Las funciones de coherencia de segundo orden y de ordenes
superiores caracterizan el estado cudntico y lo distingen de una mezcla térmica[81][82].En este
apartado se estudiaran las funciones de coherencia de primer y segundo orden de condensados
de LPs y las propiedades derivadas del estado cudntico macroscépico.

Empezaremos con la funcién de coherencia temporal de segundo orden, que en el pasado ha
sido usada para estudiar las propiedades de la luz laser. En el caso de polaritones fue medido
por primera vez por Deng et al.[42] para una microcavidad de GaAs con un tiempo de vida de
los fotones de 2 ps. Mas recientemente, se han hecho medidas en una microcavidad de GaAs
con un tiempo de vida para los LPs de 80 ps por Roumpos et al.[83]; y en una microcavidad de
CdTe por Kasprzak et al.[84]. Los resultados de estas medidas fueron explicados con un modelo
basado en una ecuacién de Boltzmann y una ecuacién maestra por Laussy et al.[85][86], que fue
luego extendido para llegar a un mejor acuerdo con los experimentos por Doan et al.[87]

La ecuacién de segundo orden de coherencia temporal g (7) se define como sigue[81]:

(EOMEO(+7)EW L+ 1) ED (1))

@) (1) —
o (EOWE® (1)

, (103)

donde E(*)(t) y E®) (t) son las partes de frecuencia positiva y negativa del operador de campo
eléctrico en tiempo ¢, respectivamente. g2 (7) mide la correlacién de intensidad del campo entre
tiempo ¢ y tiempo ¢t + 7. Si E(t) y E(t + 7) son estacionarios,

(EO@MED@)EO(t +7)ED (t + 7))

@)(7) =
7 (EOHED(D)?

=1. (104)

Para un estado con un tnico modo, la correlacién méxima se obtiene en 7 = 0; donde se da
que:

g?(0) = 2 en un estado térmico,

g (0) =1 —1/n en el estado |n),
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g (0) = 1 para estados coherentes.

Por tanto, las funciones de coherencia de segundo orden normalizadas son independientes
de pérdidas lineales entre la fuente y el detector. Es més, aunque luz termal especialmente fil-
trada puede ser llevada a interferencia tras un interferémetro de Michelson, el valor de g(®(0)
permanece sin cambios. Estas propiedades hacen de ¢(? (0) un buen indicador de la naturaleza
cudntico-estadistica de un estado. Hay que tener cuidado, cuando 7 es mucho mayor que el
tiempo de coherencia 7, del campo, g(® (1) decae a 1, haciendo dificil la medida de g(® (0) para
resoluciones en tiempo mucho mayores que 7.

sefial de fotoluminiscencia filtro de paso contador de
: de bandade fotones
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salida > | > _D_ parar
divisor
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Figura 21: Medida de Hanbury Brown-Twiss usando contadores de fotones. Se muestran los
esquemas para medicién de autocorrelacién (camino sélido) y medicién de correlacién de dos
senales (camino a rayas).

Las primeras medidas de la funcién de coherencia temporal de segundo orden de un conden-
sado se hicieron por Deng et al.[42]. Se us6 un interferémetro de Hanbury Brown-Twiss[88], que
consta primariamente de un divisor de haz y dos contadores de fotones (ver figura 21). Como en
este experimento la dindmica de los polaritones es mucho mas rapida que la resolucién temporal
de los contadores, se mide el area bajo cada pulso, lo que nos da el numerador de la siguiente
ecuacién:

(105)

donde n;(7) y na(i+4) son el nimero de fotones detectados por los dos contadores de fotones en
pulsos i e i+ 7, respectivamente. En el limite de pocos fotones detectados (n < 0,01 por pulso en
el experimento), g(2)(j) aproxima la media temporal de g(® (1) sobre cada pulso. Para j # 0, las
cuentas de coincidencia son tomadas de pulsos adyacentes sin correlacién y por tanto g(2)(j) = 1
para j # 0. Asumiendo que todos los pulsos tienen las mismas propiedades estadisticas, el area
de estos picos en j # 0 nos da el denominador en la ecuacién (105).

El pulso de emisién del estado fundamental de los LP se filtra primero con un monocro-
mador con resolucién AX = 0,1 nm, resultando en un pulso con un tiempo de coherencia de
AT, =/ 8ln2$ ~ 4 ps. Bajo el umbral, la anchura a la mitad del maximo del pulso es aproxi-
madamente 350 ps, mucho mayor que el tiempo de coherencia del pulso (~ 4 ps). Como el valor
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medido ¢(2)(0) es una integracién de g(® () sobre el pulso y g(® (1) ~ 1 durante la mayoria del
pulso, tenemos que ¢(2)(0) también es cercano a 1 aunque el sistema esté en un estado térmico.
Esto es debido a un problema comtn en los experimentos de Hamnbury Brown-Twiss, que es
una falta de resolucién en el tiempo.

Al alcanzarse el umbral, la anchura del pulso se acorta a ~ 8 ps, haciéndose comparable
con Ar,. Por tanto g(2)(0) se convierte en una buena aproximacién de ¢(®)(0). Aqui se observa
amontonamiento de los fotones emitidos, con un valor maximo de ¢(2)(0) de 1,77 en P/Py, ~ 1,1
(figura(22)). Este efecto, que es oscurecido por el efecto de integracién temporal por debajo del
umbral, muestra la estimulacién del estado final de los bosones. Muy por encima del umbral,
la anchura sigue decreciendo, por lo que ¢2(0) sigue siendo una buena aproximacién de g(*(0).
Como el valor medido en esta region decrece, se observa la formacién de coherencia de segundo
orden en el sistema, es decir, el gas de polaritones adquiere coherencia macroscépica.
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Figura 22: Funcién de coherencia de segundo orden g(2)(0) frente a la intensidad de bombeo
P/Pyy,. Los cuadros interiores representan los pulsos medidos a las intensidades de bombeo
mostradas, y el experimento se hizo en un sistema basado en GaAs[42].

El valor de ¢(2)(0) decrece muy lentamente al aumentar la densidad, lo cual indica una
pequena fraccién de condensado que aumenta gradualmente al aumentar la densidad total de
los LPs. Esto es tipico en sistemas bidimensionales con interacciones relativamente intensas,
donde hay una gran reduccién cuantica del condensado. Varios estudios tedricos y numéricos
han predicho el mismo comportamiento cualitativo[89][90].

Mas recientemente, una medida similar fue llevada a cabo en una microcavidad basada en

CdTe[91]. En este experimento, las emisiones del estado fundamental de los LPs, sin filtrar por
energia, tienen un tiempo de coherencia de ~ 2ps por debajo y alrededor del umbral. Fueron
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observados valores de ﬁ((]) cercanos a 1 para densidades de excitaciones desde debajo del um-
bral Py, hasta ~ Py,. A mayores densidades de excitacidnes, g2(0) aumenta significativamente
hasta valores mayores que 2 para P ~ 10P.

En el experimento anterior también se midié ¢ (0) bajo excitacién de onda quasicontinua
(con una duracién del pulso de excitacién de ~ 1 us). En este caso, la resolucién temporal
esta limitada por la de los contadores de fotones, que es de 120 ps. Se midié un ligero amon-
tonamiento con gg) (0) ~ 1,03 por debajo y alrededor de P;,. Tras corregir por el tiempo de
coherencia y resoucién del contador de fotones, esta medida se corresponde con un valor real

9(2)(0) ~ 2,8 & 1. No se observa amontonamiento por encima del nivel de ruido para 1,5P;,.

lo que muestra un decrecimiento de g(®(0). Se vuelve a medir gg)(()) > 1 para P > 2,3P;,, de
manera consistente con la medida a pulsos.

Usando una ecuacién cinética estocéastica de Boltzmann y una ecuacién maestra, estudiamos
la probabilidad de encontrar n LPs en el estado fundamental[87]. La funcién estadistico-cudnti-
ca de correlacién ¢g?) es definida por las correlaciones de los operadores del condensado[81]

(Bl (0)BE(E + T)bo(t + 7)bo(t))

@) () =
g(r) = ; (106)
(b (¢ + T)bo(t + 7)) (b (D)bo(1))
donde b;r) es el operador de creacién de LPs.
En la representacién numérica para espera cero:
g?(0) = eloall (107

(no)?

La densidad media del condensado (ng(t)) = <b$ (t)bo(t)) se determina por una ecuacién de
Boltzmann que gobierna la cinética de scattering desde y hacia el estado fundamental,

d{no)
ot

= (Rin(t)[1 + 10(1)]) — (Rout (t)120(1))- (108)

La tasa hacia el estado es dada por los procesos de scattering desde los estados excitados al
fundamental mediante scaterings LP-LP y LP-fonén:

LP—L LP—ph
Rin = Zkak/k g (14 me )i + Z W po Ng,— (109)
k! Go—t1

Igualmente, la tasa de salida es dada por:

LP h
Rout = Y w ik (L A m ) (L mpe—i) + D w7 (14 19) Ny o (110)
kK’ q,0==+1
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chmalmente, hay que considerar las tasas de intercambio debidas a los procesos de scatte-
ring k,0 — 0, k; pero estos procesos no dan lugar a cambios en las poblaciones y no deberian
incluirse en la cinemaética. La ecuacién de tasas medias puede ser escrita de esta manera:

d{no)
ot

= (Rin(t))([1 + n0(®)]) = (Rout(t)) (no(t))- (111)

Para calcular los segundos momentos del condensado necesitamos una extensién estocastica
de la ecuacién cinética del condensado. Hay varias maneras de formular dicha extensién:

e Se puede suplementar la ecuacién de Boltzmann para ng con fluctuaciones de Langevin con
cardcter de ruido de disparo[92][93][94]. Los segundos momentos de la densidad son asi determi-
nados por los segundos momentos de estas fluctuaciones. Como se sabe a través de teoria laser,
las ecuaciones de Langevin pueden ser resueltas aproximadamente por linealizacién por encima
y por debajo del umbral de condensacion, pero no hay manera simple de hallar soluciones en
toda la banda de densidades.

e También se puede usar la ecuacion asociada de Fokker-Plank para calcular la probabili-
dad de densidades concretas. En equilibrio estacionario, se consigue una solucién analitica en
términos de una exponencial de un potencial generalizado de Ginzburg-Landau[95]. El cambio
de este potencial, que tiene un minimo en n = 0 bajo el umbral y un minimo en n # 0 sobre el
umbral describe las probabilidades para toda densidad.

En estos dos métodos la densidad se considera continua, aproximacién apropiada cuando
n > 1. Como en un condensado de Bose-Einstein la densidad del condensado varia desde valores
pequenos de n < 1 por debajo del umbral a altos valores n > 1 por encima del umbral esta
aproximacion no estd bien justificada por debajo de y en el umbral donde n = O(1).

e Una tercera posibilidad (y la seguida en este documento) es usar la ecuacién maestra de la
probabilidad de encontrar n particulas en un estado. Esta ecuacién tiene en cuenta la natura-
leza discreta del niimero de particulas condensadas[96] pero ignora la fase del estado condensado.

e Una ultima posibilidad es tratar la cinética de la funcién de segundo orden (bg(t)bg(t)bo(t)bo(t))
[89]190].

Formularemos ahora la ecuacién maestra para al probabilidad W,,(¢) de hallar n particulas
en el condensado a tiempo t. Siendo la tasa de saturacién G, = R"(n + 1) y la tasa de decai-
miento D,, = R%, tenemos la ecuacién maestra

AW, m=n+1
dtn - _(Gn + Dn)Wn + Dn+1Wn+1 + Gn—IWn—l — Z Mn,me (112)
m=n—1
Aqui M, , es una matriz tridiagonal[95]. Sus elementos son
Mnm = *(Gn + Dn), Mn,n+1 = Dn+17 Mn,nfl = anl- (113)
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La ecuacién de tasas no proporciona toda la informacién necesaria para construir la ecua-
cién maestra, dado que las tasas de transicién solo son conocidas para las medias (n) y no para
n[96]. Una forma simple para incluir esta correccién[85] es expandir las distribuciones de los es-
tados excitados linealmente alrededor de (n) tal que ng(n) = (ng)+(9ng/On)(n—(n)) y estimar

—— ) = T (114)

donde N el el numero total de polaritones. Esto da el resultado
n—(n)
= 1+ ——=. 11
() ) = o) (14 75 ) (115)

Estos terminos de correccién se desvanecen aproximadamente si uno usa la ecuaciéon maestra
y (n) = >, nW,. Como (n;) < 1 para todo estado excitado, el scattering estimulado hacia
esos estados es ignorable y 1 4 (ng) ~ (n). Por tanto las correcciones son como siguen: RZ-LnP_p h
tiene un factor de correccién F(n) = (n—(n))/({n) — N), RZP~EF tiene un factor de correccién
2F(n), y REELP tiene un factor de correccién F(n).

Bajo bombeo estacionario, la solucién estacionaria se alcanza cuando las tasas desde y hacia
el estado fundamental no cambian con el tiempo. Por tanto, se da que

DW, = Gp_1Wy_1, (116)
lo que nos da la solucién
k=n
Gn-1 Gr—1
= 4= . 11
W = 5= Was kHleWO (117)

Wy se obtiene a partir de la normalizacién ), W, = 1.

En general, las soluciones estacionarias se obtienen a partir de

m=n+1

m=n—1

Siguiendo a Risken (1984)[95], introducimos la razén S,, = W,,41/W,, y reescribimos la ecua-
cién anterior:
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Mn,nfl

Mn,n + Mn,n+1sn + S =0. (119)
n—1
Cambiando n por n + 1, se obtiene
M,
S, = — ntln (120)

Mn—f—l,n-i—l + Mn+1,n+23n+1

Esta ecuacién puede usarse para iteracién numeérica. Por iteracién analitica uno obtiene
fracciones para la razén S, y W, estd dado entonces por

k=n—1
Wo= ] ScWo. (121)
k=0

El valor de Wy se sigue de la condicién de normalizacion. Se puede empezar la normalizacion
en un valor N > (n) en que Wy = Wxio = ... = 0; para que Sy = 0. Este procedimiento se
puede generalizar para la solucién de la ecuacién maestra dependiente del tiempo[95].
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Figura 23: Funciones de distribucion W,, calculadas para varias potencias de bombeo
normalizadas P/ Py, [87].

En la figura 23 se muestran las distribuciones de probabilidad estacionarias obtenidas por
iteracién para tres intensidades de bombeo. Por debajo del umbral, la distribucion tiene un
maximo en n = 0 y decrece mondtonamente. Ligeramente por encima del umbral, la distribu-
cién tiene un maximo en (n) > 1 pero sigue siendo bastante ancha. Muy por encima del umbral
para P/P,, = 4,1, la distribucién tiene un pico estrecho en un valor de (n) ~ 10%.
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Una vez se han calculado todas las W, se puede obtener ¢(®(0) = (n(n — 1))/(n)?. Se
ve en la figura 24 como el limite térmico con ¢(®(0) = 2 se conecta de manera continua con
9(2)(0) = 1. Ello ocurre no en la regiéon del umbral sino alrededor de la regién P ~ 2P;;. Esto
es debido a la aproximacion semicldsica, que asume una matriz de densidades diagonal.

——— with detailed balance

2.0¢ O without detailed balance

—~ 1B6F
=
o T 1
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Figura 24: Funcién de coherencia de segundo orden calculada ¢(? (0) frente a potencia de
bombeo normalizada P/Py,. La linea se obtiene mediante iteracién y los circulos mediante la
relacién de balance detallada[87].

El rapido decaimiento de las correlaciones no se observa en los experimentos, como se mues-
tra en la figura 22[42]. Esto se puede explicar, cualitativamente, teniendo en cuenta que g(2) (1)
varia como g? = 2¢(Bin—Rout)T  Una media sobre los tiempos de espera nos da el resultado
g@(0) x ¢ (0)/(Rout — Rin). Cuando la intensidad de bombeo decrece por debajo del umbral,
Rout — Rin aumenta; por tanto, ¢g(2)(0) decrece rdpidamente por debajo del umbral, como se
observa en el experimento con las cavidades de GaAs con tiempo de fluctuacion de 2 ps. En
experimentos mds recientes con mejores microcavidades de GaAs[83], el minimo de g@ como
funcién de la intensidad de bombeo parece ocurrir en el umbral, y el rango de correlaciones por
encima del limite de Poisson se extiende a un rango mucho mas amplio de bombeos. Se han
realizado observaciones similares en microcavidades de CdTe[84].

La coherencia temporal de primer orden estd caracterizada por la anchura de las lineas de
emision de LPs. Es interesante ver que la anchura sobre el umbral no disminuye segun la férmula
de Shallow-Townes sino que vuelve a crecer [97] con el incremento de la densidad de los LPs en
el estado fundamental. Este efecto se puede calcular usando las ecuaciones de Langevin para el
modelo de Bogoliubov de bosones débilmente interactuantes. La poblacién de LPs en el estado
fundamental da lugar a un comportamiento parecido al efecto Kerr que causa un incremento
de la anchura de onda[98].

Ahora estudiaremos la coherencia espacial de primer orden, también conocida como orden
a largo rango fuera de la diagonal (off-diagonal long-range order, ODLRO); que fue estudiado
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por Penrose y Onsager[78], Beliaev[79] y por Yang[80].

El operador de campo de Bose ¥(r) de un gas ideal se define como

1 g ape*Por 1 .
(r) = N zj:aiapf =7 + i ;aie%w = Uy(r) + Up(r), (122)
donde r es la posicién y p; es el momento del estado i. Up(r) consiste de términos de los
estados excitados. En el limite termodindmico V' — oo, Wy (r) se desvanece para r > 0. Wq(r)
es el término del estado fundamental. En una fase condensada, ag se puede aproximar por una
amplitud compleja y ¥y(r) tiene una amplitud finita y constante dada por la raiz cuadrada de
la fraccién de condensado. Por tanto W(r) sirve como el pardmetro de orden del condensado.

El término fuera de la diagonal de la primera matriz de densidad reducida de ¥(r) es

pr(r,1) = (U)W () = () Wo ())+ (W () W (1) = SLeolrr) . L §™ Gy eimiter),

Esta funcién describe la coherencia de primer orden entre los campos en las posiciones r y
r’. De nuevo se separa en términos correspondientes al estado fundamental y a los estados exci-
tados respectivamente. Cuando |r —r’| — oo, la fase p,(r —r’) de los términos correspondientes
a estados excitados se vuelve aleatoria, y el sumatorio de estos términos se desvanece cuando
V — 00. Sin embargo, el término del estado fundamental tiene una amplitud finita y constante
con 0 < ng < n en la fase condensada independientemente de la separacién |r — r/|. Por tanto
lp1(r, )| = ng = |Wo|? es finita y uniforme incluso sobre distancias macroscépicas. Es decir, p
tiene un ODLRO; propiedad esencial de un condensado de Bose-Einstein.

En dos dimensiones, las fluctuaciones térmicas de alta longitud de onda de la fase destruyen
un orden a grandes distancias en el limite termodindmico [26][27]; pero un cuasi-condensado
de Bose-Einstein se puede establecer cuando hay coherencia a través del sistema interactuando
con el gas de Bose [99].

La coherencia espacial de los LPs fue estudiada por primera vez por Richard et al. [44].
En este experimento se usé una microcavidad basada en CdTe. Por encima de una densidad
de excitaciones umbral P;p, se observé comportamiento laser de LPs en estados de bottleneck
con numero de onda en el plano k| = kyy y energia £ (kpot). La transformada de Fourier de la
distribucién de LPs es uniforme para P < Py,. Para P > P, aparecen motas, que se relacionan
con un incremento en la coherencia espacial entre los emisores de LPs. Al mismo tiempo, la
anchura de la linea de emisién a E(kpot) se ensancha en k|, y la interferencia en k| fue observada
por un interferémetro de Billet. Los resultados de dicha medida se muestran en la figura 25 e
indican un incremento en la coherencia espacial.
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Figura 25: Excitacién de campo lejano para dos intensidades de excitacién: las dos filas se
corresponden con estados por debajo y por encima del umbral de excitacién, respectivamente.
(a) y (d) muestran la emisién de campo lejano en el plano de Fourier (6,¢). La circunferencia a
puntos muestra el cono de dngulo § = 17 donde se manifiesta la emisién estimulada. (b) y (e)
muestran la emisién en el plano (6,E) con una escala de grises logaritmica. (c¢) y (f) muestran
el perfil de intensidad frente al dngulo de azimut ¢ para 6 = 17. (g) muestra la evolucién del

grado de coherencia espacial c¢s frente a la intensidad de excitacién. El umbral para el
incremento de coherencia es el mismo que el de emisién estimulada[44].

Mas tarde Kasprzak et al. [45] midieron directamente la coherencia espacial de un condensa-
do fragmentado. Los LPs se condensaron en el estado k| ~ 0 pero en multiples dreas de ~ 4 ym
de didmetro en el punto de excitacion de 20 — 30 um de didmetro. Se midi6 la interferencia entre
la fotoluminiscencia de los condensados con un interferémerto de Michelson. Esto da la funcién
de coherencia de primer orden

EC)(xg) ED (ry + 1)) B p1(xo,70 + 1)
) (rg +1)) Vp1(ro,r0)p1(ro + 1,10 + 1)
(124)
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Tomando dos fragmentos de condensado separados una distancia r ~ 6 um, el valor de
g(l)(r) aumenta rapidamente al atravesar el umbral, teniendo un valor de 5% a 8 % por debajo
del umbral y alcanzando un méximo de 46 % en ~ 2Py, (figura 26). Esto verifica que aunque el
desorden local causase fragmentacion espacial del gas de LPs, los distintos fragmentos tienen la
misma fase.
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Figura 26: Interferencia entre dos fragmentos de condensado a ~ 6 ym de distancia, medido
por debajo (tridngulos azules) y por encima (circulos) del umbral, con contrastes del 5% y
46 % respectivamente. El eje horizontal representa la fase relativa[45].
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Posteriormente, se hizo un estudio mas sistematico de la coherencia espacial por Deng et
al.[39]. Se utilizé una microcavidad basada en GaAs, donde el condensado forma un solo modo
espacial. Usando una doble rendija colocada en la imagen del campo cercano de los LPs, se
recogio fotoluminiscencia de varias regiones del condensado. Luego, se detecté la interferencia
a campo lejano, que consiste de una oscilaciéon cosenoidal con una envoltura senoidal debida a
la anchura no nula de las rendijas. La amplidud del coseno se correponde a g(l)(r), con el valor
de r dado por la separacion entre rendijas.

Se observo que el valor de g(l)(r) aumenta rapidamente a través del umbral y se satura en
P > 3P;,. El valor maximo de g(l)(r), ~ 0,8, se mide en r = 1,3 um, que es aproximadamente
la longitud de coherencia intrinseca de un LP. En r = 8 ym, que es el tamano del punto de
excitacion, g(l)(r) se mantiene por encima de e~ ™. Desde r = 1, 3 hasta 8 um, el decaimiento de
g (r) se modela bien mediante la transformada de Fourier de la distribucién de momentos de
los LPs. La longitud de decaimiento en e~™ de ¢™")(r) cuando el LP se encuentra por encima del
umbral es alrededor de ocho veces la longitud de onda de De Broglie térmica, como se muestra
en la figura 27. Esto demuestra que la coherencia se extiende a un rango mucho mayor que
el espaciado medio entre LPs y que la longitud de coherencia intrinsica de LPs. Se mantiene
coherencia a través del condensado. Al mismo tiempo, hay una excitacién térmica significativa
del condensado.

En cuanto a calculos numéricos de la funcién de correlacién espacial de primer orden, el
primer intento es debido a Sarchi y Savona [24][89][100]. Con la cinética de condensacién se
obtuvieron densidades de condensado que resultaron en un gran ODLRO. Incorporando los
efectos de un sistema con muchos cuerpos, usando la aproximacion de Popov para calcular la
reduccién del condensado[101], se puede calcular el valor de g™ a partir de los ng(t) y no(t)
obtenidos a través de las ecuaciones de Boltzmann.
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Figura 27: ¢\ (r) frente a r para distintas tasas de bombeo P/P,;, dadas en la leyenda. Los
simbolos son valores medidos de g(l)(r) y las lineas solidas son ajustes a la funcion de Bessel
de primera especie modificada, correspondiéndose a la transformada de Fourier bidimensional
de la distribucién de momentos x kpT'/[E(k) — p]. La linea a rayas a P/P;, = 7 se ajusta a la
transformada de Fourier bidimensional de la distribucién de Maxwell-Boltzmann. La recta a
puntos y rayas representa ¢! (r) = 1/¢[39].

Escribimos las funcién de coherencia espacial de primer orden en términos del operador de
campo de LPs ¢(7) como

H(70)e(72))
W7, 7g) = 0 V(T 125
g )
0 T) = T ) () 12
Se puede insertar una expansién de la onda planar
1 7
)= —— oo+ > et 7 |, 126
e(7) 75 | % Z?: i’ (126)
y se encuentra, que en la aproximacion de particulas libres,
—
ng + S nget £ -(T1=72
gV (71, 72) = k : (127)
no
Con las poblaciones calculadas, se puede evaluar la dependencia de g™ (r = |?1 - 72|)

con la potencia de bombeo para distintos valores de la distancia r. Se asume un detuning de 4
meV y un tamano del sistema de 100 pm. La figura 28 muestra como el rango de la coherencia
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espacial aumenta por encima del umbral. Estos resultados estdn en excelente acuerdo con el
experimento de doble rendija hecho por Deng et al. [39] como se muestra en la figura 29.
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Figura 28: Valores calculados de la funciéon de coherencia de primer orden frente a la
intensidad de bombeo normalizada P/ Py, para varias distancias r dadas[87].

La figura 30 muestra la dependencia de g(l)(r) con la distancia para varios valores de la
potencia de bombeo. Se observa un decaimiento aproximadamente exponencial de la funcién
de coherencia. La longitud de coherencia aumenta con la potencia de bombeo, es decir, con la
degeneracién de los LPs condensados. Las medidas mostradas en la figura 27 se encuentran de
nuevo en acuerdo cuantitativo con los valores calculados de la funcién de coherencia.

La presencia de un condensado con una gran longitud de coherencia cambia la distribucién
espacial de los LPs de manera caracteristica. Si hay un potencial armonico, la distribucién mues-
tra un perfil de Thomas-Fermi y la anchura de la distribucién es inversamente proporcional a
la anchura en el espacio de momentos. En la ausencia de un potencial de confinamiento en el
plano, las propiedades espaciales se gobiernan por dos factores: la distribucién espacial debida
al perfil del laser de excitacién y la extensién finita de la coherencia macroscépica en sistemas
bidimensionales[19].
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Figura 29: Funcién de coherencia de primer orden g(l)(r) medida frente a potencia de
bombeo normalizada P/P;;, para varias distancias r[39].

0

Si el ldser de excitacion tiene un perfil no uniforme, como por ejemplo una gausiana con una
anchura a media altura de wy, , el centro del punto llega primero al umbral de degeneracién y
forma un cuasicondensado con extensién espacial w. < wjp. Suponiendo que la densidad critica
es constante con el tamano del sistema, w, se expresa como

J2
e = wp\/l — logs (1 + ]ff) (128)

Sin embargo, en dos dimensiones es necesaria una mayor densidad critica de condensacién
n.(w.) para mantener coherencia sobre una mayor area [30]. Este efecto fue observado por pri-
mera vez por Deng et al. [41]. Se us6 una microcavidad planar sin potencial de confinamiento en
el plano. El ldser de excitacion tenia un perfil gausiano con un tamaio del punto a media altura
de w, ~ 15 pm. Aunque la emisién de LPs seguia este mismo perfil por debajo del umbral, el
tamano del punto de emisién wry, disminuyé drasticamente cuando el centro del punto alcanzo
la densidad critica. Para P > Py, el incremento de wgy es mucho mas lento que el predicho
por la ecuacién (128).
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Figura 30: Funcién de coherencia de primer orden g(l)(r) calculada frente a la distancia r
para varias potencias de bombeo normalizadas P/ Py, [87].

Teniendo en cuenta la dependencia con el tamano de la densidad critica, la ecuacién (128)
se modifica como sigue[39]

w(P/Py,) = wp\/l — logo (1 + P ne(wd) (129)

donde w. = w(P/Py, = 1) es la anchura a media altura del condensado cuando aparece por
primera vez y se corresponde con el menor tamano medido. Como un modelo simplificado, se
considera n. para un gas de bosones bidimensional confinado a un tamano finito L = 2w, se
tiene n.(w) = (2/A2)In(2w/Ar)[30] y, por tanto,

Py, In(2w/ A7) >7 (130)

w(P/Py,) = Wp\/l — logs <1 + P In(2w./Ar)

donde Ar es la longitud de onda térmica de de Broglie de los LPs. El aumento medido del
tamanio del punto de LPs fue bien descrito por la ecuacién (130), como se ve en la figura 31[39].

Para el caso de un laser de fotones, también se observé una reduccién en el tamano del punto
en el umbral de laseado[41]. En contraste con el caso de condensacién de LPs, el crecimiento
del tamafio del punto por encima del umbral es mucho mas rapido y se explica bien mediante
el modelo de osciladores clasicos locales de la ecuacién (128) (figura 31(c)). Esto confirma que
en un laser convencional la ganancia es determinada por la densidad local de los pares electron-
hueco con una densidad umbral independiente del tamano del sistema.
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En el mismo estudio, hay multiples modos transversos en el perfil espacial del laser por
encima del umbral (figura 31(b)), como es tipico en ldseres de emisién superficial con cavidad
vertical de gran drea. La coherencia en este caso estd presente solo en el campo foténico pero
no en el medio electrénico. Sin embargo, en el caso de la condensacién de polaritones, el perfil
gausiano se mantiene hasta tasas de bombeo muy altas sin notarse modos transversos multiples.

(a) plpth= 1.4

(b)

0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
X (um) X (um)

(c)

FWHM Spot Sizes (pm)

—<— LP condensation
—#— photon laser

1 1 1

0 ] 10 15 20 25 30
Pump Rate PIF'th

(=]

Figura 31: Distribuciones espaciales y tamanos de punto de un laser de polaritones frente a
un laser foténico. (a) y (b) muestran los perfiles espaciales de los LPs y cavidad laser,
respectivamente, a 1,4 veces la intensidad de bombeo umbral. (¢) Comparacién del tamano del
punto frente a la tasa de bombeo para condensados de LPs (circulos) y laser foténico
(estrellas). La linea roja a rayas es un ajuste por la ecuacién (129), con w, = 16,5 ym y
we = 2,8 pm. Las lineas verdes a puntos son ajustes dados por la ecuacién (128) asumiendo un
tamano del punto de bombeo de w, = 9 pm para el condensado de LPs y w, = 23 pm para el
laser foténico[41].
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4.4. Superfluidez de polaritones

El Hamiltoniano del condensado de excitones-polaritones expresado en términos del opera-
dor de campo de LPs v es

K2 A ~ 1 PRy / Tl g0t
H = / (gmvww) dr+ 5 / YTV = )y drdr, (131)

donde V(r) es el potencial de interaccién de dos cuerpos. La ecuacién de movimiento de
Heisenberg de v es

L0 - - h*v?
i) = 600, 1] = |

+ / A OV =)t dr | P (r, t). (132)

Si el operador de campo se escribe de la forma

() = ;v S e/, (133)
P

donde V' es un volumen de cuantizacién y a, es el operador de aniquilacién para el estado
de una particula con momento p; podemos reescribir el Hamiltoniano como

2
] P
H=2 omtr ZZZV%M gl (134)
P

p1 P2
donde V;, = [V (r)exp[—iq - r/h]dr es la transformada de Fourier de V (r).

Desde el punto de vista macroscépico, solo son importante los momentos pequenos, por lo
que podemos considerar el valor de V, cuando g = 0,

Ww=g= /V(r)dr, (135)

para reescribir el Hamiltoniano de la forma

H= Z 2m AI’A 2V ZZZ%M Qpy— g Oy Gy - (136)

pP1 P2

Siguiendo el procedimiento de Bogoliubov, reemplazamos el operador ag por un nimero com-
plejo a. La amplitud de campo correspondiente (pardmetro de orden) y(r,t) varia lentamente
sobre distancias comparables al rango de la interaccién entre particulas, por lo que podemos
sustituir 7’ por r en la ecuacién de Heisenberg para obtener la ecuacion de Gross-Pitalevskii:

2v72
i) = (=100 + ghvalr O ) volr ), (137)
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En un limite de baja temperatura, el niimero de ocupacién para estados excitados con p # 0
es pequeno pero no nulo. En esta aproximacién de primer orden, ignoramos todos los términos
del hamiltoniano conteniendo a, y &; con p # 0. Entonces la energia del estado fundamental es

By = L N2, 1
0= (139)
El potencial quimico es dado por
0E)
=— = 1
U(n) aN = I (139)

donde n = N/V es la densidad de particulas.

Sin embargo para estudiar el espectro de excitacién y estudiar las fluctuaciones cuanticas es
necesaria una mejor apoximacion. Usamos la relacion de normalizacién

afao+ Y ata, =laf>+> afd, = (140)

p#0 p#0

Sustituyendo esta ecuacién en la ecuacién (136), obtenemos un nuevo hamiltoniano:
H= TN+ Z oy + gnZ(m;ap +afat, + apap). (141)

Este hamiltoniano se puede diagonalizar con la transformacién lineal[102]

iy = upby + v* bJ_“p, G, = upby +v_pb_yp. (142)
Si los dos coeficientes u, y v_, satisfacen
Jupl® + v—p|? = 1, (143)

un nuevo conjunto de operadores b, y b;’ satisfacen la relacion de conmutacién bosonica
ST . ) ) cyay a s
[bp, bp,] = Opp - Para que los términos que no conservan el nimero de particulas by b, y byb—p
en el hamiltoniano se desvanezcan, los coeficientes u, y v_, tienen que satisfacer

2

Un) (Jup)? + |v_p|?) + (p + U(n)> upv_p = 0. (144)

2

2m
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De las ecuaciones (143) y (144) podemos despejar u, y v—, como sigue:

- \/p/mwm L1 (145)

by — w/mwm 1 (146)

donde

2
= ()] "

H=FEy+ Y (p)b}b,. (148)

Aqui e(p) es la ley de dispersién de Bogoliubov para las excitaciones elementales del sistema
condensado.

Propiedades del superfluido de LPs

La energia de campo medio de LPs a k = 0 se corre al azul cuando se incrementa el niimero
de LPs como se muestra en la figura 32. Esto es consecuencia de la interaccién repulsiva entre
LPs. Podemos calcular este cambio de energia U(n) usando la ecuacién (92). Si se asume un
tamano constante para el condensado, esto es mostrado como la linea azul clara en la grafi-
ca. También podemos resolver numéricamente la ecuacién de Gross-Piteavskii (ecuacién (137))
para incorporar la expansion del condensado debido a interaccién repulsiva; mostrado en la
figura 32 como puntos rojos. Estos resultados tedricos se comparan con los resultados experi-
mentales(diamantes azules). El modelo solo reproduce los datos experimentales a muy bajas
concentraciones de LPs, ya que se basan en bosones que interactian poco entre si[62][63][64].
Mis recientemente la aproximaciéon de Popov se ha aplicado al sistema de LPs, consiguiéndose
un acuerdo cualitativo con los datos experimentales[100]. Esta aproximacion se muestra como
una linea rosa en la figura 32.
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Figura 32: Desplazamiento de la energia de campo medio frente a niimero total de
polaritones. Se muestran los datos exparimentales (diamantes azules), los resultados analiticos
(linea azul) y numéricos (puntos rojos) basados en la aproximacién de Bogoliuov[103]; y la
aproximacion analitica basada en la aproximacién de Popov (linea rosa).

Se puede medir la energia E del estado excitado frente al nimero de onda en el plano k
usando una microcavidad con tiempo de vida de fotones de 80 ps[83]; como se muestra en la
figura 33 para una tasa de bombeo P/P;, = 3. El punto de bombeo tiene ~ 30 um de didmetro.
El condensado se forma en un area determinada por el tamafio del punto de bombeo y la tasa
de bombeo debido a la limitada difusién lateral y densidad cambiante con la posiciéon de los
LPs[39][40]. La figura 33(a) muestra una representacién lineal de la luminiscencia; mientras que
las figuras 33(b)-33(d) emplean representaciones logaritmicas de la intensidad para magnificar
el espectro de excitacién. Sobre el umbral, dos cambios drasticos se notan comparados con la
distribucion cuadratica estandar que se observa bajo el umbral. Una es el corrimiento al azul de
la energia del LP en k = 0 y la otra es la dispersién lineal en el régimen de bajos momentos |k&|,
donde & = h/+\/2mU(n) es la longitud de amortiguamiento. Asi, las lineas blanca y negra en la
figura 33(b) representan las relaciones de dispersiéon cuadréticas Epp = —U(n) + (hk)?/2m y
E' » = (hk)?/2m respectivamente, donde m es la masa efectiva del polaritén; y se observa que
ninguna puede explicar el resultado experimental. La linea rosa en la figura 33(b) es la energia
de excitacién de Bogoliuov; que puede ser reescrita como[104][105]

Ep = \[ELplELp + 20 (n)] = U(n)y/(RE[(RE? + 2. (149)

La relacién de dispersion medida experimentalmente concuerda con el espectro de excitacién
de Bogoliubov sin necesidad de anadir parametros.

En este experimento se usé un laser circularmente polarizado para bombear fotones en el
condensado; por lo que el condensado preserva la polarizacién del laser[41][83]. El resultado
mostrado en la figura 33(b) se corresponde con la deteccién de los fotones con la misma polari-
zacién que el bombeo (deteccién cocircular); es decir, ambos grupos de fotones tienen la misma
helicidad. Una pequena cantidad de fotones polarizados cros-circularmente (es decir, con helici-
dad opuesta a la del bombeo) también ha sido detectada debido a la relajacién del spin durante
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el proceso de enfriamiento[41][83]. Sin embargo, se observa la dispersién cuadrética estdndar,
pero con energia ligeramente menor comparada con la del condensado, como se muestra en la
figura 33(c). Al incrementar la tasa de bombeo, el nimero de LPs condensados se incrementa tal
que la débil interaccion atractiva entre el condensado y los estados excitados con spin opuesto
resulta en un ligero corrimiento al rojo comparado con E} , en la figura 33(c). En la figura 33(d)
se representa la deteccién simultanea de ambos tipos de fotones.

1.613 eV 1613 eV

Figura 33: Dependencia del espectro de excitacién con la polarizacién de un sistema
condensado. (a) es una representacion lineal de la intensidad; mientras que (b)-(d) usan
representaciones logaritmicos para magnificar el espectro de excitaciéon. Un rayo circularmente
polarizado es incidente con un dangulo de 60°. (a) y (b) muestran la deteccién fotones con
polarizacién cocircular con el rayo (misma helicidad que el rayo de bombeo), (c¢) la deteccién
de la polarizacién croscircular (helicidad opuesta a la del rayo de bombeo), y (d) la deteccién
de una mezcla. Las curvas tedricas representan la energia de excitacion de Bogoliubov Ep
(linea rosa), la relacién de dispersién cuadratica E} p (linea negra) que empieza en la energia
del condensado, y la relacién de dispersién de LPs libres Erp (linea blanca), que es
determinada experimentalmente con datos tomados a P = 0,001P,;[103]

Como se ve en la figura 33(b), el condensado con energia E} , tiene un nimero de onda
k # 0, que no concuerda con la ley de dispersién de Bogoliubov (ecuaciones (147) y (148)). Este
resultado experimental tiene dos posibles explicaciones. Una opcién es la relacién de incertidum-
bre de Heisenberg correspondiente a la posiciéon y momento de las particulas del condensado. La
extension espacial del condensado es determinada por el tamano del punto de bombeo y la den-
sidad critical41]. Se espera que el condensado tenga una incertidumbre del momento Ap cuando
se confina en una region finita del espacio. De hecho, el producto medido del tamaiio del punto
Az y la dispersiéon de momentos Ap es cercano al minimo dado por la relacion de Heisenberg,
AxAp = h/2, con un factor 2 — 4 cuando es estd por encima del umbral[103]. También se ve
por la ecuacién de Gross-Pitaevskii espacialmente inhomogénea que la densidad de estados para

63



el espectro de excitacién desaparece en un régimen de momentos bajos |Ap| < h/2Az, como
se muestra en la figura 34(a), para la cual el condensado con energia E} , llena el régimen de
momentos vacantes[103].

La otra explicaciéon posible es el tiempo de vida finito de las particulas del condensado.
Usando una ecuacién de Gross-Pitaevskii con términos de ganancia y pérdida de polaritones, se
puede encontrar que la dispersién de excitaciones elementales alrededor del condensado se vuel-
ve difusiva, es decir, es plana en un régimen de momentos pequenos y luego crece para alcanzar
el espectro de Bogoliuov, como se muestra en la figura 34(b)[106][107]. No se sabe bien cual
de estos factores es principalmente responsable por la dispersién plana observada cerca de k = 0.
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Figura 34: Espectro de excitacién de un condensado. (a) Representacién de contorno en falso
color de la densidad de estados para excitaciones elementales de un condensado de polaritones
de tamano finito[103]. (b) La dispersién de excitaciones elementales de un condensado de
polaritones disipativo, mostrandose dos ramas (+ y -)[107].

Como muestra la ecuacién (149), la energia de excitacién de Bogoliubov normalizada por el
shift energético de campo medio Eg/U(n) es una funcién universal del nimero de onda nor-
malizado por la longitud de curado k€. En la figura 35(a), esta relacién universal (linea verde)
es comparada con los resultados experimentales de cuatro sistemas condensados con distintos
parametros. Tanto en el régimen foténico a |k&| < 1 como en el régimen de particulas libres a
|k&] > 1 los resultados experimentales estan de acuerdo con la curva universal, con la excepxién
ya mencionada de momentos bajos |k{| < 1; aunque hay una falta de datos en ese régimen.
Por otro lado, para una tasa de bombeo muy por debajo del umbral, la dispersién medida es
descrita completamente por la dispersién de LPs Erp (linea roja).

La velocidad del sonido deducida del espectro de dispersién foténico es del orden de 108em /s
y es proporcional a la rafz cuadrada de la poblacién del condensado (o< /ng) a tasas de bombeo
razonables. Este valor es seis 6rdenes de magnitud més grande que la de los condensados de
Bose-Einstein atémicos y cuatro 6rdenes de magnitud més grande que la del helio *He super-
fluido. Esta enorme diferencia proviene del hecho de que la masa de los LPs es de nueve a
diez érdenes de magnitud mas pequena que la masa atomica y que la energia de interaccién
de LPs es de seis a siete érdenes de magnitud mayor que la energia de interaccién atémica. De
acuerdo con el criterio de Landau [108], la observacién de dispersion lineal en un régimen de
momentos bajos es una indicacién de superfluidez en el sistema de excitones-polaritones. Se ha
encontrado recientemente que la tasa de scattering para el condensado de excitones-polaritones
en movimiento es drasticamente reprimida cuando la velocidad inicial del sistema es menor que
la velocidad critica del superfluido[109]. También se ha observado que la teoria de Bogoliubov
no cuadra con la dispersién de excitaciones elementales a muy altas tasas de bombeo. Esto es
un resultado esperado ya que la teoria de Bogoliubov se basa en una aproximacién de gas de
Bose con pocas interacciones; aproximacién que se viola para tasas de bombeo muy por encima
del umbral.
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Figura 35: Caracteristicas universales de excitaciones de Bogoliubov. (a) Energia de
excitacién normalizada por la energia de interaccién E/U(n) como funcién del nimero de
onda normalizado k£ para cuatro sistemas condensados no atrapados:

A (punto azul): A = 1,41meV, P = 4Py, (Py, = 6,3mW);

B (punto azul claro): A = 0,82meV, P = 8P, (P, = 8,2mW);

C (punto rojo): A =4,2meV, P = 4Py, (Py, = 6,4mW);

D (punto rosa): A = —0,23meV, P = 24Py, (Py, = 8,2mW).

También se incluyen datos experimentales del sistema A muy por debajo del umbral,
marcados con cruces azules. Se muestran tres curvas tedricas normalizadas por la energia de
interaccion: la energia de excitacién de Bogoliubov Ep/U(n) (linea verde), la curva de
disparsién cuadratica E ,/U(n) (linea gris), y la dispersién de LPs libres Er,p/U(n) (linea
roja). (b) y (c) El shift de energia Fp — Epp en el régimen de particula libre (|k€ > 1|)
mostrado como funcién de la energia de interaccién U(n). En (b) se muestran los mismos
cuatro sistemas que en (a) y en (c) se muestran cuatro sistemas atrapados:

E (punto azul): d = Tum, A = 3,3meV;

F (punto azul claro): d = 7Tum, A = 2,9meV;

G (punto rojo): d = 8um, A =1,6meV;

H (punto rosa): d = 8um, A = 2,5meV.

La linea de rayas representa la prediccién teérica Ep — Erp = 2U(n). (d) Distribucién de
poblacién de LPs normalizada por el valor en k& = 0,3 para el sistema G a la tasa de bombeo
P = 2P,,(Py, = 4mW). La dependencia teérica con 1/k? para la deplecién térmica se muestra
con la linea azul y la dependencia con 1/k para la deplecién cudntica se muestra con la linea
de puntos azul. Imagen de Utsunomiya et al., 2008 [103].

En el régimen de particulas libres (|k¢| > 1), la energia de excitacién asociada con el conden-
sado es mayor en 2U(n) que la energia de un LP con el mismo nimero de onda. Una diferencia
por un factor de 2 entre el desplazamiento de energia de campo medio del condensado y los
estados excitados proviene de un intercambio de energia de interaccién duplicada entre modos
distintos. Este hecho ya se manifesté en la doblez observada en la figura 32. En las figuras 35(b)
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y 35(c), esta prediccion de la teoria de Bogoliubov es comparada con los resultados para cuatro
sistemas condensados distintos no atrapados y atrapados, respectivamente. Los datos experi-
mentales fueron determinados como la diferencia entre la energia de excitacién medida con la
presencia del condensado y la dispersién cuadratica estandar, que es determinada por datos
experimentales tomados con una tasa de bombeo muy por debajo del umbral (P/P;, < 1). Los
datos experimentales estdn de acuerdo con la curva tedrica (linea de rayas gris) en ambos casos.

La figura 35(d) muestra la poblacién de excitaciones normalizada ny/nd frente al nimero
de onda normalizado |k€| para un condensado atrapado, donde n} es evaluado para |k¢| = 0,3
por razones de conveniencia. Ese nimero de ocupacién de LPs nj en el espectro de excitacion
se puede calcular aplicando la distribucién de Bose-Einstein a las cuasiparticulas de Bogoliubov
y tomando la transformaciéon de Bogoliubov inversa[104],

ug|® + [vo_g|?

cep(BEp) — 1 1

nge = ‘Uka +

donde

1/2
(P2 U, 2 a5

Uk, V_f = +

y B =1/kpT. Los dos términos en el lado derecho de la ecuacién (150) representan las particulas
reales (LPs) creadas por la deplecién cudntica y la deplecién térmica respectivamente. En el
sistema condensado de LPs presente, la deplecion térmica es mucho més intensa que la deplecion
cudntica, asi que el segundo término domina sobre el primero. En este caso, la poblacién de
LPs es dada por ny ~ mkpgT/(hk)? para el régimen |k¢| < 1, mientras que ny, ~ (1/2v/2)/k¢
si la deplecién cudntica es dominante[104]. La prediccién teérica de la dependencia con 1/k?
de ny, para la deplecién térmica es comparada con los datos experimentales en la figura 35(d),
obteniéndose un acuerdo razonable.

Por tdltimo, se estudiard la aparicion de vortices cuantizados. En una fase de condensado de
Bose-Einstein, los vértices aparecen cuando un momento angular es transferido al condensado.
Sin embargo, un sistema bidimensional de bosones no tiene fase de BEC a temperaturas no nulas;
aunque estos sistemas se vuelven superfluidos en la fase BK'T (Berezinskii—Kosterlitz—Thouless).
Las excitaciones elementales de esta fase superfluida son pares ligados de vortices con indices
opuestos. La transicion BKT-fluido normal se identifica con la disasociacién de los pares de
vortices en vortices libres[110][111].

Un vortice cuantizado de LPs fue observado por primera vez en una microcavidad de CdTe.
El vértice parece ser creado durante el proceso de termalizacion y fue fijado por una fluctuacion
en el potencial inducida por un defecto en el cristal[112]. Se observé una direccién de rotacién
fija que se atribuye a la estructura del potencial.

Recientemente, se han observado pares vortice-antivértice en una microcavidad de GaAs de
tamano finito[83]. De acuerdo con el andlisis numérico de la ecuacién de Gross-Pitaevskii, un
par vortice-antivértice en el orden topolégico BKT se mueve en paralelo con una velocidad del
sonido de la excitacién de Bogoliubov si el sistema es uniforme. Si el sistema bidimensional estd
confinado a un sistema finito, el par vortice-antivértice también estd confinado a un micromovi-
miento dento de la trampa[113]. El experimento de Roumpos, Hoeffing, et al. (2009)[83] observé
este comportamiento. En el experimento, las distribuciones medias de la poblacién n(r), fase
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o(r), y funcién de coherencia espacial g(!)(r) se miden simultdneamente con un interferémetro
de Michelson. La existencia de un par vértice-antivortice se identifica con un decrecimiento de
la poblacién, cambio de fase en 7 y coherencia espacial reducida en la frontera del par. Estos
resultados experimentales fueron reproducidos con éxito por el andlisis numérico de la ecuacion
de Gross-Pitaevskii con un término de ganancia y pérdida[l9].
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5. Conclusiones

En resumen, los aspectos mas destacados que se han analizado a lo largo de este trabajo son:

En el capitulo 2 se observé como la fase condensada del helio adquiere propiedades de su-
perfluido debido a la presencia de rotones en el espectro de exitaciones del He II, llevando al
criterio de Landau.

En el capitulo 3 hemos visto como la descripccion del exitéon depende en gran medida de su
radio, distinguiendose primariamente los casos de excitones de Frenkel y de Wannier-Mott.

También se ha visto como se puede usar un pozo cuantico en una microcavidad semicon-
ductora para facilitar la interaccién de excitones y fotones, creando excitones-polaritones.

Al inicio del capitulo 4 se ha visto como, aunque no pueda establecerse un autentico conden-
sado de Bose-Eisntein en un sistema bidimensional como la microcavidad, pueden darse estados
parecidos con una extension finita, permitiendo el estudio de condensados de polaritones.

También se han explorado las funciones de coherencia como una forma de determinar la
existencia de un condensado en los polaritones.

Por dltimo se ha observado la posibilidad de superfluidez de los excitones-polaritones, mani-
festandose tanto en un cambio en la relacién de dispersion de los polaritones y en la formacién
de pares vértice-antivértice.

En definitiva, la condensacién de polaritones sirve como modelo de un sistema de materia
condensada que permite observar fenémenos que serian mucho mas dificiles de replicar en otras
condiciones. Por ejemplo, trabajar con polaritones permite la condensacién de Bose-Einstein a
temperaturas mas altas que con sistemas superfluidos convencionales.
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