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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

En la teoria de conjuntos clasica, un elemento pertenece a un conjunto o no pertenece,
es decir, su grado de pertenencia es cero o uno. En cambio, los conjuntos difusos permiten
valores intermedios de pertenencia y permiten formalizar expresiones ambiguas. Una de
las principales aplicaciones de los conjuntos difusos es en el campo de la toma de decisiones
ya que son utiles para modelar el criterio humano el cual es, en muchos casos, impreciso.
Por ejemplo, un niimero pertenece o no pertenece a la clase de los nimeros pares, es algo
objetivo. En cambio, la clase de los numeros grandes es subjetivo ya que dependera de lo
que se considere como grande.

La teoria de conjuntos difusos fue enunciada por primera vez por Lotfi Zadeh [23]
en 1965. Zadeh afirmé que en el mundo fisico real hay clases que no tienen un criterio
de pertenencia definido de forma precisa, fue asi como definié los objetos con grados de
pertenencia continuos a los que se les asigna un nimero entre cero y uno. Los conjuntos
difusos han sido ampliamente utilizados en muchos campos como en el procesamiento de
imégenes y, como se mencioné anteriormente, en la toma de decisiones.

Una generalizacién de los conjuntos difusos son los conjuntos intuicionisticos pro-
puestos por Atanassov [1]. Mientras que los conjuntos difusos sélo asignan un valor de
pertenencia, los conjuntos intuicionisticos complementan este con un valor que representa



el grado de no pertenencia que, evidentemente, esta relacionado con el de pertenencia. No
es esta la unica forma de generalizar los conjuntos difusos y, por tanto, permitir modelar
problemas con incertidumbre respecto a la funcion que modeliza la pertenencia al conjun-
to. Con un objetivo similar surgieron los conjuntos difusos intervalo-valuados, en los que
el grado de pertenencia no es un valor concreto en el intervalo unidad, sino un intervalo
donde se supone que esta ese valor de pertenencia, sin que sea posible precisar el mismo
[10]. Ambas generalizaciones estan directamente relacionadas y se podria trabajar, desde
un punto de vista matemaético, con cualquiera de las dos. No obstante, por ser en general
mas intuitivos, este trabajo esta centrado en los conjuntos difusos intervalo-valuados.

La comparacion de objetos, descritos mediante conjuntos difusos o cualquiera de sus
extensiones, es un topico de estudio muy habitual por sus aplicaciones en muchas areas,
como segmentaciéon de imdgenes [17], teorfa de la decisién [13, 21] o reconocimiento de
patrones [12, 14]. Una de las herramientas mas importante para realizar dichas compara-
ciones son las medidas de similaridad, que permiten medir el grado de similaridad entre
dos conjuntos. Tradicionalmente estas medidas dan como resultado un valor entre 0 y
1, donde 0 indica que los elementos comparados son completamente distintos y 1 indi-
ca que dichos elementos son idénticos. Muchos autores han propuesto diversas medidas
de similaridad, por lo cual el objetivo principal de este trabajo es encontrar diferencias
y similitudes entre ellas, haciendo un analisis completo de las mismas y analizando sus
propiedades y posibles aplicaciones al procesamiento de imagenes.

1.2. Objetivos

Para este trabajo se proponen tres objetivos principales, los cuales se enumeran a
continuacion:

= Presentar los principales conceptos, operaciones y propiedades de los conjuntos di-
fusos intervalo-valuados.

= Definir medidas de similaridad para comparar conjuntos intervalo-valuados y buscar
relaciones entre ellas.

= Aplicar las medidas de similaridad al procesamiento de iméagenes, analizando su
influencia en el procesamiento de imégenes, tanto por la familia de similaridades
elegida, como por los parametros de la misma.



1.3.

Estructura del trabajo

Derivado de todo lo anterior, este trabajo se estructura como sigue:

. En el capitulo dos, tras una breve introduccién de la teoria de conjuntos clasica,

se introducen los conceptos necesarios para comprender el resto del trabajo y se
fija la notacién utilizada. Se introduce la definicion de conjunto difuso, conjunto
intuicionistico y conjunto difuso intervalo-valuado, relacionando dichos conceptos. Se
explican las operaciones basicas entre conjuntos difusos intervalo-valuados a partir
de ejemplos y graficas. Por ultimo, se enuncian y demuestran distintas propiedades
entre este tipo de conjuntos.

En el capitulo tres se define el concepto de medida de similaridad para conjuntos
difusos intervalo-valuados. Se propone una metodologia que permite generar me-
didas de similaridad y, en concreto, familias de medidas. Estas tienen como casos
particulares medidas para las que existe una correspondencia biunivoca con algunas
medidas de similaridad dadas en la literatura por diversos autores para conjuntos
intucionisticos. Se estudian las propiedades y relaciones entre ellas.

En el capitulo cuatro se introduce la definicion de imagen y se presentan dos enfoques
para modelar una imagen a partir del uso de conjuntos difusos intervalo-valuados.
Se analiza la sensibilidad de las medidas de similaridad estudiadas en el capitulo
previo frente al ruido. Para ello se desarrolla un experimento el cual consiste en
agregar ruido gaussiano a las imagenes para luego medir la similaridad entre la
imagen original y la imagen inmersa en ruido.

Por 1ltimo, en el capitulo cinco se presentan las conclusiones principales del trabajo,
asi como algunos puntos abiertos derivados del mismo.



Capitulo 2

Conceptos basicos

En este capitulo se presentan las nociones de conjunto difuso, conjunto intuicionistico
y conjunto difuso intervalo-valuado y se explica la relacion entre ellos. Se definiran las ope-
raciones de los conjuntos intervalo-valuados ejemplificando de forma grafica y numérica,
asi como también, se enunciaran y probaran distintas propiedades entre este tipo de con-
juntos. En particular, se demostraran dos propiedades basicas sobre la unién e interseccion
de conjuntos intervalo-valuados.

En la teoria de conjuntos clasica, dado un referencial X, un conjunto A se define
a partir de su funcién caracteristica denotada por y4. Esta funcion asigna un 1 a los
elementos de X que pertenezcan al conjunto A y un 0 a los que no pertenezcan, es decir,
los clasifica en pertenecientes al conjunto y no pertenecientes de la siguiente manera:

(2) = lsize A
Xalt) = Osiz ¢ A

En los conjuntos difusos se generaliza esta funcion de pertenencia de forma que a cada
elemento del referencial X se le asigna un nimero entre 0 y 1 segiin su grado de pertenencia
al conjunto A.

Definicién 2.1. [23] Sea X el referencial, un conjunto difuso A se define como:

A= {(x,pa(a))/z € X)

donde py : X — [0,1] es la funcidn de pertenencia que a cada x € X le asigna el grado
de pertenencia de x en A.



En muchas ocasiones el pensamiento humano implica incertidumbre o imprecision
y, a veces, los conjuntos difusos no son suficientes para modelarlo ya sea debido a la
presencia de vacilacion o incertidumbre o el desconocimiento en la definicion de la funciéon
de pertenencia. Es sabido que la teoria de conjuntos difusos asigna un grado de pertenencia
a cada elemento y el grado de no pertenencia se calcula clasicamente como uno menos
el grado de pertenencia, es decir, la no pertenencia de un elemento x al conjunto A se
define como 1 — pa(z). Los conjuntos intuicionisticos permiten que la no pertenencia
no sea directamente una funcion del grado de pertenencia, aunque evidentemente estd
relacionada con ella. Teniendo en cuenta este hecho, Atanassov [2] introdujo el concepto
de conjunto intuicionistico, que pretende reflejar el hecho de que la suma del grado de
pertenencia y el de no pertenencia no siempre es igual a uno, pudiendo existir cierta
imprecision en la descripcion del conjunto, que viene medida por lo que se llamara grado
de vacilacion.

Definicién 2.2. [19] Sea X el referencial, se define un conjunto intuicionistico A como:
A={<z,us(x),va(x) > Jr € X}

donde las funciones pa : X — [0,1] y va : X — [0,1] definen el grado de pertenencia y
no pertenencia del elemento x en el conjunto A, respectivamente, y para todo x en X se
satisface que: 0 < pa(x) +va(z) < 1.

El grado de incertidumbre o vacilacién 74, que surge debido a la falta de conocimiento
de la funcién de pertenencia, se calcula como:

Ta(r) =1 — pa(r) — va(z)

Otro enfoque distinto que generaliza la idea de conjunto difuso, permitiendo modelar
situaciones en las que no sea posible describir con precision el grado de pertenencia son
los conjuntos difusos intervalo-valuados. Ahora no se dard un grado de pertenencia, sino
que se dird que el mismo esta entre dos posibles valores. Mas en concreto,

Definicién 2.3. [24] Sea X el referencial. Un conjunto difuso intervalo-valuado de X
es una aplicacion A : X — L([0,1]) tal que A(z) = [A(z), A(z)] para cualquier v € X,
donde L([0,1]) es la familia de intervalos cerrados y no vacios contenidos en el intervalo
unidad [0,1]. Un conjunto difuso intervalo-valuado se representa como sigue:

A={(z,[Ax), A(2)]) /= € X}

Un conjunto difuso intervalo-valuado A queda caracterizado por las funciones A : X —
[0,1] y A: X — [0,1] tal que A(x) < A(zx) para todo = € X. Estas funciones representan
respectivamente el extremo inferior y superior de los correspondientes intervalos.



Por lo tanto, si A(z) = A(x) Vax € X, entonces A es un conjunto difuso clésico, es decir,
los conjuntos difusos son casos particulares de los conjuntos difusos intervalo-valuados.

De aqui en adelante se denotara por IVFS a un conjunto difuso intervalo-valuado por
su sigla del ingles Interval-Valued Fuzzy Sets. El conjunto de todos los conjuntos difusos
intervalo-valuados en X se denota por IVFS(X).

Ejemplo 2.1. Sea X = {x1, 29,23}, un ejemplo de un conjunto difuso intervalo-valuado

seria
[0.1,0.5] six =1
A(x) =< [0.4,0.8] six=x9
[0.2,0.9] sixz=umx3
con lo que:

En la figura 2.1 se puede observar graficamente el conjunto difuso intervalo-valuado A
donde en el eje = se representan los elementos del referencial X y en el eje y se representan
los intervalos que componen al conjunto A.

T

0.8

0.6 "‘
04 —
0.2

0 : : : > X

T X2 €3

Figura 2.1: Representacion grafica del conjunto difuso intervalo-valuado A.

Aunque tienen algunas diferencias semanticas relevantes, se ha demostrado que los
conjuntos intuicionisticos son formalmente equivalentes a los conjuntos intervalo-valuados
[7]. Por lo tanto, existe una relacién directa entre ellos como se explica a continuacién.
A partir de un conjunto intuicionistico cualquiera A = {< x, ua(z),va(x) > /o € X} se
puede definir el conjunto difuso intervalo-valuado A" = {(z, [pa(z),1 — va(z)])/x € X}.
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Inversamente, a partir de un conjunto intervalo-valuado B(z) = {[B(x), B(z)]/x € X} se

obtiene el conjunto intuicionistico B’ = {< z, B(x),1 — B(z) > /x € X }. Se puede ver a
continuacion un ejemplo sencillo de esta correspondencia entre conceptos.

Ejemplo 2.2. Sean X = {x1,x2} un referencial y sea el conjunto intuicionistico:
A={<21,01,04 > < 15,0.2,0.6 >}
El correspondiente conjunto difuso intervalo-valuado es:

B = {(21,[0.1,0.6]), (z2,[0.2,0.4])}

Reciprocamente, si consideramos el conjunto difuso intervalo-valuado B, se recupera
el conjunto intuicionistico A cuando se aplica el proceso anterior.

Asi pues, matematicamente, ambos conceptos son equivalentes y ademéas generalizan
a los conjunto difusos. Podriamos trabajar con cualquiera de los dos, pero se ha optado
por los conjuntos difusos intervalo-valuados porque es més intuitivo ver la forma en la que
se obtendria la funcién de pertenencia y porque ademas son con los que habitualmente se
trabaja en el procesamiento de imagenes, que es uno de los objetivos de este trabajo.

Como consecuencia de lo anterior, ahora se van a presentar las principales propiedades
de los conjuntos difusos intervalo-valuados.

Definicién 2.4. Sean X un referencial e IVFS(X) el conjunto de todos los conjuntos
intervalo-valuados en X. Sean A, B € IVFS(X) con A = {(z,[A(z), A(z)]) /x € X} y
B = {(z,[B(z), B(z)]) /Jx € X} se definen las siguientes operaciones:

1. Igualdad: A= B <= Vr € X, A(z) = B(z) y B(x) = A(z)

. Complementario: A° = {(z,[1 — A(z),1 — A(z)])/x € X}
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Laigualdad se verifica, por tanto, cuando la funcién de pertenencia en cada punto viene
dada por el mismo intervalo. El complementario, la unién y la interseccién generalizan
las ideas clasicas de estos conceptos. También la inclusion, que significa que el grado de
pertenencia de A es menor o igual que el de B en cualquier punto del referencial, puesto
que la condicién impuesta se traduce en que A(z) sea menor o igual que B(z), para todo
x € X, respecto al orden reticular [9]. Por contra, el embebimiento no se refiere a un valor
de pertenencia menor, sino mas preciso. Un conjunto esta embebido en otro si la funcion
de pertenencia en cada punto tiene menos imprecision.

A continuacién, se desarrollan ejemplos de estas operaciones.

Ejemplo 2.3. Sean X = {x1, 29,23}, A el conjunto difuso intervalo-valuado introdu-
cido en el ejemplo 2.1 y B = {(x1,[0.2,0.7]), (22, [0.5,0.9]), (x3,[0.7,0.95])} con B €
IVFS(X). En la siguiente tabla se puede observar el complementario, la union y la in-
terseccion de estos dos conjuntos difusos intervalo-valuados:

X T To T3

A [0.1,0.5] [0.4,0.8] [0.2,0.9]

B [0.3,0.5] [0.2,0.7] [0.4,0.85]

A° [0.5,0.9] [0.2,0.6] [0.1,0.8]

Be [0.5,0.7] [0.3,0.8] [0.15,0.6]
AUB |[0.3,0.5] [0.4,0.8] [0.4,0.9]
ANB|[0.1,0.5] [0.2,0.7] [0.2,0.85]

En este caso se tiene que A L B y que B € A.

Si consideramos el conjunto difuso intervalo-valuado C definido por
C = {(x1,[0.2,0.7]), (22, [0.5,0.9]), (x3,[0.7,0.95]) }

se tiene que:

Por lo tanto A C C.

La figura 2.2 muestra la inclusion de A en C.
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Pertenencia
1 =4

0.8 +

0.6 +

0.4 +

0.2 + )

x1 2 x3

Figura 2.2: Representacion grafica de los conjuntos intervalo-valuados A y C.

Ahora bien, es evidente que ni A estd embebido en C, ni C lo estd en A.

Por ultimo, considerando el conjunto
D = {(z1,]0.1,0.7]), (x2,[0.3,0.9]), (z3, [0.2,0.95]) }
se tiene que:
D(z1) =0.1< A(x1) =0.1 y A(zy) = 0.5 < D(z) = 0.7
D(z5) = 0.3 < A(mp) = 0.4 y A(zy) = 0.8 < D(x3) = 0.9
3

D(x3) =0.2 < A(x3) = 0.2 y A(w3) = 0.9 < D(x3) = 0.95
Por lo tanto A T D, pero ni A esta contenido en D, ni D en A.

La figura 2.8 muestra el embebimiento de A en D.

Del ejemplo anterior se deduce que en general el contenido y el embebimiento son con-
ceptos distintos, aunque pueden coincidir bajo determinadas circunstancias. En concreto,
se observar que A C B si y solo si A(x) < B(x) y A(z) < B(z), + € X. En cambio, si
A C B, se sigue dando que A(z) < B(x), pero ahora B(z) < A(z), Vo € X. Asf pues
un conjunto A estd contenido y embebido en B siy solo si A(x) = B(z),Vx € X. En
cualquier otro caso, si se da una de las relaciones, no se verifica la otra. Para terminar
con estas dos relaciones, se puede observar que ambas son relaciones de orden parcial en
IVFS(X).
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Pertenencia
1 -+

0.8 +

0.6 +

0.4 +

0.2 + °

Figura 2.3: Representacion grafica de los conjuntos intervalo-valuados A y D.

A partir de las operaciones definidas, se pueden establecer ciertas relaciones como se
observa en las siguientes proposiciones.

Proposicién 2.4. Sean A = {(z,[A(z), A(z)])/z € X} y B = {(x, [B(x), B(x)])/z € X}
dos elementos de IVFS(X), entonces AC AUB, BC AUB y AUB es el conjunto mds
pequeno que contiene a A y B.

Demostracion. Por la operacién de uniéon dada en la definicion 2.4:
AU B = {(z, [mix(A(x), B(x)), max(A(z), B(x))]) / € X}
Es evidente que Vx € X:

Por lo tanto, A C AU B.

De la misma forma se prueba que B C AU B.

Se verd ahora que A U B es el conjunto mas pequeno que contiene a ambos. Para ello, se
supone que existe otro conjunto C' € IVFS(X) tal que:

C={(z,[C(2),C(2)])/z € X}

= A(z) < C(x) y A(x) < C(z)Vr € X ysi BC C = B(z) < C(z) y
(x) Vo € X. Entonces, Vx € X:

méx(A(z), B(z)) < C(x)
méx(A(z), B(z)) < C()
Por lo tanto, AUB C C'y AU B es el conjunto mas pequeno que contiene a Ay B. [

A

Siacc
B(z) <C

IA 1IN
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Proposicién 2.5. Sean A = {(z,[A(x), A(z)])/z € X} y B = {(z,[B(z), B(z)])/z € X}
con A, B € IVFS(X), entonces ANB C A, ANB C B y AN B es el mayor conjunto
contenido en A y B.

Demostracion. Considerando el concepto de interseccion introducido en la definicion 2.4:
AN B = {(z,[mim(A(z), B(z)), min(A(z), B(x))]) /v € X}
Es evidente que Vx € X:
min(A(z),
min(A(z),

Por lo tanto, AN B C A.

De la misma forma se prueba que AN B C B.

Se vera ahora que A N B es el mayor conjunto contenido en ambos. Para ello, se supone
que existe otro conjunto C' € IVFS(X) tal que:

C ={(z,[C(2),C(x)])/z € X}

2]

i C
()

Q)

A= Cfz) < A(z) y Ofx) < Ax) Yo € X y5i C C B = C(z) < B) y
B(z) Vo € X. Entonces, Vo € X:

IAIN

C(r) < min(A(z), B(z))

C(z) < min(A(x), B(x))
Por lo tanto, C C AN By AN B es el mayor conjunto contenido en A y B. O

Una vez definidos los conceptos basicos y presentadas las principales operaciones entre
conjuntos difusos intervalo-valuados, en el siguiente capitulo, se introduce la herramienta
que permite comparar el parecido entre dos conjuntos difusos intervalo-valuados de forma
cuantitativa, las medidas de similaridad.

13



Capitulo 3

Medidas de similaridad

En este capitulo se presenta la definicién de medida de similaridad. Se obtendran
distintos tipos de ellas como casos particulares de una familia de medidas. Se daran algunos
ejemplos que se podrian obtener a partir de las medidas para conjuntos intuicionisticos
definidas por varios autores, teniendo en cuenta la correspondencia que existe entre ambos
tipos de conjuntos. Se estudiaran las ventajas y desventajas de cada una de ellas de forma
comparada y se ilustraran estos conceptos con la ayuda de ejemplos y graficas.

3.1. Medidas de similaridad en conjuntos difusos
intervalo-valuados

Una forma habitual de comparar dos IVFS es mediante las medidas de similaridad.
Una medida de similaridad es una funcién que determina el grado de similitud entre
dos objetos, donde cero significa que ambos objetos son completamente diferentes y uno
significa que son idénticos. Mas precisamente,

Definicién 3.1. [6] Una funcion S : IVFS(X) x IVFS(X) — [0,1] es una medida de
similaridad si satisface las siguientes propiedades, para todo A, B,C € IVFS(X):

Si. S(A,B)=1< A=B

14



S2. S(A,B) = S(B, A)
S3. S(A,C) < S(A,B) y S(A,C) < S(B,C) siAC BCC.

Para el caso de referenciales finitos, muy habitual en muchas aplicaciones practicas,
se puede obtener una medida de similaridad en IV FS(X) trabajando punto a punto, es
decir, comparando los grados de pertenencia en cada punto y luego promediando de forma
conveniente los mismos. Este método es introducido en la siguiente proposicién.

Proposicién 3.1. Sea g : [0,1] — [0, 1] una funcion decreciente con g(x) =1 <= z =10
y sea f:[—1,1] x [=1,1] = [0, 1] una funcion que verifica las siguientes propiedades:

1 fz,y) =0 <= x2=y=0
2. f(xay):f(_xv_y)

3. f es creciente en ambas componentes en (0, 1].

Dada una familia de pesos {w;}?, tales que w; > 0 para todo i y sz 1, la funcion
=1

Stq(A, B) (Z w; f(A(z;) — B(w;), A(x;) — ﬁ(%)))

es una medida de similaridad en IV FS(X).

Demostracion. Es evidente que Sy,(A, B) esta bien definida, sin mas que tener en cuenta
los intervalos de definicion de las funciones f y ¢, asi como las condiciones de los pesos.

Se debe comprobar que verifica las tres propiedades de medida de similaridad dada en
la definicién 3.1:

S1. Siy(A,B) =1 <= A=B.

15



(5] Si Spy(AB) =1 = g (Z wi f(A(;) — Bla), Alw:) — Bl ~>>> — 1. Apli-
cando la propiedad exigida a g se tiene que esto ocurre si y solo si

n

=1

Como la suma de nimeros positivos solo puede ser cero si todos son nulos y
los pesos son estrictamente positivos, aplicando la primera condicién impuesta
a la funcion f se tiene que:

(Fe) Do =0 _, { Ale)

g( zi) — A=18B

A(xi) — B(x;) = Alx;) = B(:)
Si A = B, como exige que f(0,0) = 0y ¢(0) = 1, se ve claramente que
Ste(A,B) =1

S2. St4(A,B) = Spy(B, A).
Utilizando la hipétesis f(z,y) = f(—z, —y), se tiene que:

=9 (Z wi f(B(x;) — A(x), B(:) — A(Sﬂi))) = S7y(B, A)

S3. 851 A C B C C entonces Sf,(A,C) < Spy(A,B)y Spg(A,C) < Spy(B,C).

Se demostrard primero que Sy,(A, C) < Sy,(A, B).
Si A C B C C, entonces para todo z; € X se cumple:

A(z;) < B(x;) < C(xy)
{ A(r;) < B(x;) < Clw) -
0 < B(z;) — A(z;) < Ca;) — Axy)
{ 0 < B(w;) — A(z;) < C(w;) — A(zi) —
A(x;) — C(x;) < A(z;) — B(z;) <0

Por hipétesis se sabe que f(x,y) = f(—z,—y) y que f es creciente en el intervalo
(0, 1]. Por lo tanto, la funcién f es decreciente en el intervalo [—1,0). Como:
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(A(z;) — C(z3)) , (Alxs) — B(:)) , (Alw;) — (1)), (A(2) — B(w;)) € [~1,0)
entonces
f(A(x;) — B(xy), A(x;) — B(;)) < f(A(2;) — Cla;), Al;) — C(2)) <0

Como los pesos y la suma conservan el orden y g es decreciente, se tiene que:

g (Z W; f(z(%) - 6(331),4(%) - Q(%))) <

=1

con lo que se acaba de demostrar que:

ng(A, C) < Sf9<A7 B)

La demostracién de que Sg,(A,C) < Sg,(B,C) es totalmente andloga, por lo que
se van a indicar simplemente algunos pasos de la misma.

Como antes, se tiene que:

{ Azs)

= 57g(A, C) < 5p4(B, C)

Con lo que se cumplen las tres condiciones de medida de similaridad y, por tanto, la
demostracion queda concluida. O
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Para definir las medidas de similaridad como casos concretos de esta familia, también
seran necesarios los dos siguientes resultados.

Proposicién 3.2. Sean Sy, 52 : IVFS(X) x IVFS(X) — [0,1] dos medidas de simila-
ridad. La funcion S : IVFS(X) x IVFS(X) — [0, 1] definida como:

S1(A, B) + S2(A, B)

S(A, B) = .

es una medida de similaridad en IV FS(X).

Demostracion. Se probara que S verifica las tres axiomas de la definicién 3.1.

S1.

S2.

S3.

S(A,B)=1«+<= A=B

S1(A, B) + S2(A, B)
2
Como Si(A, B), S2(A, B) € [0, 1] entonces:

S(A,B)=1 < =1 <= Si(A,B)+ S:(A,B) =2

Si(A,B) =1
Si(A,B)+ S3(A,B) =2 <— {SQ(A,B):l <— A=1B
S(A,B) = S(B,A).

Como S; y Ss son medidas de similaridad, verifican que S1(A4, B) = S1(B,A) y
Sa2(A, B) = Sy(B, A), entonces:

Si A C B C C entonces S(A,C) < S(A,B)y S(A,C) <S(B,C).
Como S; v S5 son medidas de similaridad, se tiene que:

Sl(A, C) S Sl(A, B) y Sl(A, C) S Sl(B,C>
52(A,C) < 53(A, B) y 52(A,C) < 55(B,0)

Entonces:
A A B B
S(A,C):Sl( 70);_5’2< 7C)§51( 70)_552( ’C>:S<B,O)
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Por lo tanto, S es medida de similaridad en IV FS(X). O

Proposicién 3.3. Sean fi : [—-1,1] x [-1,1] = [0,1] y fo: [-1,1] x [-1,1] — [0, 1] dos
funciones que satisfacen las mismas condiciones que la funcion f de la proposicion 3.1.
Sean o, >0 con o+ = 1. La funcion f = af) + B fs también verifica las condiciones
de la proposicion 3.1, es decir:

Demostracién. Se tiene que f estd bien definida porque fi(z,y), fo(z,y) € [0,1], para
todo z,y € [-1,1] y o, 8 € [0,1] con a + 5 = 1.
Se probaran las tres propiedades:

A~

1. flz,y)=0 <= 2z=y=0

~

Si f(x,y) = 0 entonces: afi(x,y) + Bf2(x,y) = 0.

Se debe estudiar los siguientes tres casos:
1) Sia:Oyﬁzl:>f(x,y):f2(x,y):O — r=y=0
2) Sia=1yB=0= f(z,y) = filz,y) =0 < z=y=0
3) Sia,f € (0,1) = flz,y) =0 <= afi(z,y)+Bhr,y) =0 <
filz,y) = folz,y) =0 <= z=y=0
Siz=y=0= f(0,0) = afi(0,0) + 5/(0,0) = 0.

2. f(l',y) = f(—l’, _y)
Como fl(xwy) = fl(_xv _y) y fg(l‘,y> = f2(—$, _y)a se tiene que:

f(xvy) = afl(xwy) + BfQ(fE,y) = afl(_mv _y) + ﬂfQ(_‘Ta _y) = f(—l‘, _y)

3. Si fi y f2 son crecientes en ambas componentes en (0, 1], f también lo es por ser
o, 5 =>0.
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Asi pues, en la proposicién 3.2 se combinan las medidas una vez aplicado g, pero en la
proposiciéon 3.3 la combinacién se hace antes de aplicar dicha funcién, obteniendo sendos
procedimientos distintos para obtener medidas de similaridad.

Antes de pasar a analizar algunos ejemplos particularmente importantes, vamos a
considerar una definicién mas débil de similaridad, en la que el primer axioma (axioma
S1 en la definicién 3.1) se relaja, exigiendo solo la implicacién en un sentido y no la
equivalencia.

Definicién 3.2. Una funcién S : IVFS(X) x IVFS(X) — [0,1] es una medida de
similaridad débil si satisface las siguientes propiedades, para todo A, B,C € IVFS(X):

SD1. 5(A,A) =1
SD2. S(A,B) = 5(B, A)
SD3. Si AC B C C entonces S(A,C) < S(A,B) y 5(A,C) < S(B,C)

Es evidente que toda medida de similaridad es una similaridad débil, pero que el
reciproco no es cierto.

De la misma forma que antes se puede definir una familia de medidas de similaridad
débiles en IVFS(X) a partir de la definicién anterior:

Proposicién 3.4. Sea g : [0,1] — [0,1] una funcion decreciente con g(0) = 1 y sea
f:[=1,1] x [-1,1] = [0, 1] una funcion que satisface las siguientes propiedades:

1. £(0,0) =0
2. f<x7y) = f(—l', _y)

3. [ es creciente en ambas componentes en (0,1].

n
Dada una familia de pesos {w;}!, tales que w; > 0 para todo i y Zwi =1, la funcion
i=1

Ste(A,B) =g (Z w; f(A(2;) — Bla,), A(ri) — Q(l’i)))

i=1

es una medida de similaridad débil en IVFS(X).
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Demostracién. S 14(A, B) estd bien definida por los intervalos de definicién de las funciones
f v g y las condiciones impuestas a los pesos.

Se debe comprobar que verifica los tres axiomas de medida de similaridad débil dadas
en la definicién 3.2:

SD1. Spy(A,A) = 1.
Por hipétesis f(0,0) =0y g(0) = 1, entonces:

Stg(A,A) =g (Z w; £(0, 0)) =g(0) =1

i=1

Los axiomas SD2 y SD3 se demuestran de forma analoga a la realizada en la proposicion
3.1.

De forma analoga a la proposicién 3.2 se presenta el caso en que alguna de las medidas
de similaridad es débil:

Proposicién 3.5. Sean S1,Sy: IVFS(X) x IVFS(X) — [0,1] dos medidas de similari-
dad donde una de ellas es una similaridad débil. La funcion S : IVFS(X)xIVFS(X) —
0,1] definida como:
S1(A, B) + S3(A, B)

2

S(A,B) =
es una medida de similaridad en IV FS(X).

Demostracion. Se probard la primera propiedad de la definicion 3.1, las otras dos se
demuestran de la misma forma que en la proposicion 3.2.

S1. S(A,B)=1 < A=8B

S(A,B) = 1 = SABISAB 1 — §(A B) + S3(A, B) = 2. Como
51,5 € [0,1] = S1(A,B) = 1y S2(A,B) = 1. Como una de las dos es
medida de similaridad, esto sélo se verifica si A = B

21



Si A = B se tiene S(A4, A) = w = 1 por ser una de ellas medida de

similaridad y la otra de similaridad débil.

Cuando ambas medidas de similaridad son débiles se presenta la siguiente proposicion:

Proposicién 3.6. Sean S1,Sy : IVFS(X) x IVFS(X) — [0,1] dos medidas de similari-
dad débiles. La funcion S : IVFS(X) x IVFS(X) — [0,1] definida como:

SI<A7 B) + 52(A7 B)
2

es una medida de similaridad débil en IVFS(X).

S(A, B) =

Demostracion. Se probard la primera propiedad de la definicién 3.2 ya que las otras dos
se demuestran de la misma forma que en la proposicién 3.2.

S1. S(AA) = w =1 por ser S; y S medidas de similaridad débiles.

A partir de estas familias de medidas de similaridad en IV F'S(X), se procede a estudiar
casos particulares.

Corolario 3.7. La funcion Sc : IVFS(X) x IVFS(X) — [0,1] definida por:
1 < — —
Sc(A4,B)=1~- ZZ1 |A(2:) — B(xi) + A(xi) — B(w:)]
es una medida de similaridad débil en IVEFS(X).
Demostracion. La demostracion es inmediata ya que si se consideran:

glx)=1—z,Vr e X
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Py =T ey e x

1
w,=—,Vi=1,....,n
n

se verifican las hipotesis de la proposicién 3.4. O

Esta medida es una medida de similaridad débil ya que no satisface el primer axioma de
la definicién 3.1. En ese sentido, lleva a resultados contradictorios ya que si S¢(A, B) = 1:

n

1= oS 1Aw) ~ B(w) + A(e) - Bla)| =1 =

=1

Es decir, siempre que A(x)+A(x) = B(z)+B(z), Vo € X seobtiene que S¢(4, B) = 1.
El siguiente ejemplo ilustra esta situacion:

Ejemplo 3.8. Sean:
A = {(x1,]0.1,0.9]), (z9,[0.2,0.4]), (23, [0.15,0.65]) }

B = {(x1,[0.5,0.5]), (22, [0.1,0.5]), (x5, [0.1,0.7]) }
FEs evidente que Sc(A, B) =1, pero A # B.

Para solucionar este problema e introducir una medida de similaridad que satisfaga
el primer axioma de la definicién 3.1 se puede considerar la funcién dada por el siguiente
corolario:

Corolario 3.9. La funcion Sy : IVFS(X) x IVFS(X) — [0,1] definida por:

Sn(AB) =1~ 53" A(w:) - Blai)| + [A(w:) - Ba)

es una medida de similaridad para IV FS(X).
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Demostracion. Tomando:
glx)y=1—2zVere X

f(z,y) = M,VazyGX
1
W; = —, VZ:L,TL
n

se verifican las hipdtesis de la proposicion 3.1, por lo que se puede concluir que Sy es una
medida de similaridad. O

La medida Sy lleva a casos probleméticos ya que si se consideran A, B,C,D €
IVFS(X), conjuntos difusos intervalo-valuados distintos entre si, tales que:

[A(z) — B(x)| + [A(z) — B(z)| = |C(z) — D(x)| + |C(2) — D(=)]
entonces Sy (A, B) = Sy(C, D). El siguiente ejemplo muestra esta situacion:

Ejemplo 3.10. Si A = {(z1,[1,1]), (22,[0.5,0.6])}, B = {(x1,]0,1]), (22,[0,0.5])} y C =
{(21,[0.5,0.5]), (x2,[0.4,0.7])} entonces Spy(A, B) = Su(C, B) = 0.6.

Se puede ver en la figura 3.1 que los conjuntos A y B tienen menos valores de la funcién
de pertenencia en comun que los conjuntos C'y B, sin embargo, Sy (A, B) = Sy(C, B) =
0.6.

0.8 +
0.6 1 1
0.4 —+
0.2 +

A B C
Figura 3.1: Representacion grafica de los conjuntos difusos intervalo-valuados: A, By C.

Corolario 3.11. Sea la funcion Sp : IVFS(X) x IVFS(X) — [0, 1] definida por:

Sc(A, B) 4+ Su(A, B)
2

donde Sc y Sy son las similaridades dadas en los corolarios 3.7 y 3.9, respectivamente.
La funcion Sy, es una medida de similaridad en IVFS(X).

SL(A,B) =
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Demostracion. La demostracion es inmediata ya que S¢ es una medida de similaridad

débil y Sy es una medida de similaridad. Por lo tanto, por la proposicion 3.5 se tiene que
S1, es una medida de similaridad en IV FS(X). O

Si se reemplazan S y Sy en la definicién de S, se obtiene la siguiente expresion:

SL(A,B)=1— >y |A(w:) = B(wi) + A(z:) — B(a)|
’ 4n
Sy [A(z:) = B(wi)| + [A(wi) — B(w)]

4n

En el ejemplo 3.8 se mostro el principal problema que presenta la medida de similaridad
débil S, es decir, cuando A(x)+ A(x) = B(x)+ B(x), Yo € X se obtiene que Sc(A, B) =

1. Si en esos casos se aplica Sy, se anula el término 4 Z |A(x;) — B(z;) + A(z;) — B(x)|,

i=1
que justamente es Sc. Por lo tanto, Sy, soluciona el problema de S¢.

También soluciona los problemas de Spy. En el ejemplo 3.10 se vio que Sy llega
a resultados contradictorios siempre que |A(z) — B(x)| + |A(z) — B(z)| = |C(x) —
D(x)| +|C(z) — D(z)], ya que en esos casos se obtiene Sy (A, B) = Sy(C, D). En ese
ejemplo, al considerar A = {(z1,[1,1]), (22,[0.5,0.6])}, B = {(21,[0,1]), (z2,[0,0.5))}
y C = {(z1,]0.5,0.5]), (x2,[0.4,0.7])} se obtuvo que Sy(A, B) = Sg(B,C), lo cual no
era razonable porque B y C' tienen mas valores de la funcién de pertenencia en comin
que A y C. Al aplicar la medida Sy a dichos conjuntos se obtiene Sp(A,B) = 0.6 y
Sp(B,C) = 0.725, es decir, S.(A, B) < S(B,C) lo cual es razonable ya que, como se
menciond anteriormente, B y C' tienen mas valores de la funcion de pertenencia en comtn
que Ay B.

A pesar de solucionar los problemas de S¢ y Sy, Sp tiene otras limitaciones [22] |
como se muestra en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.12. Sean los conjuntos intervalo-valuados A = {(x1,[0.4,0.8]), (z2,[0.3,0.9])},
B = {(21,[0.5,0.7]), (22, ]0.45,0.75)) } y C = {(21,[0.5,0.8]), (x2, [0.45,0.8]) }, entonces:

Por lo tanto, S;(A,C) < Si(A, B). Este resultado no es consistente porque el conjunto
intervalo-valuado C' tiene mds valores de la funcion de pertenencia en comun con A que
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con B y esto no se ve reflejado en los valores obtenidos en la medida de similaridad. La
Figura 3.2 muestra grdaficamente esta situacion.

1 -
0.8 1
0.6 1
04 —
0.2

0 : : : > X
A B C

Figura 3.2: Representacion gréafica de los conjuntos difusos intervalo-valuados A, B y C.

Corolario 3.13. Dada una familia de pesos {w;}l, tales que w; > 0 para todo i y

Zwi =1, la funcion S%, : IVFS(X) x IVFS(X) — [0,1] definida por:
i=1

conp>1

SSW(A, B) =1-7 Zwi

=1

es una medida de similaridad débil entre IV FS(X).

Demostracion. Se demuestra directamente tomando:

gy =1z

flx,y) = ('96—;3/'>p con1<p

ya que se verifican las hipétesis de la proposicion 3.4. O

Para el caso particular en que w; = %, Vi =1,---,n, la medida de similaridad débil
se denotard SY y queda definida por:

P . 1 » - A(.’L’J +Z($l) E(l’l) —|—§(l’z) g
Sd(A,B)_l—% ; : - ;
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Nota 3.14. Es evidente que si p = 1, entonces Si(A, B) = Sc(A, B).

Por lo tanto, S} tiene un comportamiento similar al de S¢ en el sentido que si:
A(z) + A(z) = B(z) + B(z), Yz € X
la rafz del sumatorio en S} se anula y la medida de similaridad valdra siempre 1.
Independientemente del valor de p,_SS no verifica la primera propiedad de las medidas
de similaridad. Siempre que A(z) + A(x) = B(z) + B(x), la raiz del sumatorio de la

medida S} se anula y la medida de similaridad valdrd siempre 1. Por lo tanto, S} verifica
los axiomas que caracterizan una medida de similaridad débil.

A continuacion, se estudia la influencia de los valores de p en la medida de similaridad
S. Para ello, a modo de ejemplo, se consideran los conjuntos:

A = {(21,]0.2,0.6]), (x5, [0.1,0.2]), (3, [0.1,0.7])}

B = {(21,]0.3,0.4]), (2, [0.4,0.9]), (3, [0.2,0.8))}

La siguiente tabla muestra los resultados de S} para distintos valores de p:

D 1 2 4 10 20 30 40 50 100
SP(A,B) | 0.783 | 0.704 | 0.620 | 0.552 | 0.526 | 0.518 | 0.513 | 0.511 | 0.505

Se puede observar que, a medida que aumenta el valor de p, el valor de la medida de
similaridad débil S¥ disminuye, lo cual es l6gico segin su definicién:

Sean S = f(p) y ki = ’A(”");Z(”) - E(“);E(“) con ¢ = 1,...,n, entonces

1-p

Fo)= - (%Zk) Yok

i=1

Como k; > 0 Vi, f'(p) <0, es decir, S es una funcién decreciente.

La figura 3.3 muestra graficamente el comportamiento de S% en funcién de la variacién
de los valores de p.
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Figura 3.3: Gréfica que representa el valor de la medida de similaridad S% (A, B) en funcién
de p con Ay B.

Se habian propuesto dos métodos para obtener medidas de similaridad, pero siempre
trabajando de forma conjunta con los extremos inferiores y superiores de los intervalos
de definicién del grado de pertenencia. A continuacién se presenta un método nuevo de
generacion de este tipo de medidas, en el que trabaja con cada uno por separado.

Corolario 3.15. Sea S? . IVFS(X) x IVFS(X) — [0,1] dada por:

1
Smod(As B) = 5(1(A, B) + ¢2(A, B)).
donde v1(A, B) se puede interpretar como el grado de similaridad entre los conjuntos difu-
so0s generados por los limites inferiores A(z) y B(x) y a(A, B) por los limites superiores
A(x) y B(x) definidas como sigue:

pi(A,B) =1— %QZIA(%)—E(%)IP

pa(A,B) =1~ —=¢| > [Bla:) — Ala:) P
i=1
La funcion S? ., es una medida de similaridad débil en IV FS(X).
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Demostracion. Tomando en la proposicion 3.1:

y las funciones:

g(z) =1- /=
filz,y) = [ylPy faz,y) = |2

se tiene que Sy, v S,y son medidas de similaridad débiles. Por la proposicién 3.6, se
obtiene que S¥ = 2(Sp4+ Spy) es una medida de similaridad débil en IV FS(X).

]

Nota 3.16. Sip = 1, S} . = Sy, por lo tanto, S} , tiene los mismos problemas que
fueron enunciados para Sy .

Como se explic anteriormente, siempre que A(x) + A(z) = B(x) + B(z) Vx € X,
ST(A,B) = 1, es decir, se dan casos contradictorios porque es medida de similaridad
débil. Para solucionar los problemas de la medida S% se considera la funcién dada por el
siguiente corolario:

Corolario 3.17. La funcion S? : IVFS(X) x IVFS(X) — [0,1] dada por:

p _ LI (A@) = B(a)| | [A(z;) — B(z)| "
Se(A,B)_l—% ;( 5 + 5 )

es una medida de similaridad en IVFS(X).

Demostracion. Se ve claramente que tomando:

g(x) =1-x

o) = (LB

w,=—,Vi=1,---n
n

por la proposicién 3.1, SP es una medida de similaridad en IV FS(X). O]

29



Esta familia puede ser generalizada de distintas maneras, como por ejemplo como se
presenta en el siguiente resultado.

Corolario 3.18. La funcion S? : IVFS(X) x IVFS(X) — [0, 1] dada por:

SP(A,B) =

LN ([AG) Bl +3(AG) — Bl | |A(r) ~ Blw:) + 3(A(r) ~ Ba:)| "
1«/%@}( 3 ! 3 )

es una medida de similaridad para IVFS(X).

Demostracion. Tomando
gx) =1- <z
<x+3y|—|—|3x+y|)

wi:—Vizl,...,n
n

en la proposicién 3.1, se tiene que S? es una medida de similaridad entre IV FS(X). O

El problema de las medidas S? y S? es que en algunos casos no permiten diferenciar
conjuntos intervalo-valuados. Se ilustrara este hecho con un ejemplo.

Ejemplo 3.19. Sean X = {x1, 29,23} un referencial de cardinal finito y A, B, C tres
elementos en IVES(X) siendo

A = {(21,]0.2,0.5]), (2, [0.2,0.5]), (x5, [0.2,0.5])}
B = {(Il, [04, 07]), (ZL‘Q, [04, 07]), (1'3, [04, 07])}
C = {(21,[0.3,0.6), (s, [0.3,0.7]), (a3, [0.3,0.5])}

se tiene que:
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Por lo tanto, se obtiene que SL(A,C) = SH(B,C) = 0.9 y S}(A,C) = SY{(B,C) = 0.9 cuando

claramente, A y B no son iguales y ademds C parece mds similar a B que a A.

Corolario 3.20. La funcién S} : IVFS(X) x IVFS(X) — [0,1] dada por:

SP(A, B)—l—— Z(Zwmgpmxz)

donde:

0<w, <1

Wi +wh +wy =1
o1 (x;) = IA($i)—B(xi)+3(A(J»‘z')—B(Iz’))\ + |A(xi)—§(xi)+§(f4(xi)—B(xz‘))|

p3(7:) = méx <A(zz>2A<xz> Blzi)-B(z z)) _ min (A(zi);A(wi)’ B(xi)ggui))

es una medida de similaridad en IV FS(X).

Demostracion. Tomando en la proposicion 3.1 las funciones:
g(x) =1— =

[, y) = (wifilz,y) + whfa(z,y) + wifs(z, )P
con 0 <w <lw +wy+w;=1y

1
fi(z,y) = g(!ﬂf + 3yl + 32 + y|)

1

fa(z,y) = %Im — |

y todos los pesos iguales, por la proposicién 3.3, S? es una medida de similaridad entre
IVFS(X). O
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Corolario 3.21. Si se considera el peso w; de todos los elementos en Sy, con w; > 0 y
Yor w; =0, se obtiene la funcion S : IVFS(X) x IVFS(X) — [0,1] dada por:

st =1 { Y (et

la cual es una medida de similaridad en IVFS(X).

Demostracion. Considerando las funciones g y f dadas en la demostraciéon anterior, por
la proposicién 3.1 se tiene que SP es una medida de similaridad en IV FS(X). O

En el siguiente ejemplo se puede observar como la medida S} da resultados coherentes
en casos que S} parecia no darlos.

Ejemplo 3.22. Sean A, B,C € IVFS(X) con

A = {(21,]0.4,0.6)); (s, [0.4, 0.6]); (3, [0.4,0.7])}
B = {(21,[0.4,0.6)); (2, [0.3,0.7]); (3, [0.5,0.6])}
C = {(21,[0,1]); (z2,[0.1,0.9]); (23, [0.2,0.8]) }

Los tres conjuntos anteriores cumplen que:

A(xy) + A(zy) = B(a;) + B(x;) = C(x;) + C(ay)
entonces, SY(A, B) = SH(A,C) = 1.

Usando la medida de similaridad S}, obtenida en corolario 3.20 se procede a comparar
los conjuntos difusos intervalo-valuados definidos anteriormente.

Si se calcula el valor de S} para un referencial con tres elementos en cada conjunto
difuso intervalo-valuado y con w) = % para todo i:

ShAB) =133 ( wmmw)

i=1

se obtiene que:
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X1 ) T3 I T2 T3
A 70.4,0.6] | [0.4,0.6] | [0.4,0.7] | [ A]T[0-4,0.6] | [0.4,0.6] | [0.4,0.7]
B |[0.4,0.6]|[0.3,0.7] | [0.5,0.6] | | C | [0,1] |[0.1,0.9] |[0.2,0.8]
01 0 0.05 0.05 o1 0.2 0.15 0.075
0o 0 0 0 0 0 0 0.05
V3 0 0.1 0.1 ©3 0.4 0.3 0.15
SH(A, B) = 0.967 SHA,C) =085

Tabla 3.1: Célculo de S}(A, B) y S}(A,C).

Se ve claramente en la figura 3.4 que A se parece mas a B que a C, pero se ha obtenido
que S}(A, B) = SI(A, C) = 1, esto no es razonable puesto que los conjuntos no son iguales,
no se verifica la primera propiedad de la definicién 3.1. En cambio, S}(A,C) = 0.85 <
0.967 = SL(A, B), es decir, Sy parece presentar un mejor comportamiento que S4.

|
0.8 -
0.6 -
0.4

il

0 : : : > X
A B C

Figura 3.4: Conjuntos difusos intervalo-valuados A, By C.

Todas las medidas de similaridad para conjuntos intervalo-valuados presentadas en
este capitulo coinciden con las medidas de similaridad para conjuntos intuicionisticos
dadas por ciertos autores. En particular, S¢ se podria derivar de la medida propuesta
por Chen [4, 5], Sy por Hong and Kim [11], S, por Fan and Zhangyan [8], S% y S,
por Dengfeng and Chuntian [6], S? , por Mitchell [18] y SP, SP, S} y SP por Liang
and Shi [15]. Dada la analogia ya comentada entre conjuntos difusos intervalo-valuados
y conjuntos intuicionisticos, este hecho apoya la bondad de los métodos propuestos para
generar medidas de similaridad en IV FS(X).
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Sin embargo, aunque en la literatura se presentan como medidas de similaridad, S¢,

Sh, St SP .. definidas en 3.7, 3.13 y 3.15 respectivamente, realmente no lo son ya que

no verifican la primera propiedad de las medidas de similaridad 3.1. Si verifican la version
mas débil de esta definiciéon, es decir, son medidas de similaridad débiles.

3.2. Relaciones de orden entre las medidas de simi-
laridad

En la secciéon anterior se encontraron relaciones entre algunas de las medidas de simi-
laridad presentadas (notas 3.14 y 3.16). Asi, se obtuvo que

St = S
Srlnod = SH

con lo que S¢ y Sy son casos particulares de S, y SP . con p = 1. En esta seccién
se estudiaran otras relaciones con el fin de poder establecer un orden entre las distintas
medidas de similaridad.

Corolario 3.23. Sean S¢ y Sy las similaridades dadas en los corolarios 3.7 y 3.9, res-
pectivamente. Para todo A, B € IVFS(X) se verifica que:

Su(A, B) < S¢(A, B)

Demostracion. Sean A, B € IV FS(X), utilizando la desigualdad triangular:
|A(z) — B(x) + A(2) — B(x)| < |A(z) — B(x)| + [A(z) — B(z)| Vr e X
Por lo tanto, Sy (A, B) < Sc(A, B). O

Ademas, es evidente que Sy(A, B) < Sp(A, B) < Sc(A, B) porque Sy, es la media
entre S¢ y Sy.

A continuacion se presenta una condicién suficiente para que se verifique la igualdad
de estas tres medidas.

Corolario 3.24. Sean Sc y Sy las similaridades dadas en los corolarios 3.7 y 3.9, res-
pectivamente. Dados A, B € IVFS(X), si A C B entonces Sc(A, B) = Su(A, B).
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Demostracion. Sean A, B € IVFS(X

Por lo tanto, como A(x) — B(x;) + A(x;) — B(x;) < 0, se tiene que:

2n
S BGr) - Alw) + Bl = Aw)
2n
S IBG) — A + [Bla) — A
2n
_1 - Zhaldn) = Bl + M) =Bl g, 4 g
Por lo tanto, S¢(A, B) = Sg(A, B) ]

Un resultado similar se obtiene del siguiente corolario:

Corolario 3.25. Sean S¢c y Sy las similaridades dadas en los corolarios 3.7 y 3.9, res-
pectivamente. Dados A,B € IVFS(X), si A(z;) < B(z;) o B(z;) < A(x;), Vo, € X
entonces

Sc(A,B) = Su(A, B)

Demostracion. Sea z; € X tal que A(z;) < B(x;) o B(x;) < A(x;). Se analizaran los dos
casos:

» Caso A(z;) < B(x;):

A(r;) < B(;)
A(z;) < B(x)
Por lo tanto, como A(w;) — B(z;) + A(z;) — B(z;) <0

(
|A(wi) = Blwi) + A(wi) = B(wi)| = B(wi) — Alw) + Blay) — A(wi) =
= |B(wi) — A(xi)| + |B(2:) — A(2:)| = |Alas) — B(xy)| + [Alw) — Blay)|



» Caso B(z;) < A(x;):

B(r;) < A(x;)
Por lo tanto, como A(z;) — B(w;) + A(x;) — B(z;) >0

(
|A(z;) — B(x;) + A(x;) — B(x)
= |A(;) — B(x)| + [A(x;) — B(x)]

Por lo tanto, en cualquiera de los dos casos se obtiene que:

Sc(A, B) =1— Z?:l |A(1’z) — E(zi + Z(:EZ) — E(;pzﬂ _

>y [A(w:) — B(w:)| + [A(:) — B(w,)]
2n

-1 = Su(A, B)

Es evidente que en estos dos casos Sc(A, B) = Su(A, B) = S(A, B), por estar Sp,
definida como la media entre S¢ y Sg.

Corolario 3.26. Sean S%, S? y S? las similaridades dadas en los corolarios 3.13, 3.17
y 3.18, respectivamente. Dados A,B € IVFS(X), si A C B entonces SH(A,B) =
SI(A, B) = S2(A, B).

Demostracion. Sean A, B € IVFS(X) tales que A C B. Entonces Vi = 1,...,n se tiene
que:

Sean
ki = [A(z;) — B(x)]

ko = |Z(xz) - E(xl)‘

Se pueden reescribir las medidas de la siguiente forma:

P — _ 1 P -
SP(A,B) =1 %JZ

A(x;) — B(;) + Ala;) — B(w)|"
2

i=1
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SP(A,B) =1— Lﬂz (|A(Iz) B(x;)| + |A(x;) —F(m,ﬂ)p:

R B D et ol k1 A M B DO A T AN
! %sz 2 ) ! %¢Z< 2 )
SP(A, B) =
_ 1<~ (Al@i) = B(i) + 3(A(i) — B(x)| | |A(z:) — B(x) + 3(A(z:) — Ba)|\" _
1%@%( g ' 5 ) -
o 1 » - | — koi + 3(—Fk14)] | — k1i + 3(—k2;)] p:
- %J“< A maa)
1 I 4k21+4k1@ LI (ki R
" ;( ) o m ()
Por lo tanto, S%(A, B) = S£(A, B) = S¥(A, B) O

Un resultado similar al del corolario 3.25 se obtiene para S (A, B), SP(A, B) y S?(A, B):

Corolario 3.27. Sean S%, S? y S? las similaridades dadas en los corolarios 3.13, 3.17
y 3.18, respectivamente. Dados A, B € IVFS(X), si A(x;) < B(z;) o B(x;) < A(x;),
Vz; € X entonces SY(A, B) = SP(A, B) = SP(A, B).

Demostracion. Sea x; € X tal que A(z;) < B(x;) o B(z;) < A(z;). Se analizaran los dos
casos:

» Caso A(z;) < B(z;):

Por lo tanto, como A(x;) — B(x;)

(
|A(:) — B(w:) + Alw:) — B(wi)| = |A(:) — B(w)| + [A(z:) — B(zs)|



Por otro lado:

[A2:) = Bla:) + 3(A(x:) — B(:))] + |A(w:) — Bla:) + 3(A(2) — B(w:))] =

= —A(x;) + B(z;) — 3A(x;) + 3B(z;) — A(w;) + B(x;) — 3A(x;) + 3B(z;) =
= —4A(z;) + 4B(z;) — 4A(z;) + 4B(x;) = 4|A(x;) — B(w;) + A(z;) — B(a
» Caso B(z;) < A(z;):

Por lo tanto, como A(x;) — B(z;) (
|A(w:) = B(wi) + A(:) = B(x)| = |A(:) — B(x)| + [A(w;) — B(wi)]

Por otro lado:

|A(2;) — B(x;) + 3(A(x;) — Bls))| + [A(z) — Blx;) + 3(A(x;) — B(xy))] =

= 4|A(z;) — B(z;) + A(:) — B(a)|

Por lo tanto, en cualquiera de los dos casos se obtiene que:

p

Alx;) — B(wi) + Aw;) — Bls)
2

L, N~ (|AG@) = B(x)| + [A(w:) - B[\
1\/542;( 5 >

Es importante destacar que si consideramos el otro orden parcial en IV FS(X) con-
siderado previamente, T, entonces los valores obtenidos con las medidas de similaridad
mencionadas en los dos ultimos corolarios no son iguales y esto se muestra en el siguiente

ejemplo:
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Ejemplo 3.28. Sean A, B € IVFS(X) donde:
A = {(z1,]0.3,0.5)), (x2,[0.5,0.7]), (z3,[0.1,0.5]) }

B = {(21,[0.2,0.6)), (2, [0.1,0.8)), (5, [0.05,0.7])}

Se ve claramente que A T B. Para estos conjuntos se obtienen los siquientes valores de
las medidas de similaridad:

Sc(A, B) =0.925 SB(A, B) = 0.892
Su(A,B) =0.842 SP(A, B) = 0.816
SL(A,B) =0.883 SP(A, B) = 0.891

con lo que las medidas son distintas, lo cual era esperable, puesto que ahora se estd
midiendo la imprecision y no la similitud.

Para terminar se introduce una tultima relacion entre las familias de medidas de simi-
laridad definidas en la seccién anterior.

Corolario 3.29. Sean Sy y S, las similaridades dadas en los corolarios 3.9 y 3.15,
respectivamente. Para todo A, B € IVFS(X) se verifica que:
Sp

mod

(A,B) < Su(A, B)

Demostracion.
Su(A,B)=1— Doy (JA(w:) — §($;)7|1+ |A(z;)] — B()|) _
1 [ |A() = B(mi)| | <~ |A(z:) — B(w)
=3 (Z e R )

Por la desigualdad de Holder:
I f-glh<l Fllp- 1l gllqconl<p,q< oo, %+$=1

considerando g = (1,...,1) se tiene que:
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Por lo tanto, S?

m

oA, B) < Su(A, B). O

Corolario 3.30. Sean S% y S? las similaridades dadas en los corolarios 3.13 y 3.17,
respectivamente. Para todo A, B € IVFS(X) se verifica que:

SP(A, B) < S4(A, B)

Demostracion. Reescribiendo las féormulas de las medidas de similaridad, se tiene:

P — _ 1 P -
SP(A,B) =1 %JZ

i=1

L[N~ ([A@) = B(x)| | [A(z:) = Bz)]\"
%J;( 2 * 2 >

Por la desigualdad triangular:

A(%) - E(%) Z(xz) - E(Iz)
2 + 2

SP(A,B)=1—

|A(z) — B(x) + A(z) — B(2)| < |A(z) — B(2)| +|A(2) — B(z)| Vre X

Entonces:
SE(A, B) < Sj(A, B)
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A partir de los resultados mencionados anteriormente, se ha logrado establecer rela-
ciones entre varias de las medidas de similaridad presentadas en este capitulo. La figura
3.5 muestra graficamente estas relaciones, donde en la parte superior se muestran las si-
milaridades que toman valores mayores y a medida que se avanza por el diagrama, se
obtienen las que toman valores menores. Todas las familias introducidas a partir de los
resultados generales aparecen resumidas en la tabla 3.2.

@
® @

SSOIC
=

Figura 3.5: Relaciones entre las medidas de similaridad.

41



"PePLIR[IWIS P SBPIPOW op WOWINSAI ®[(R], :g'¢ B[R],

p ((@)mehten 1= §IN\V —1 (gv)is
AQEMWQEM “Qavﬂmﬁavmv = AE@MWQEM “Qéﬂmﬁéwv XPW = (*2)€ch ¢ Q@@MQ&M ~ oyt m?@«\ = ('r)ed
g D E o7 T or temertag oy = (9 T="m " K 1> "m > g uod
S(z)Hdtim =Y LN\Vh -1 (g 'V)ds
%E.ﬁmg A 3T G I (G G T e <_ SN\V T 1 (g ‘v)as
%;@%EE + LN\V o (g 'v)as
d(2)y — (7)g| JN\K% —1=(g V) £ d(@)F — (O)F] TXAL —1=(g V)P uom
(g ‘vV)ed+ (g 'v)')s (g 'v)"ss
p waE ~ | WMN\V -1 (g 'v)7as
o+ >d>T1 I mgirer ~ tont @N\V| -1 (g'v)is
(Ca)g— o)y e e i [Co)g—(a)y+ CrE el (gv)7s
ErEETEC = il (g'v)is
T e o o el (g v)?s
R[IULIO ] PRPLIR[IIITS Op BPIPATY

42



Capitulo 4

Aplicacién al procesamiento de
imagenes

En este capitulo se aplicaran los contenidos del capitulo anterior al analisis de image-
nes. Se verd como modelar una imagen a partir de un conjunto difuso intervalo-valuado
y se vera como los resultados obtenidos con las medidas de similaridad concuerdan con
lo esperado a priori por la observacion humana y, por tanto, las medidas de similaridad
permitiran establecer una metodologia sustitutoria que sea valida en aquellos casos en
los que el método manual no sea factible. Se generaran imagenes con ruido gaussiano y
se compararan estas con las originales utilizando las medidas de similaridad definidas. Se
analizaran los resultados, los problemas encontrados y se propondra una alternativa para
subsanarlos.

4.1. Modelado de las imagenes

En esta seccion se introduce la definicion de imagen y la forma de modelar una imagen
a partir de un conjunto difuso intervalo-valuado.

Definicién 4.1. Una imagen en niveles de gris es una funcion I : Dy € Z? — L, donde
Dy representa los elementos de la imagen y L = {0,--- ,255} la escala de grises, es decir,
x;; es un elemento o pizvel de la imagen y I(z;;) es su nivel de gris.
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Para poder aplicar las medidas de similaridad sobre las imagenes, es necesario modelar-
las como conjuntos difusos intervalo-valuados, esta es una técnica ampliamente utilizada
en la literatura. En cada punto de la imagen o pixel, se definen el extremo inferior y
superior del conjunto difuso intervalo-valuado asociado como:

Ay = 112
—~ gy (@)
A(xy;) =H (%>

con H(z) =1 — 5%, donde A es el valor normalizado de x;; y A se obtiene usando el

generador de Sugeno [20].

Asi, se puede definir cualquier imagen como el siguiente conjunto difuso intervalo-
valuado: 1) I
A = ’L 2 H t Z D
Al [ (5] v}

Dicho conjunto queda bien definido puesto que:

x < H(x), Yz € ]0,1]

La figura 4.1 muestra graficamente la representacion de los extremos de los intervalos
para cada nivel de gris con A = 0.5. En azul se representa el extremo inferior del intervalo
y en rojo el extremo superior. En ella se observa como los pixeles con un valor intermedio
de gris tiene mas incertidumbre, desapareciendo esta cuando el color es claramente blanco
0 negro.

4.2. Descripcién del experimento

El experimento realizado para analizar el desempeno de las medidas de similaridad
presentadas en el capitulo anterior consiste en generar ruido sobre las imagenes con el fin
de distorsionarlas y luego medir la similitud entre la imagen original y la imagen inmersa
en ruido. En la figura 4.2 se muestra un diagrama de este experimento. El objetivo es
analizar como afecta el ruido en cada medida de similaridad para asi poder estudiar cudl
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Figura 4.1: Grafica de los extremos del intervalo para cada nivel de gris.

de ellas es més sensible frente al ruido y, por tanto, poder establecer la méas recomendables
segun las circunstancias del estudio.

Una explicacién detallada del experimento realizado puede verse a continuacion, asi
como sus principales caracteristicas.

» Imégenes: Se utilizan 25 imagenes del conjunto de datos de segmentacion de Ber-
keley [16]. La figura 4.3 muestra seis ejemplos de estas imagenes con caracteristicas
diferenciadas.

= Modelado de las imégenes: Para modelar a las imégenes como un IVFES se utiliza el
valor A = 0.5 a la hora de definir el conjunto difuso intervalo-valuado que representa
a la imagen.

» Ruido: Se utiliza el ruido gaussiano puesto que es uno de los modelos méas utilizado
en el analisis de imagenes por ser aditivo e independiente en cada pixel. Para generar
este ruido se utiliza una distribucién gaussiana N (0, 0). Se utilizan 10 valores de
desviaciones tipicas:

o = {0.05,0.1,0.15,0.2,0.25,0.3,0.35,0.4,0.45, 0.5}

con el objetivo de estudiar distintos grados de distorsion de la imagen.
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Imagen Ruido Imagen

Orioinal I con
fema ruido 19
Modelado Modelado
como IVFS como IVFS
A A9

S<A17 A(})

Figura 4.2: Diagrama del experimento.

En la figura 4.4 se muestra como ejemplo una imagen con diferentes niveles de ruido
gaussiano con el fin de apreciar visualmente la distorsion que estos generan sobre
la imagen. Se puede apreciar que a medida que se aumenta la desviacién estandar
utilizada para generar el ruido, la imagen muestra una mayor distorsién, como cabria
esperar.

Medidas de similaridad: Se utilizan las medidas S¢, Sg, S, S%, SP

mod?

557 Sg y SIZZ

Parametros de las medidas de similaridad: Algunas medidas de similaridad requie-
ren de ciertos parametros, tal como se vio en el capitulo anterior. En este experi-

mento se usa p = 3 para las medidas 5%, S? .. S?, SPy S}.

Pesos en las medidas de similaridad: Se considera el mismo peso para cada pixel de
la imagen, por lo tanto, cada elemento del dominio de definiciéon de la imagen o
el conjunto difuso intervalo-valuado asociado tendra el mismo peso. Por lo tanto,
w; = 1/n donde n es el nimero de pixeles de la imagen o, lo que es equivalente, la
cantidad de elementos en el IVFS. En el estudio se prescindird de las medidas S%
y SP puesto que tomando igual el peso en cada elemento, éstas son iguales a S% y

S}, respectivamente. Para S} se utilizan los pesos w/, = %, param = 1,2, 3.

[teraciones: Todos los cédlculos se repiten 100 veces, es decir, para cada valor de o,
se genera el ruido 100 veces y cada vez se calcula la similaridad entre la imagen
con ruido y la imagen sin ruido. La diferencia entre distintas iteraciones reside en
la aleatoriedad del ruido generado.
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Figura 4.3: Ejemplos de imagenes en niveles de gris de la base de datos de Berkeley.

(d) (e) (f)

Figura 4.4: Ejemplos de imagenes con ruido gaussiano para distintos valores de o. (a)
Imagen original (imagen sin ruido). (b) ¢ = 0.1. (¢) 0 =0.2. (d) ¢ = 0.3. (e) 0 = 0.4. (f)
o=0.5.
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4.3. Resultados

En esta seccién se presentan y analizan los resultados obtenidos. A modo de ejemplo,
la tabla 4.1 muestra los valores obtenidos para cada medida de similaridad sobre una
imagen (figura 4.4(a)). Estos valores se obtienen de la siguiente manera:

= Se fija un valor de o.

= Se calcula la medida de similaridad entre la imagen original A; y la imagen inmersa
de ruido AJ. Este paso se repite 100 veces, es decir, se calcula la medida de simila-
ridad en cada iteracién del experimento obteniendose 100 valores de similaridad.

= Se calcula la media de los 100 valores obtenidos en el paso anterior. Dicho valor
medio es el que se muestra en la tabla 4.1.

o
005{ 01 [015 | 02 | 025 | 03 | 035 | 04 | 045 ]| 0.5

Sc 109571 0.915 | 0.877 | 0.843 | 0.813 | 0.786 | 0.762 | 0.741 | 0.722 | 0.706
Sy 10.957 1 0.915 | 0.877 | 0.843 | 0.813 | 0.786 | 0.762 | 0.741 | 0.722 | 0.706
S 10.95710.915 | 0.877 | 0.843 | 0.813 | 0.786 | 0.762 | 0.741 | 0.722 | 0.706
SH10.937 | 0.877 | 0.825 | 0.779 | 0.738 | 0.702 | 0.671 | 0.644 | 0.621 | 0.602
0.936 | 0.877 | 0.824 | 0.778 | 0.737 | 0.700 | 0.669 | 0.642 | 0.619 | 0.600
SP10.937 | 0.877 | 0.825 | 0.779 | 0.738 | 0.702 | 0.671 | 0.644 | 0.621 | 0.602
SP10.937 | 0.877 | 0.825 | 0.779 | 0.738 | 0.702 | 0.671 | 0.644 | 0.621 | 0.602
Sy 10.956 | 0.915 | 0.879 | 0.847 | 0.819 | 0.795 | 0.773 | 0.755 | 0.740 | 0.727

Tabla 4.1: Tabla de resultados.

En la tabla 4.1 se observa, como era de esperar, que el valor de todas las medidas de
similaridad decrece a medida que aumenta el valor de o. Es decir, cuanto mas distorsionada
esta la imagen, menos se parece a la imagen original. Ademas:

Se =Sy =51
Sh= S0 = 5



Como se mostré en los corolarios 3.25 y 3.27, la igualdad de esas medidas de similaridad
se da en el caso en que un intervalo esté contenido en el otro, para todos los elementos del
conjunto referencial. Esto es lo que sucede en este caso y se explica a continuacién. Dado
un pixel z;; de la imagen original, sean las funciones de pertenencia [é(:pl]),A—[(m”)} y

[AF(z4;), A9 (x;;)] correspondientes a la imagen original y a la imagen inmersa en ruido en
ese pixel, respectivamente. En la figura 4.1 se puede observar que la funciéon que genera
el extremo superior de los intervalos es una funcién creciente. Por lo tanto, se pueden

analizar dos casos:

= Si Ap(i) < Af(wy) entonces Ap(wi;) < A7 (xy)

= Si A7(zi;) < Ai(zij) entonces A% (zy5) < Ar(wy)

Como consecuencia, para cada x;; en la imagen, se obtiene que un intervalo estd
contenido en el otro.

Por otro lado, en la tabla 4.1 se puede observar que S? (A, B) < Sy(A, B) para todo
o, tal y como se demostrd en el corolario 3.29.

La figura 4.5 muestra graficamente los valores obtenidos en la tabla 4.1.

Los resultados mostrados en la tabla 4.1, se correspondian con una unica imagen.
Tal como se mencion6 anteriormente, en el experimento se utilizaron 25 imagenes. Para
mostrar los resultados obtenidos sobre todas ellas se muestran las figuras 4.6, 4.7 y 4.8.

En la figura 4.6 se muestran los resultados obtenidos para cada medida de similaridad
en funcién del valor de o. Para construir cada diagrama de caja, se consideraron los valores
obtenidos para cada una de las 25 imagenes de la misma forma en que se obtuvieron los
valores de la tabla 4.1.

Por otro lado, en las figuras 4.7 y y 4.8, para cada valor de ¢ se representan todas las
medidas de similaridad. En estas graficas se ve claramente la igualdad entre S¢, Sy y Sp
por un lado y S%, SP y S? por otro, como se comenté anteriormente.

En ambas figuras se observa que el valor de la medida de similaridad decrece cuando
aumenta el valor de o.
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50



Sc

Sy
10- 10-
—_— —_—
= . =
09- . 097 = °
g0 == : gor == -
E EIEI E EE
’ $ ) %
o EIE 07 Eb
06 06
0.0 0.1 0.1 02 0.2 0. 0. 04 045 0. 0.0 01 0.1 0.2 0.2 0. 0. 04 0.4 0.
o °
s, p
L Sl‘l
10 10~
—_—
n —f—
—_ .
08 v 09- .
= —
= . . £ 1
g EIEI N ==
5 Eb 5 =
: == ’
07 Eb or- ==
—
———
—_—
0 06 ] #
]
0.0 01 0.1 02 0.2 0. 0. 04 045 0. 0.0 01 0.1! 02 02 0. 0. 04 04 0.
o c
3 p
SE SE
10- 10-
—_— —_
09~ . 09- .
— —
ELC £ gos- 1
E . E .
@ == @ ==
o7 =1= o ==
— ——
e —_
— —
06 { ﬁfl 06 i ﬁfl
] ]
0.0 01 0.1 02 0.2 03 03 04 04 0. 0.0 01 0.1! 02 02 03 03 04 04 0.
c c
mog
S, SE
10- 10-
—_
—_
S
09~ . 0o
—+ ==
gos ; gos- ==
£ E =
® i 7 —_—
U
07 % 07
—=
—
—_—
06 i ﬁfl 06
T
0.0 01 0.1! 02 0.2 03 03 04 04 0. 0.0 01 0.1! 02 02 03 035 04 0.4 0.
s -

Figura 4.6: Diagramas
enfoque.

de cajas para cada medida de

51

similaridad mediante el primer



0.9-

Similitud
)

0.6-

0.9-

=

Sirnilitud

0.6-

0.9-

=

Similitud

0.6-

c=0.05

c=0.1
10-
—_ . —_—
——— —— —— —— .
_—— == —F
09- - . - .
—_—= === === =%
‘gDB'
£
[}
07
06
o=0.15 =02
10-
o 08 & 5 .
= == == =
—_ == = ==
2 = e = ==
E
®
07
06
s s, s 5 s 5 s, s S 5 S E s s, s,
=025 =03
10-
09-

== ==0=2 —=
S S L
0.6
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4.4. Modelado alternativo de la imagen

En la seccién anterior se vio que para varias medidas de similaridad se obtienen los
mismos resultados. En esta seccién se propone una alternativa para modelar una imagen

con la cual se obtienen diferentes valores de la similaridad para el experimento desarrollado
anteriormente.

Tal como se analizd en el ejemplo 3.28, las medidas de similaridad no seran iguales,
por ejemplo, cuando un conjunto estd embebido en el otro. Para modelar la imagen, se
podria considerar a la funcion que define al extremo superior del IVFS tal que no sea
creciente en todo el dominio, es decir, debe existir por lo menos un pixel x;; tal que:
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» Si Aj(w;) < A7(z45) entonces A_j'(:c”) < A_[<$C”>

= Si ﬁ(xij) < I(xij) entonces A_?(l'ij) < A_[(IU)

Para ello, se propone usar la siguiente funcién inspirada en el generador de Sugeno:

1—2 . 1—2x
h(I) =1- m—i—Sln (67TI‘>

Al sumar la funcién seno se consiguen las oscilaciones necesarias para que la funcién
h no sea creciente en todo el intervalo.

Asi, se puede definir el conjunto difuso intervalo-valuado como:
(i) 5 (1(ziy)

A — i 1,] h 2,] i D

! {(x”’{255 ’ (255 f@ig € Dr

La figura 4.9 muestra graficamente la representacion de los extremos de los intervalos
para cada nivel de gris. En azul se representa el extremo inferior del intervalo y en rojo
el extremo superior. Se puede ver que la funcién que genera el extremo superior de los
intervalos no es creciente y que esta bien definida ya que el extremo inferior del intervalo
siempre es menor que el superior, es decir, Va;; € Dr:

x < h(x),Vx € ]0,1]
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Figura 4.9: Grafica de los extremos del intervalo.

Una vez modelada la imagen con esta nueva propuesta, se repite el experimento deta-
llado en la seccion anterior.

A modo de ejemplo, en la tabla 4.2, se muestra los valores obtenidos con este nuevo
enfoque sobre la imagen de la figura 4.4(a).

Se procede a analizar la imagen dada en la figura 4.4(a) utilizando esta nueva definicién
del conjunto difuso intervalo-valuado asociado a la imagen. Se consideran de nuevos los
mismos parametros que en la seccion anterior.
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o
005{ 01 (015 02 | 025 | 03 | 035 | 04 | 045 ]| 0.5

Sc 10.93510.902 | 0.868 | 0.836 | 0.807 | 0.781 | 0.758 | 0.737 | 0.719 | 0.703
Sy 10.926 | 0.894 | 0.861 | 0.831 | 0.803 | 0.777 | 0.755 | 0.734 | 0.716 | 0.701
S 10.930 | 0.898 | 0.865 | 0.834 | 0.805 | 0.779 | 0.756 | 0.736 | 0.718 | 0.702
SH10.907 | 0.861 | 0.814 | 0.771 | 0.733 | 0.699 | 0.669 | 0.644 | 0.622 | 0.604
0.895 | 0.849 | 0.803 | 0.760 | 0.721 | 0.687 | 0.657 | 0.632 | 0.611 | 0.592
SP10.904 | 0.859 | 0.813 | 0.771 | 0.732 | 0.698 | 0.669 | 0.643 | 0.622 | 0.603
SP10.907 | 0.860 | 0.814 | 0.771 | 0.733 | 0.699 | 0.669 | 0.644 | 0.622 | 0.603
ST 10919 1 0.890 | 0.859 | 0.831 | 0.805 | 0.782 | 0.762 | 0.745 | 0.730 | 0.718

Tabla 4.2: Tabla de resultados con el segundo modelado.

En la tabla 4.2 se puede ver que los resultados obtenidos en los corolarios 3.11, 3.23 y
3.30 se satisfacen para todos los valores de ¢ analizados ya que:

= S es la media aritmética entre S¢ y Sy
» Sp <S¢

. SP< S

Se realiz6 el mismo estudio que en la seccién anterior con este nuevo enfoque, es decir,
modelando a las imagenes por medio de la funcién h. Se obtuvieron las graficas de las
figuras 4.10, 4.11 y 4.12. En ellas se puede observar por un lado que S¢ # Sj, # Sr y por
otro que SY # SP # SP. También se observa que las medidas de similaridad decrecen a
medida que aumenta el nivel de ruido gaussiano, como ocurria en el primer enfoque. Como
era de esperar, la distinta modelacion de la imagen mediante conjuntos difusos intervalo-
valuados da lugar a comportamientos diferenciados, con lo cual, ese paso es esencial en el
procesamiento de imagenes.
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Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo se propusieron una familia de medidas de similaridad y una familia
de medidas de similaridad débiles para conjuntos difusos intervalo-valuados. Se estudia-
ron y ejemplificaron sus propiedades. Se presentaron casos particulares de dichas medidas
las cuales se corresponden con medidas de similitud dadas en la literatura para conjun-
tos intuicionisticos. Se estudiaron relaciones entre ellas logrando establecer interesantes
ordenaciones entre las mismas.

Dado que las medidas de similaridad son ampliamente utilizadas en el procesamiento
de imagenes, se eligio este campo para hacer un analisis comparativo entre su desempeno.
Para ello, se disefio un experimento en el cual se analizo la sensibilidad de las medidas
estudiadas frente al ruido gaussiano. Se presentaron dos enfoques para modelar a una
imagen como un conjunto difuso intervalo-valuado. En el primero de ellos se vio que
ciertas medidas de similaridad arrojaban resultados idénticos, no logrando mostrar una
diferencia significativa. Se propuso un nuevo enfoque para modelar las imagenes y, a partir
de €l, se logré obtener distintos valores para cada medida aplicada.

En un futuro seria interesante estudiar los resultados modificando ciertos parametros
de las medidas de similaridad, como el peso y el valor de p. También se analizardn otras
formas de definir las imagenes a partir de los conjuntos difusos intervalo-valuados.

La metodologia desarrollada en este trabajo ha sido aceptada para su presentacién
en el XXI Congreso Espaniol sobre Tecnologias y Logica Fuzzy [3] y de ahi se espera que
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surjan otros problemas abiertos que serdn también abordados en el futuro.
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