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Introduccion

La teoria algebraica de nameros es, segun la Encyclopedia of Mathematics, una «rama de
la teoria de ntimeros cuyo principal objetivo es estudiar las propiedades de los enteros
algebraicos de un cuerpo de niimeros». En un primer curso de esta disciplina o en cualquier
libro introductorio a la misma, se suele empezar estudiando los anillos de enteros, los anillos
de Dedekind, el concepto de ramificaciéon y de inercia, y el teorema de Kronecker-Weber,
entre otras cosas. Ademaés, es bastante comun dedicar cierto tiempo a la conocida como
«ley de reciprocidad cuadratica», una ley que establece, a grandes rasgos, una relacion
reciproca entre dos primos. Llegados a este punto de la asignatura, es facil que se haga
referencia al libro de Lemmermeyer «Leyes de reciprocidad: Desde Euler hasta Eisensteiny,
en el cual el autor hace un exhaustivo estudio de las leyes de reciprocidad publicadas entre
1741 y 1850. Sin embargo, una de las cosas que mas llama la atencién en un primer
momento no se encuentra en el cuerpo del libro sino en sus apéndices: aparte de una lista
de problemas abiertos y un dramatis personae, en uno de estos apéndices aparece una
lista de 196 demostraciones de la ley de reciprocidad cuadratica, que van desde una prueba

(incompleta) de Legendre en 1788 hasta una prueba del propio Lemmermeyer del ano 2000.

Es comprensible que una lista como esta provoque cierto efecto llamada, de forma que
llegue un momento en que la motivacién para buscar una prueba alternativa de la ley
de reciprocidad cuadratica sea justamente formar parte de dicha lista (en https://www.
rzuser.uni-heidelberg.de/~hb3/rchrono.html, en mayo de 2017, hemos encontrado

una lista de 246 pruebas, la tltima del afio 2013). Pero, en un principio,
spor qué invertir el tiempo en demostrar algo que ya se sabe que es cierto?

No es dificil encontrar la respuesta a esta pregunta: la ley de reciprocidad cuadratica es
un resultado de gran utilidad, por lo que tener una ley de reciprocidad general, es decir,
de la que la ley de reciprocidad cuadratica, ctbica, bicuadratica o de cualquier orden
que queramos sean casos particulares, permitiria avanzar a pasos agigantados en ciertas
direcciones de la teoria. Por lo menos, eso era lo que esperaban aquellos que aparecen en
las primeras entradas de la lista de Lemmermeyer, y por este motivo trataban de encontrar

una demostracion de la ley de reciprocidad cuadratica facilmente generalizable.

La pregunta que sigue a esta explicacién no puede ser otra sino si, finalmente, encontraron

esa ley de reciprocidad que tanto buscaban.


https://www.rzuser.uni-heidelberg.de/~hb3/rchrono.html
https://www.rzuser.uni-heidelberg.de/~hb3/rchrono.html

INTRODUCCION

¢ Eriste entonces una ley de reciprocidad general?

El objetivo de este trabajo es precisamente dar repuesta a esta pregunta; o més que dar
respuesta, que ya adelantamos que es afirmativa, nuestro objetivo va a ser comprender la

magnitud del problema y aproximarnos tanto como sea posible a dicha ley.

Decimos «aproximarnos» porque el enunciado explicito de esa ley de reciprocidad general
surge de combinar diferentes teorias sobre cuerpos de funciones, curvas elipticas o mul-
tiplicacién compleja en las que no podemos profundizar en este trabajo. No obstante, si
que podemos enunciar el teorema del que se deduce dicha ley y el que histéricamente pu-
so punto final a la busqueda de leyes de reciprocidad. Se trata del teorema de Artin, un
teorema enmarcado en la teoria de cuerpos de clases que establece un isomorfismo entre
cierto grupo cociente de clases de ideales de una extensién de un cuerpo de niimeros y su

grupo de Galois.

Ademas, aunque nosotros hayamos llegado a este resultado buscando una ley de reciproci-
dad general, lo cierto es que el teorema de Artin es uno de los pilares de la teoria de cuerpos
de clases por lo que nos hemos detenido brevemente a esbozar las bases de su demostracion
y a conocer las aplicaciones que se le pueden dar fuera y dentro de las matematicas. En de-
finitiva, en este trabajo vamos a desarrollar fundamentalmente tres puntos: la base tedrica
que nos va a permitir plantear y responder si existe o no una ley de reciprocidad general,
la motivacién histérica que justifica la trascendencia de esta pregunta y la presentacion del

resultado tedrico del que se desprende su respuesta.

En el primer capitulo daremos las definiciones y resultados necesarios para seguir el
progreso del trabajo. En él haremos especial hincapié en las ventajas que supone en este

contexto trabajar con anillos de Dedekind y extensiones de Galois.

En el segundo capitulo hacemos un breve recorrido historico desde Gauss, primera perso-
na conocida que se preocup6 por la generalizacion de las leyes de reciprocidad, hasta Artin,
mateméatico que enunciaria y demostraria el teorema que permite dicha generalizaciéon. De

hecho, reservamos una seccién a su biografia.

Por ultimo, en el tercer capitulo contextualizaremos y enunciaremos el teorema de Artin.
Las ultimas secciones de este capitulo estan dedicadas, como ya hemos mencionado, a

discutir su demostracién y a recopilar algunas de sus aplicaciones.

II



Capitulo 1

Marco teoérico

Uno de los principales objetivos del presente trabajo es mostrar el camino recorrido por la
comunidad matemaética para demostrar y generalizar las conocidas como « leyes de reci-
procidad». Es por ello, que a lo largo de su desarrollo se ha dado prioridad a la exposicion
y explicacion de los resultados, dejando indicado dénde se pueden encontrar las demostra-
ciones. Sin embargo, en este primer capitulo hacemos una excepcioén. Para poder valorar
ampliamente la trascendencia de la ley de reciprocidad de Artin, conviene tener en cuenta
los pilares tedricos en los que se sustenta. Este planteamiento es el que nos lleva a dedi-
car el capitulo 1 a su recopilacién, y a detenernos en la demostracién de los resultados

especialmente fundamentales.

1.1. Estructuras algebraicas

En primer lugar, vamos a recorrer brevemente las distintas estructuras algebraicas que
necesitaremos para introducir el lenguaje de la teoria algebraica de ntimeros. En general,

las consideraremos conocidas y por tanto no nos detendremos en su estudio.

Decimos que A es un anillo si es un conjunto con dos operaciones internas +, - tales que
(A,+) es un grupo abeliano y la operacion - cumple la propiedad asociativa y distributiva
respecto a + a derecha e izquierda. Si ademas - es conmutativa o tiene elemento neutro se
tiene un anillo conmutativo o un anillo unitario respectivamente. Recordemos también

que un cuerpo es un anillo (K, +,-) tal que (K,+) y (K\{0},") son grupos abelianos.

Definiciéon 1.1.1. Dado (A,+,-) un anillo y 0 # a € A, se dice que a es divisor de
0 a izquierda (respectivamente a derecha) si existe un 0 # b € A tal que a-b =0
(respectivamente b - a = 0). Si (A,+,-) es un anillo conmutativo, con identidad y sin
divisores de cero, se llama dominio de integridad . El cuerpo de fracciones de un

dominio de integridad A dado es el menor cuerpo que contiene a A.

A partir de ahora todos los anillos que se consideren seréan anillos conmutativos con iden-
tidad.
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Definiciéon 1.1.2. Sea (A, +,-) un anillo, y (i,+, ) un subanillo de A. El subanillo i es un
ideal de A sixy €iVx € A, y €i. Sii es un ideal generado por un inico elemento, se dice
ideal principal. Se llama dominio de ideales principales a un dominio de integridad
donde todo ideal es principal. Se dice que m es un ideal maximal si para todo i ideal de
A que contiene a m se cumple que i= A oi=m y se llama ideal primo a un ideal p tal

que dados x,y € A se cumple que x -y € p = x €p oy € p. Por dltimo, el conjunto
UA):={z € A|Tz': ol =a7lo =14}
es un subgrupo de A y recibe el nombre de grupo de unidades de A.

Ademas, conviene recordar el siguiente resultado sobre anillos con identidad:

Teorema 1.1.1. Teorema chino de los restos. Sea B un anillo con identidad y q1, ..., qn

un conjunto de ideales de B tales que B = q; + q; para i # j. Entonces

i | Gn

B B B

~

con i =(;q; bajo el isomorfismo que lleva cada b+1i€ £ a (b+q1,...,b+4qy).

Por otra parte, dado un anillo A y un grupo abeliano M se dice que (M, +) es un A-médulo
si existe una operacion externa de A x M en M, que denotaremos por yuxtaposicion, tal

que dados m,n € M se verifique que

» (a+bm=am+bmVa, b € A,
» alm+n)=am+anVa € A,

s (abm =a(bm)V a, b € A.

Si ademas A es un anillo con identidad 14 entonces se llamara A-médulo unitario a un
A-moédulo M tal que 14-m = m para todom € M. Dado un anillo con identidad A y un A-
modulo unitario se dice que S C M es un sistema generador de M si A(S) = M, es decir,
si para todo m € M existen s1,...,8, € Syry,...,r, € Atalesquem =ris1+---+7rnsn.
En las mismas condiciones, el conjunto S se dird A-libre si r1s1 + - - - + rp8, = 0 implica
query =---=1m1, =0parar; € A, s; € S. Por tltimo, se llama base de un A-mdédulo a un
conjunto S que sea sistema generador de dicho médulo y A-libre, y se dice médulo libre

a un A-moédulo unitario que admita una base.

Extensiones de Galois

Definicién 1.1.3. Dada una extension de cuerpos L/ K llamaremos grupo de Galois de
L/K al conjunto de K-automorfismos de L. Lo denotaremos por Gal(L/K). Para cada
cuerpo intermedio F', Gal(L/F) :={o € Gal(L/K) | o(z) = z, Yz € F} es un subgrupo
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de Gal(L/K) y para cada subgrupo H de Gal(L/K), H* :={zx € L | o(x) =z, Yo € H} es
un subcuerpo de L que contiene a K. A H* se le llamard cuerpo fijo de H. Una extension
L/K se dird extension de Galois si Gal(L/K)* = K, y se dird extension abeliana si

es de Galois y Gal(L/K) es un grupo abeliano.

Antes de recordar dos caracterizaciones muy tutiles de ciertas extensiones de Galois, vamos

a recopilar algunos conceptos referentes a una extension de cuerpos L/K dada:

= Diremos que es una extension finita si la dimensién de L sobre K, o grado de la

extension, es finita.

= Se considerard una extensiéon simple si existe algin elemento o € L tal que L es

un cuerpo generado por K y «, es decir, L = K(«).

= Un elemento a de L se dira algebraico sobre K si existe un polinomio no nulo
p € K[X] tal que p(a) = 0. En caso contrario, se dird que « es un elemento tras-
cendente . Llamaremos polinomio minimo de « sobre K al polinomio ménico
de menor grado del que « es raiz. Por su parte, la extension L/K se dira algebraica

si todo elemento a € L es algebraico sobre K.

» Dado un cuerpo K, diremos que un polinomio p € K|[X] se escinde en K si existen
A, aq, o € K tales que
p=ANX—-ai) (X —ayp).

Diremos que L es el cuerpo de escision de un polinomio p € K[X] si es el menor
cuerpo en el que p se escinde. En cuanto a la extensién, diremos que es normal si

todo polinomio p € K[X] irreducible que tenga una raiz en L se escinde en L.

» Dado un cuerpo K y un polinomio irreducible p € K[X] decimos que dicho p es
separable sobre K si no tiene raices multiples en ninguna extension de K en la que
se escinda. Dado un elemento « de L algebraico sobre K, diremos que « es separable
sobre K si su polinomio minimo sobre K es separable sobre K. A su vez, diremos

que la extension L/K es separable si todo elemento de L es separable sobre K.

Conviene recordar también el conocido como teorema del elemento primitivo sobre exten-

siones de cuerpos ya que juega un relevante papel en la teoria de Galois.

Teorema 1.1.2. Teorema del elemento primitivo. Toda extension de cuerpos finita y

separable es simple.

Con todo ello, estamos en condiciones de comprender las siguientes caracterizaciones, que

debemos tener presentes a lo largo del trabajo.

Proposicion 1.1.1. Una eztension finita de cuerpos L/K es de Galois si y solo si es

normal y separable.
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Proposicion 1.1.2. Una extension finita de cuerpos L/K es de Galois si y solo si [L :
K] =|Gal(L/K) |.

En particular, si L/K es una extension finita de Galois entonces, por el teorema del ele-

mento primitivo, es una extensién simple, es decir, existe un elemento o« € L tal que

L=K(a).

Evariste Galois fue un matematico francés
que vivio entre los anos 1811 y 1832 y da nom-
bre a la teoria que acabamos de introducir. En
los cinco anos en los que pudo dedicarse a las
mateméticas, hizo estudios sobre fracciones
continuas, funciones elipticas e integrales abe-
lianas, aunque destacd por su estudio sobre
la resolucion de ecuaciones. No fue hasta des-
pués de su muerte cuando estos manuscritos
salieron a la luz de la mano de Joseph Liou-
ville (1809 — 1882) que dijo haber encontrado
en ellos una solucién « tan correcta como pro-
funda de este entranable problema: Dada una
ecuacion irreducible de grado primo, determi-
nar si es o no resoluble por radicales.»[]
Para nosotros, la teoria que se desarroll6 a
partir de las ideas de este joven matemaético
va a cobrar especial importancia, ya que la ley
de reciprocidad de Artin esta contextualizada
en el estudio de extensiones finitas y abelia-
nas de cuerpos. De hecho, las condiciones de
normalidad y separabilidad de las extensiones
que consideremos a lo largo del trabajo seran
claves para poder obtener los resultados fina-
les.

Figura 1.1: Dibujo de 1848 en memoria de E.
Galois hecho por su hermano.

“http://www-history.mcs.st-andrews.ac.
uk/Biographies/Galois.html| Fecha de acceso:
21/02/2017.

1.2. Localizacion

Dados un dominio de integridad A y S C A, decimos que S es un subconjunto mul-
tiplicativo de A si no contiene al cero y es un conjunto cerrado para el producto. En
este apartado consideraremos siempre (A, +,-) dominio de integridad y S un subconjunto

multiplicativo de A.

Definiciéon 1.2.1. Sea la relacion de equivalencia ~ en A x S dado por (a,s) ~ (b,t)

< at = bs. Entonces, llamamos anillo de fracciones de A respecto a S al conjunto


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Galois.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Galois.html
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cociente AxS
Ag =272 —{l(a,8)] :a € A, s € S).

~

El anillo Ag no solo tiene la estructura de dominio de integridad sino que ademas es el
anillo mas pequenio que contiene a A y a los inversos respecto al producto de todos los

elementos de S.

Dados dos elementos de Ag, [(a,s)] y [(b,t)] (que denotaremos en adelante por ¢ y  para

simplificar la notacion), definimos su suma como

a b (at+bs)
S N st
y su producto como
asb_ab
st  s-t

Estas dos operaciones estan bien definidas; son internas; (Ag, +*%) es un grupo abeliano con
elemento neutro % para cualquier s € Sy elemento inverso de ¢ = =%; y 2 es la identidad
respecto al producto -* para cualquier s € S. Teniendo en cuenta las propiedades que se
derivan del hecho de que A sea dominio de integridad, concluimos que Ag posee también
dicha estructura respecto a las operaciones definidas. Por comodidad haremos un abuso de

notacién escribiendo +* y -* como + y - respectivamente.

Sea la aplicacion

(pS:A—>AS

Esta aplicacion es un monomorfismo de anillos, con lo cual A C Ag. Ademés, Ag contiene el

inverso respecto al producto de todos los elementos de S ya que dado s € S, s% = %% =3

Por tltimo, tomemos B un dominio de integridad tal que A C By {s7 s € S} C B,y ¢

un homomorfismo de anillos definido como

¢ es un homomorfismo inyectivo ya que si gb(%) = (;5(%) implica que a - s =b-t" 1y
por B anillo conmutativo a -t = c¢- s y por lo tanto ¢ = %. Con lo cual, B contiene a
Ag y podemos concluir que Ag es el menor anillo que contiene a A y a los inversos de los

elementos de S, es decir, Ag es el anillo generado por por Ay {s71|s € S}.

Proposicion 1.2.1. Sea A un dominio de integridad y S un subconjunto multiplicativo de

A. Existe una correspondencia univoca entre los ideales primos de A que tienen interseccion
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vacia con S y los ideales primos de la localizacion Ag.

‘ Asi, un ideal primo p de A se corresponde con el ideal primo pAg. ‘

Demostracion:

Sea q un ideal primo de Ag. Veamos que es de la forma pAg para cierto p ideal primo
de A tal que pN .S = 0.

Sea p = qNA. Este conjunto es un ideal de A ya que dado a € A, ap = a(qNA) = qNA
por q ideal. Ademés, p es primo ya que si ab € p con a,b € A, entonces ab € qN Ay
por tanto ab € qy ab € A. Como q es primo, a € qo b€ q,conlocuala e qNA o

b€ qN Ay en consecuencia p es ideal primo.

Veamos entonces que q = pAg. Por un lado, si x € pAg, existena € (qNA) y % € Ag
tales que x = a - g y como a en particular pertenece al ideal q, x € q. Por otro, si
tomamos un elemento x € q, dicho elemento serd de la forma z = ¢ cona € Ay
s € S. Pero a pertenece al ideal q por a = z - s y por lo tanto x = a - % pertenece a
(qNA)Ag.

Para terminar con esta primera parte de la demostracion solo nos falta probar que
p NS = (. Efectivamente, si s € S pertenece a p, quiere decir que s € qN A, en
particular, s € q y por lo tanto % s =% € q, lo cual contradice que q sea ideal primo

de AS.

Ademas, dado un ideal primo p C A con pN S = (), se cumple que p = qN A donde
q = pAg es un ideal primo de Ag.
En efecto, g = pAg es un ideal de Ag ya que dado ¢ € Ag, %q = $pAs = p%AS =
pAs = q. Por otro lado, es primo ya que si xy € q entonces existen p € py ¢ € Ag
tales que zy = p- %, por lo tanto s(zy) = pa € p y como p primo zy € p ya que
pNS = (). En consecuencia, 6x € p6y € p,conlocual, 6z € pAg =qody € pAs =q.
Por ultimo podemos concluir que p = gN A por doble contenido: si x € qN A, entonces
v €pAsnNA=p(A SN A=yp. El otro contenido es inmediato.

Q.E.D.

La proposiciéon anterior nos va a permitir trabajar con ideales primos de la localizacion Ag

para sacar conclusiones sobre los ideales primos de A.

Hay una localizacion especialmente interesante en el contexto de este trabajo, la localizacion
de un ideal primo. Dado un ideal primo p de A, el conjunto S = A\p es un conjunto
multiplicativo a partir del cual podemos tomar la localizacién Ag, que denotaremos por

Ay v que llamaremos localizacién de un ideal primo. Noétese que

Ay ={3 b ¢ p)

6



MARCO TEORICO

Si p es un ideal primo de un dominio de integridad A, entonces pAg es el tnico ideal

maximal de la localizacion Ay, es decir, A, es un anillo local ([J], pg. 3).

1.3. Enteros algebraicos

Dado A un dominio de integridad y B un subanillo de A con 14 = 1p, diremos quea € A
es entero sobre B si existe un polinomio moénico f(z) € B[X] no nulo tal que f(a) = 0.
Claramente, los elementos de A son enteros sobre A. Ademés diremos que f(z) es una

ecuacion de dependencia entera para a.

Teorema 1.3.1. ([J], pg. 5) Dado B un subanillo de un dominio de integridad A, el

conjunto de elementos de A enteros sobre B es un subanillo de A que contiene a B.

A lo largo de este trabajo vamos a considerar un dominio de integridad A contenido en
su cuerpo de fracciones K. En este caso, el conjunto de elementos de K enteros sobre A
recibe el nombre de clausura entera de A y lo denotaremos por A. Ademas, si A = A

diremos que A es integramente cerrado.

Proposicion 1.3.1. ([J], pg. 5) Sean C C B C A tres dominios de integridad tales que
todos los elementos de B son enteros sobre C' y todos los elementos de A son enteros sobre

B. Entonces, todos los elementos de A son enteros sobre C.

Esta proposiciéon nos va a permitir construir anillos integramente cerrados a partir de un
dominio de integridad A dado, ya que bastaria considerarlo contenido en su cuerpo de
fracciones y calcular su clausura entera. Si A no fuese integramente cerrado, querria decir
que existe un anillo D tal que A C D C K cuyos elementos son enteros sobre A. Pero por
la proposicion anterior, tendriamos que todos los elementos de D son enteros sobre A, lo

cual contradice que A C D.

Por ejemplo, si A es un anillo integramente cerrado y S un subconjunto multiplicativo
de A, entonces la localizacion Ag también es integramente cerrada, ya que si tomamos un
elemento u del cuerpo de fracciones de Ag algebraico sobre Ag, existe un polinomio moénico
X"+ ﬁX”_l + ﬁX”_Q 4+ £X2 + %X + % con coeficientes en Ag del que u es
raiz. Si tomamos s € S el comin denominador de los coeficientes, tenemos que u es raiz del
polinomio s X" +a/ X" 146/ X" 2 4.. .4+ X2 +d' X +¢€ para ciertos a’, ¥, ¢, d', e € Ay por
tanto su es raiz del polinomio moénico X" +a’ X" 1 4+st/ X" 2+ . . 45" 3¢ X% +s"2d' X +

n—lel

s . Con lo cual, el elemento su pertenece a A por ser este integramente cerrado, y como

s € 9, 2% pertenece a S, es decir, u € Ag y por lo tanto Ag es integramente cerrado.

Dentro de los enteros de un dominio de integridad sobre otro, nosotros vamos a estar

interesados especialmente en los enteros de un cuerpo de ntimeros.

Definiciéon 1.3.1. Decimos que K es un cuerpo de numeros (algebraicos) si es una
extension finita algebraica del cuerpo de los nimeros racionales Q. Y un elemento u de un

cuerpo de nimeros K es un entero (algebraico) del cuerpo si es entero sobre Z.
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Es decir, por ser K una extension algebraica de QQ, dado u € K sabemos que existe un
polinomio moénico no nulo f(x) con coeficientes en Q tal que f(u) = 0, pero si ademés
existe un polinomio en las mismas condiciones que tiene a u como raiz y coeficientes en 7Z
dicho u no seré solo un namero algebraico sino que sera un entero algebraico del cuerpo de
acuerdo con la definicion.

El conjunto de los elementos enteros de un cuerpo de niimeros K, es decir, la clausura de
Z sobre K, forma un anillo que llamaremos el anillo de enteros de K y que denotaremos

por Ok.

1.4. Norma de una extensiéon de cuerpos

Definicion 1.4.1. Sea K un cuerpo y L una extension finita de K. Para cada elemento x

de L se puede definir una funcion

7y L — L

y—zy

St consideramos L como espacio vectorial finito dimensional sobre K, r,, es una aplicacion
lineal y para {u1, ..., u,} K-base vectorial de L, ry tiene una matriz coordenada [a;;] tal
que rz(u;) = zu; = Y ;uja;;. Se llama norma de L sobre K a la funcion Ny i (x) =
det(ry). Esta definicion es independiente de la base escogida, es decir, solo depende de la

extension L/ K.
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Los cuerpos de niimeros surgen como generalizacion de QQ como cuerpo de fracciones de Z.
Sin embargo, al dar este salto se pierden algunas propiedades importantes que si que cumple
el anillo de enteros de Q, como por ejemplo el hecho de que sea un dominio de factorizacion
tnica (DFU). Es decir, en Z, todo elemento puede escribirse como producto de elementos
irreducibles, mientras que dado un cuerpo de ntmeros cualquiera no puede concluirse lo
mismo sobre su anillo de enteros en general. De hecho, si consideramos Z + Z(y/—5) vemos

o 6=2-3=(1++/-5) (1—-+-5).

Fue Ernest Kummer (1810 — 1893) quien se dio cuenta de este obstaculo, lo cual tuvo
profundas consecuencias en el desarrollo de la teoria de nimeros. Por ejemplo, en muchas
de las demostraciones publicadas anteriormente sobre el conocido como «ualtimo teorema
de Fermaty, sus autores daban por hecho que trabajaban en dominios de factorizaciéon
Unica, a pesar de trabajar en anillos con ntimeros complejos que muchas veces no lo eran
[E]. Afortunadamente, no tardaron en encontrar una alternativa a la exigencia de trabajar
con dominios de factorizacién tinica, como veremos en proéximas secciones.

A continuacion recogemos algunas propiedades de esta funcion.

Propiedad 1.4.1. ([J], pgs. 20 y 25) Dados L una extension finita del cuerpo K yx, y €
Lya € K, se cumple:

= NL/K(ZEZJ) = NL/K(Z‘)NL/K(Z/)-
» Np/k(ax) = a"Npk(x) donden = [L : KJ.

Teorema 1.4.1. ([J], pgs. 24 —25) Sea K C L C F' una cadena de extensiones separables
con F/K extension de Galois y G = Gal(F/K) y H = Gal(F/L). Sean o1,...,0, los
distintos K-monomorfismos de L en N con N/K una extension normal y n = [L : K].

Entonces, para todo x € L:
Np/k(x) = o1(x) - - on().

De este teorema se desprende un corolario importante:

Corolario 1.4.1. ([J], pg. 25) Si K C E C L con extensiones separables de dimension

finita de K, entonces se cumple que para todo x € L

Np/k = Ng/x(Npjp()).

1.5. Anillos de Dedekind

Definicion 1.5.1. Sea A un anillo y M un A-mddulo. El A-mddulo M se dice Noethe-

riano si satisface alguna de estas condiciones equivalentes:
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= Toda familia no vacia de submddulos de M posee un elemento maximal.
» Toda serie creciente de submddulos de M es estacionaria.

s Todo submddulo de M es de tipo finito.

Un anillo A se dice Noetheriano si, considerado como A-mddulo es noetheriano.

Figura 1.2: Sello de Alemania del Este de 1981 en memoria de Richard Dedekind.

Julius Wilhelm Richard Dedekind fue un matemético aleman que vivié entre los anos
1831 y 1916. Fue discipulo de C.F. Gauss (1777 — 1855), quien dirigi6 su tesis doctoral y
P.G.L. Dirichlet (1805 — 1859) entre otros. Paso a la Historia de las matematicas gracias a
su definicién de los nimeros irracionales a través de los llamados «cortes de Dedekindy y
de introducir el concepto de «ideal» en la teoria algebraica de ntiimeros. Como diria H. M.
Edwards (1936— ), « El legado de Dedekind |...] no solo consiste en importantes teoremas,
ejemplos, y conceptos, sino un estilo matematico que ha servido de inspiraciéon a todas las
generaciones siguientes.»]

Trabajar con dominios de Dedekind fue lo que permitié que la teoria de nimeros avanzara
a pesar de que el anillo de enteros de un cuerpo de ntimeros cualquiera no sea, en general,
un dominio de factorizaciéon tnica. Como hemos visto, dado un cuerpo de ntimeros K, no
podemos asegurar que un elemento de Ok cualquiera se pueda expresar de forma tnica
como producto de elementos primos; sin embargo, si que podemos afirmar la sentencia
anterior en términos de ideales. Uno de los motivos que hace tan interesante el estudio de
los dominios de factorizacién tnica es que todo dominio de ideales principales es a su vez
un dominio de factorizaciéon tinica; de ahi que se considere a los anillos de Dedekind como
una generalizacién de los dominios de ideales principales.

“http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Biographies/Dedekind.html Fecha de acceso:
26/02/2017.

Definicion 1.5.2. Un anillo A es un anillo de Dedekind si es un dominio de integridad

tal que:
= es un anillo Noetheriano,

» es integramente cerrado y

10
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» todo ideal primo no nulo de A es maximal.

También podemos definir anillo de Dedekind como un anillo A que sea un dominio de
integridad Noetheriano tal que la localizacion Ay sea un DIP con un tnico ideal maximal
para todos los ideales primos no nulos p de A. A los dominios de ideales principales con

esta caracteristica se les conoce como anillos de valoraciéon discreta (AVD).

Esta definicién equivalente de anillo de Dedekind nos va a permitir trabajar con anillos

locales (Ap) que cumplen ciertas propiedades interesantes:

Propiedad 1.5.1. ([J], pg. 7) Dado A un anillo de valoracion discreta (AVD) y m un

elemento de A tal que (7T) sea el unico ideal mazximal de A, se cumple que:
a) A es un anillo Noetheriano.

b) Si A no es un cuerpo, todo elemento x no nulo de A es de la forma v = un™ para

cierta unidad u € A y cierto enteron > 0.
¢) Todo ideal no nulo de A es de la forma (™) para cierto entero n > 0.
d) A es integramente cerrado.

e) Si A no es un cuerpo, entonces el ideal (77) es el inico ideal primo no nulo de A.

Nuestro objetivo en esta seccién va a ser demostrar que en un anillo de Dedekind un

ideal se puede factorizar de forma tinica como producto de ideales primos.

Para ello necesitaremos varios resultados previos.

Propiedad 1.5.2. Sea A un anillo de Dedekind. Entonces,
a) Todo ideal primo no nulo de A es un ideal mazimal.

b) Dado S un subconjunto multiplicativo de A se verifica que Ag es a su vez un anillo
de Dedekind.

Demostracion:

a) Sea p un ideal primo no nulo de A y supongamos que existe un ideal maximal
m C A tal que p C m. Como todo ideal maximal es primo, por la proposicion ([1.2.1])
pAm vy mAy son dos ideales primos de Ay, tales que pAn, C mAn, es decir, Ay, tiene
al menos dos ideales primos distintos. Como A es un anillo de Dedekind, A, es un
AVD y por la propiedad solo tiene un ideal primo no nulo, con lo cual, no

existe un ideal m que cumpla las condiciones supuestas.
b) Sea pg un ideal primo no nulo de Ag cualquiera. Veamos que (Ag)ps es un AVD:

Como pg es un ideal primo de Ag, es de la forma pg = pAg para cierto p ideal primo
de A tal que p NS = (. Basta ver que

AIJ = (AS)pAS

11
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para obtener el resultado.

Efectivamente, (Ag)ya, es el anillo generado por Ag y los elementos inversos, consi-
derados en el cuerpo de fracciones de Ag, del complementario de pAg, pero por cémo

esté definido el producto en Ag,

(As)pas = (As, ((PA5)%) ) = (As, (1)) = (4,871, (b))

y teniendo en cuenta que S C p¢ por pN S = 0,

(As)pas = (A4, (0°)71) = 4.

Como A es anillo de Dedekind, A, es AVD y por lo tanto (Ag)pag también.

Q.E.D.
Ademas, como consecuencia del teorema chino de los restos se cumple la siguiente propo-
sicion:
Proposicion 1.5.1. Sean B un anillo con identidad y q1,-...,qn un conjunto de ideales

de B tales que B = q; + q; para i # j. Entonces

gIN...Ngp =401 qn

A partir de ahora consideremos A un anillo de Dedekind, a un ideal de A no nulo y K el

cuerpo de fracciones de A.

Lema 1.5.1. Todo ideal de A/a contiene un producto de ideales primos. En particular,

existen n ideales primos de A/a distintos p1,...,pn y n enteros positivos a; tales que

Pyt epg = (0).

Demostracion:

Supongamos que no todo ideal de B = A/a contiene un producto de ideales primos.
Entonces, puedo tomar un maximal m del conjunto {i ideal de B | i no contiene un
producto de ideales primos}. En particular m no es primo, con lo cual 3z,y € m
tales que xy € mperoy ¢ my = ¢ m.

Sean u = B+ my b = yB + m. Estos dos ideales contienen estrictamente a
m y por lo tanto contienen un producto de ideales primos. Sin embargo, ub =
zyB +xBm+yBm+mm C m por lo que m contiene el producto de los productos

de ideales primos contenidos en u y b, lo cual contradice la hipdtesis inicial.

Si aplicamos lo anterior al ideal (O) tenemos que existen pq, ..., p, ideales primos
de A/ayai,...,ay enteros positivos tales que pj* - - - pon C (0) El otro contenido se
cumple por py, . .., p, ideales y por lo tanto pj* - - - pon = (0) Q.E.D.

12
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Lema 1.5.2. Sip; y pa son dos ideales mazimales distintos de B = A/a entonces para a,

b enteros cualesquiera estrictamente positivos se cumple que

pitps =B

Demostracion:

Sea a un nimero entero. El ideal p§ no esta contenido en po por ser po primo. Como

py & p2 y p2 es ideal maximal, se cumple que p§ + po = B.

Supongamos ahora que para cierto entero ¢ > 1 se cumple que p{+p5 = B. Entonces,
ps = psB = p5 (p‘f + pz) C pf+ pg“. En consecuencia, por un lado tenemos que
B=p%4+p5 C pi+ (p‘f—i—p%“) = p‘f+p§+1 y por otro, como p; y p2 C B tenemos
el contenido inverso. Como hemos probado al principio que para ¢ = 1 se cumple el

resultado, se cumple para cualquier entero b.

Q.E.D.
Lema 1.5.3. Sean pi,...,py los ideales primos de B = A/a tales que p{*---pir = (0)
FEntonces,
B B
B = —6¢...¢—.
P1 Pn
Demostracion:

Por el lema 1} B =p —HJ?j para todo i # j coni,j € {1,...,n}, y por tanto
podemos aplicar el teorema chino de los restos que asegura que

B_B_ B

con i = (), pi*. Pero por la proposicion (1.5.1), (), p;* = [, pi* que por hipotesis es
igual a (0), luego (), pi* = (0) v

B B
B —@ --0—.
p1 Pn
Q.E.D.
Corolario 1.5.1. Los ideales p1,...,pyn del lema anterior son todos los ideales primos de
B=A/a.
Demostracion:

Por el lema 1j si conocemos todos los ideales primos de pﬁl@‘ D pﬁn CONOCeremos
todos los ideales primos de B. Sea B; = B/p;" para todo i. Los tnicos ideales primos
en una suma directa By @ - - - @ By, son la suma directa Iy @ - - - P I, de ideales I; de

B;. Sabemos que I1 & - -+ @ I, es primo si y solo si

B/l & ® B,/I,
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es un dominio de integridad. Bajo esta condicién obtenemos que los distintos primos

depﬁl@-~@§sonlosdelaforma

Pn
B B;_ B; B
SO0 OP® G @D o
by Pic1 Pi1 P
para cada i, y por isomorfia todos los ideales primos de B son justamente p1, ..., Pn.

Q.E.D.

Lema 1.5.4. Sea A un anillo de Dedekind, K su cuerpo de fracciones, p un ideal primo

de A y a un entero positivo. Entonces la aplicacion natural de A sobre A, induce un

. A )
isomorfismo de p% a pa,z,,' Es decir,
A A
pr pedy
Demostracion:

Veamos que el homomorfismo f : A/p® — A,/p®A, tal que f(r +p®) =7+ p®A,
es biyectivo. La inyectividad esté clara por definicién, luego solo queda probar la
suprayectividad. Sea T € A,. Por A anillo de Dedekind y p ideal primo, p es un
ideal maximal de A y por lo tanto (S) + p = A. Entonces, (s) +p® = A, ya que si
tomamos la hipdtesis de induccion (S) +p@ ! = A% entonces A* = A- Al =
((s) +p)((s) +p* 1) = (s) + (s)p* L +p(s) +p* = (s) +p* y A* = A. Por lo tanto
dc € Ay q € p* tales que sc + ¢ = 1. Esto implica que f(rc+p®) = rc+p*4, =
r(1/s —q/s) +p*Ay =1r/s+ p®A, y por consiguiente f es suprayectiva.

Q.E.D.

Corolario 1.5.2. Dado p un ideal primo de un anillo de Dedeking A, todo ideal de A/p® es
una potencia de p/p® para cualquier entero positivo a. Ademds, p/p® es un ideal principal

de A/p“.

Demostracion:

En primer lugar, como A es un anillo de Dedeking, p es un ideal maximal por ser
ideal primo, y por lo tanto podemos aplicar el lema anterior. Con lo cual, para ver
que todo ideal de A/p® es de la forma (p/pa)n para cierto n, basta ver que todo
ideal de —2&
peAp
es un AVD y por lo tanto es un dominio de ideales principales con un tnico ideal
maximal. Ademas, por la propiedad (1.5.2)), A, es a su vez anillo de Dedeking y

en consecuencia, un ideal primo serd también maximal. Por la proposicion ([1.2.1))

es una potencia de pA,/p®A,. Como A es un anillo de Dedekind, A,

pAy es ideal primo de A, y por tanto es el tinico ideal maximal de A,. Teniendo en
cuenta la propiedad (|1.5.1) podemos concluir que todo ideal no nulo de A, es de la

forma (pAp)n para cierto entero positivo n. Esto implica que todo ideal no nulo de

pf;xp es de la forma (pAp / p“Ap)n, lo cual demuestra el enunciado.

Q.E.D.
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Proposicion 1.5.2. ([J], pg. 12) Sea a un ideal no nulo de A y p1,...,py todos los ideales

primos que contienen a a. Entonces, a = p‘fl < PO para ciertos enteros a;.

Ahora si, podemos enunciar y demostrar facilmente el objetivo principal de esta seccion:

Teorema 1.5.1. Sea A un anillo de Dedekind y a un ideal no nulo de A. Entonces
a = p{t---per para pi,...,p, ideales primos, distintos dos a dos, determinados de

forma dnica por a y a; enteros positivos también determinados de forma unica por a.

Demostracion:

Sabemos que a = p{* ---p&" por la proposicion . Falta ver que p1,...,9pn ¥y
ai,...,a, estdn determinados de forma tnica. Por un lado, p1,...,p, estin deter-
minados de forma tnica por ser todos los primos que contienen a a. De la misma
manera, cada a; es el minimo entero que cumple que el ideal maximal de Ay, /aAy,
elevado a dicho entero es el ideal 0, es decir, cada a; es el minimo entero positivo
tal que ad,, = p;* Ay, por lo que quedan determinados de forma tnica.

Q.E.D.

Tal y como adelantabamos, el teorema anterior muestra una de las propiedades més in-
teresantes de los anillos de Dedekind: todo ideal de un anillo de Dedekind se factoriza de

forma tinica como producto de ideales primos.

Ademas, se cumple que el anillo de enteros algebraicos de un cuerpo de ntmeros es un
anillo de Dedekind.

Teorema 1.5.2. ([N], pgs. 12 —17) El anillo de los enteros algebraicos de un cuerpo

de nimeros K, Ok, es un anillo de Dedekind.

A continuacion, vamos a introducir algunos conceptos, amén de propiedades y otros resul-

tados sobre ellos, que intervendran en el desarrollo de la ley de reciprocidad de Artin.

Definicion 1.5.3. Dados A C B dos anillos de Dedekind y P un ideal primo no nulo de B,
llamamos indice de ramificacion de P sobre A a la potencia a la que aparece elevado B

en la factorizacion del ideal pB, donde p es ANP. Se denotard por e(P/A) o por e(B/p).

Definicion 1.5.4. Sean A C B dos anillos de Dedekind, P un ideal primo no nulo de
B yp=PNA. El indice f = [B/B : A/p| se llama grado relativo de P sobre p. Se
denotard por f(P/A) o f(B/p).

El siguiente lema nos asegura que el grado relativo de un ideal que cumpla las condiciones

de la definicién anterior esté bien definido y es finito.

Lema 1.5.5. ([J], pgs. 29 — 30) Sean A C B dos anillos de Dedekind con K C L sus
cuerpos de fracciones respectivamente y b un ideal de B tal que bNA = p es un ideal primo
no nulo de A. Entonces B/b es un espacio vectorial sobre A/p y su dimension satisface la
desigualdad

[B/b: A/p] <[L:K].
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Tanto las definiciones como el resultado anterior se han dado para dos anillos de Dedekind
cualesquiera A C B con cuerpos de fracciones K y L respectivamente. A nosotros nos va
a interesar el caso particular en el que B es la clausura entera de A.

El siguiente teorema establece una relaciéon fundamental entre el indice de ramificacion, el

grado relativo y la dimensiéon de una extensién del cuerpo de fracciones de un anillo de

Dedekind dado.

Teorema 1.5.3. ([J/, pgs. 30—32) Sean A un anillo de Dedekind, K su cuerpo de fracciones
y L una extension finita y separable de K. Entonces, considerando B la clausura entera de

A en L yp un ideal primo no nulo de A, se cumple que

t
Zeifi = [L: K]
i1

donde e; y f; denotan el indice de ramificacion y el grado relativo respectivamente de los
ideales primos de B que aparecen en la factorizacion de pB y t es el nimero de ideales

primos que aparece en dicha factorizacion.

Gracias al siguiente teorema vamos a poder hablar del grado relativo de p y del indice

de ramificaciéon de p en el caso de trabajar con extensiones finitas de Galois.

Teorema 1.5.4. ([J], pgs. 32 — 33)Sea A un anillo de Dedekind con cuerpo de fracciones
K y sea B la clausura entera de A en una extension finita de Galois L de K con grupo de

Galois G. Entonces, para un ideal primo p de A dado se cumple que:

a) Elideal pB se factoriza como

pB = (P1---Py)*
con P, ideales primos distintos de B.

b) Todos los grados relativos f(Bi/p) son iguales.

c) G actia transitivamente sobre los ideales primos B; de B que contienen a p.

Ademds,
eft=[L:K].

Definicion 1.5.5. Sea A un anillo de Dedekind, K su cuerpo de fracciones, L una ex-
tension finita separable del cuerpo K y B la clausura entera de A en L. Sea B un ideal
primo no nulo de B yp = ANSR. Se dice que P es ramificado sobre A si su indice de

ramificacion e(P/p) es mayor que 1.

Por otra aparte, se dice que p es ramificado en B si el ideal pB es divisible por algin
ideal primo ramificado de B, y es completamente ramificado en B si pB = B¢, con

e > 1, y su grado relativo f(P/p) es uno.
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Ademds, diremos que la extension L/K es ramificada o completamente ramificada si

todo ideal primo p de A es ramificado o completamente ramificado respectivamente en B.

Por dltimo, diremos que p se escinde completamente en la extension si es divisible por

algin ideal primo de B con grado relativo e indice de ramificacion igual a uno.

En una extension de Galois L/K diremos que p se ramifica completamente en L
si su grado relativo f y ¢ valen uno; y que se escinde completamente en L si su

grado relativo f es uno y su indice de ramificaciéon e también.

Dado un anillo de Dedekind A con K su cuerpo de fracciones y B la clausura entera de
A en una extension finita y separable L del cuerpo K, vamos a poder definir la norma de
un ideal dado de B. Esta norma va a ser una aplicacién que nos va a permitir relacionar
ideales de B con ideales de A y ademés vamos a poder determinarla a partir del grado
relativo del ideal de B.

Definicién 1.5.6. En las condiciones anteriores, se define como norma del ideal b de

B al ideal de A generado por todos los elementos NL/K(b) con b € b,y se denota por
Np i (b).

Basta recordar como estd definida la norma Ny, k() de un elemento de B para ver que

Np/k(b) € Aparab € By que por tanto la aplicacion

B— A
b— NL/K(b)

esta bien definida.

La siguiente proposicién nos dice como se puede calcular la norma de un ideal a partir de

su grado relativo.

Proposicion 1.5.3. ([J], pgs. 43 — 44) Sea B un ideal primo no nulo de B y p = ANP.

Entonces,

con f = f(B/A)=[B/B:A/p|.
Ademds, si b = H‘,Ble’ es un ideal B con B; ideal primo de B para todo i, p; =P, N A y
fi = f(Bi/A), entonces

N(a) =[] vs".

En particular, si K = Q, A = Z, L es una extension finita de QQ y B es el anillo de enteros
algebraicos de L, la norma Ny, /Q(a) para a ideal de B es un ideal principal mZ = (m)
para cierto m. Si imponemos que este m sea mayor o igual que cero queda tinicamente
determinado y es el ntimero de elementos del anillo B/a. A dicho m se le suele denotar por

N (a) y recibe el nombre de norma absoluta de a (||, pg. 45).
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Esta norma puede decirnos si un ideal a de B es primo ya que si N (a) = p primo, entonces
B/a tiene p elementos y por tanto a es un ideal primo y f(a/Z) = 1. En particular, si

r€By NL/K(iL‘> = £p entonces a = xB es un ideal primo con grado relativo 1 sobre Z.

1.6. Grupo de clases

A lo largo de esta seccién A denota un anillo de Dedekind y K su cuerpo de fracciones.

Definicion 1.6.1. Se llama ideal fraccionario de A a un A-submddulo de K a finita-

mente generado no nulo.

Un ideal fraccionario de A no es un ideal de A a menos que esté contenido en A. Sin
embargo, todos los ideales de un anillo Noetheriano son ideales fraccionarios ya que estan
finitamente generados. Para evitar posibles confusiones, llamaremos a los ideales de A

ideales enteros y denotaremos por I4 al conjunto de ideales fraccionarios de A.

Definimos el producto entre dos ideales fraccionarios a y b como el conjunto de todas las
sumas »_ a;b; con a; € ay b; € b. Si {z;} e {y;} son dos conjuntos finitos de generadores
de a 'y b respectivamente, entonces {x;yi} es a su vez un conjunto finito generador de ab, y

por tanto, el producto de ideales fraccionarios asi definido es a su vez un ideal fraccionario.

El conjunto de ideales fraccionarios de un anillo de Dedekind A con el producto definido en
el parrafo anterior tiene estructura de grupo, siendo el propio A la identidad y el inverso de
un ideal fraccionario a es el conjunto {z € K | xza C A}. Este conjunto es a su vez un ideal

L es un A-submoédulo de K. Ademas, tomando cualquier

fraccionario de A: por definiciéon, a~
a € a no nulo, a~la C A, luego a=! C Aa~'. Como Aa' es un A-moédulo finitamente
generado y A es un anillo Noetheriano, el submédulo a~! es también finitamente generado

y por tanto ideal fraccionario.

Cuando a es un ideal fraccionario de A y n es un entero positivo, denotaremos por a~"

(a=h)".

a
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Anélogamente al caso de los ideales de un anillo de Dedekind A, un ideal fraccionario
de dicho anillo también puede expresarse de forma tnica como producto de potencias de

ideales primos, como recoge el siguiente teorema.

Teorema 1.6.1. ([J], pg. 18) Cualquier ideal fraccionario a de un anillo de Dedeking A

puede expresarse de forma unica como un producto
_ .a1..a9 a
a=pypy Py

con P1,92, ..., P, tdeales primos y ay, as, ..., a, enteros positivos o negativos.

Definicion 1.6.2. Se llama grupo de ideales de A al conjunto de ideales fraccionarios

de A con el producto definido por ab = {>_ a;b; | a; € a, b; € b}. Se denota por 14.

El conjunto de todos los ideales fraccionarios principales P4 = { zA |z € K } es un

subgrupo de I4 y su cociente se conoce como el grupo de clases de A y se denota por

Ca.

CA—P7A

Si el anillo A es un dominio de ideales principales, 4 = P4 y C4 es el grupo trivial. C4
puede considerarse, entre comillas, una medida de como de cerca esté el anillo A de ser
un dominio de ideales principales. Dado K un cuerpo de niimeros también puede hablarse
del grupo de ideales de K y del grupo de clases de K considerando A = Ok y los
denotaremos por I y Ck respectivamente. Al orden del grupo de clases de K se le llamaréa

namero de clases de K.

Ademas, el grupo de clases de un cuerpo de numeros K es un grupo finito, como recoge el

siguiente resultado.

Teorema 1.6.2. ([J], pg. 72) Dado K un cuerpo de nimeros y A su anillo de enteros

algebraicos, se cumple que C(A) es un grupo finito.

Aunque nosotros estamos interesados en el estudio de cuerpos de ntmeros y por tanto en
el de sus anillos de enteros, cabe destacar que este teorema no se cumple en general para
un anillo de Dedekind arbitrario. Es decir, dado un anillo de Dedekind A, el grupo C'4 no

tiene por qué ser finito a priori.

1.7. Valoraciones

El objetivo de esta seccién es definir una métrica para un cuerpo dado que nos permita
tomar otro cuerpo que contenga al primero y sea completo respecto a dicha métrica. Lo
que buscamos con esto no es otra cosa que una generalizaciéon de R como complecion de Q

respecto al valor absoluto.

Definiciéon 1.7.1. Sea K un cuerpo y | |: © —| z | una funcion de K en R. La funcion | |

es un valor absoluto si:
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w | 2|>0 para todo x € K y|x|=0 siy solo six=0,

= |z ||y |=|zy | para todo z,y € K,

» existe una constante positiva C tal que | =+ vy |< C-max{| = |,| y |} para todo
z,y € K.
A partir de ahora vamos a considerar valores absolutos | |, para los cuales existe algin x

€ K tales que |z |# 1.

Definicién 1.7.2. Dados dos wvalores absolutos | |1, | |2 definidos del cuerpo K en R,

diremos que son equivalentes si se cumple que para cualquier x € K,
|z 1<l <= |x]2< 1.

Proposicion 1.7.1. Dados dos valores absolutos equivalentes | |1, | |2 definidos sobre el

cuerpo K, existe un nimero real a tal que
|z |{=|x |2 Vx € K.

Dentro de los valores absolutos, vamos a centrarnos en aquellos | | que verifican la desigual-

dad triangular, es decir, que
lz+yl<lz[+]yl], Vo,y e K.

A estos valores absolutos, para los cuales la constante mencionada en la definicion ((1.7.1)
puede tomarse como C = 2 yaque | z | + | y |[< 2-mdz{| = |,| y |}, los llamaremos

valoraciones.

Va a haber dos valoraciones de especial interés en el estudio de los cuerpos de ntimeros
algebraicos: aquellas para las que se pueda tomar C' = 1, donde C es la constante de-
finida en ([1.7.1)), que llamaremos valoraciones no arquimedianas, y aquellas que no
sean equivalentes a ninguna valoracién no arquimediana, que llamaremos valoraciones

arquimedianas.

Notese que dada una valoracion no arquimediana | | se cumple que
|z +y|<maz{| = | |y [}

Definicion 1.7.3. Sea A un anillo de Dedekind y K su cuerpo de fracciones. Dada una
funcion vy definida de K\{0} en R que verifica

a) vi(x) es un nimero entero para todo x € K\{0}
b) vi(zy) = vi(x) + v1(y) para todo xz,y € K\{0}

c) vi(z+y) > min{vi(z),v1(y)} para todo x,y € K\{0}

20
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llamamos valoracion exponencial de K a la funcion

v: K — RU{oo}
0 # x — vi(x)

0+ oo

A partir de una valoracién exponencial cualquiera de K podemos definir una valoracién no
arquimediana de K tomando un ntimero real ¢ entre 0 y 1 y definiendo dicha valoraciéon

como

| & |p= "™,

Efectivamente, | |, es una valoracion ya que | x |,= @) > paratodoz € K; | [o] ¥ o=
@) = v@+vW) —| x4y |, para todo x,y € K; y, tomando v(z) = min{v(x),v(y)},
|z +y o=@t < @) < @) 4 W = 2 |, + | y |». Y es no arquimediana ya que
considerando de nuevo v(z) = min{v(x),v(y)}, tenemos que | x |,= maz{| = |y, | Y |o}

por 0 < ¢ < 1y por tanto,

|z +y o=@ <@ = g |,= maz{| z v, |y |o}

Notese que la eleccion de la constante ¢ no es un problema ya que si tomamos otra constante
c entre 0 y 1 tendrfamos una valoracion equivalente a la anterior ya que ¢’ = ¢ para cierto

a.

En este trabajo nos va a interesar una valoracién exponencial particular. Dado un cuerpo
de nimeros algebraicos K y A su anillo de enteros algebraicos, como A es un anillo de

Dedekind, A es un ideal fraccionario para cualquier z € K\{0} y por tanto,
ed =T[5,
p

La aplicacion vp(z) que lleva a cada z € K\{0} al entero al que aparece elevado el ideal
primo p en la factorizacion de x A, es una valoracion exponencial ([J], pg. 85) y se conoce
como valoraciéon p-adica de K. Ademas, todas las valoraciones no arquimedianas de un
cuerpo de enteros algebraicos se definen a partir de una valoracién p-adica de dicho cuerpo

a través del procedimiento descrito anteriormente.

Trabajar con valoraciones va a tener distintas ventajas, por ejemplo, a partir de una va-
loracién no arquimediana | | de un cuerpo de nimeros K vamos a poder definir un anillo
local con un tnico ideal maximal. A este anillo se le conoce como anillo de valoracién

asociado a | | y es el conjunto

A={z € K:|z|<1},
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su ideal maximal es
p={r € K:z|<1}

y K su cuerpo de fracciones. Una propiedad especialmente interesante de este tipo de
anillos es que son un AVD si y solo si el conjunto de valores no nulos {| z |: z € K,z # 0}
es un subgrupo multiplicativo de los ntimeros reales isomorfo al grupo aditivo de los enteros

(1, pgs. 86 — 87).

También va a ser importante saber si, dada una valoracién, esta es arquimediana o no.
Para ello podemos apoyarnos en que una valoracion | | de un cuerpo K es arquimediana si
y solo si los valores | nlk |, con 1k la identidad del cuerpo K, estan acotados a medida que
n recorre los nimeros enteros; y que un cuerpo de caracteristica no nula tiene tnicamente
valoraciones no arquimedianas ([J], pg. 87). En particular, si estamos trabajando con el

cuerpo de los nameros racionales, cabe destacar la siguiente proposicion:

Proposicion 1.7.2. ([J], pgs. 88 —89) Toda valoracion no arquimediana de Q es equiva-
lente a una valoracion p-ddica para cierto entero primo p. Por otra parte, toda valoracion

arquimediana de Q es equivalente al valor absoluto usual de los nimeros reales restringido

a Q.

Definicién 1.7.4. Llamaremos primo de un cuerpo K a una clase de equivalencia de
valoraciones en dicho cuerpo. Si la clase de equivalencia contiene valoraciones arquime-
dianas es llamada primo infinito de K, y si por el contrario contiene valoraciones no
arquimedianas, serd un primo finito del cuerpo K. Utilizaremos las letras B o p pa-
ra referirnos a primos de un cuerpo, y para referirnos a una valoracion de dicho primo

escribiremos | | o | |p.

Una vez identificadas las valoraciones de QQ, veamos como podemos extenderlas a cuerpos

que lo contengan.

Definiciéon 1.7.5. Sea {a,} una sucesion de elementos del cuerpo K y | | una valoracion

sobre K. La sucesion {a,} es de Cauchy si
VO<eeR, 30 < N €N tal que | ay, — apn |< €, Ym,n > N.
La sucesion {a,} converge a a € K si
VO<eeR, 30 < N eNtal que |a—ay|<e€ Yn > N.

Un cuerpo K es completo respecto a una valoracion si toda sucesion de Cauchy de ele-

mentos de K converge a un elemento del cuerpo.

Si consideramos € el conjunto de todas las sucesiones de Cauchy de elementos de K y N

el subconjunto de todas las sucesiones convergentes a cero, resulta que € forma un anillo

[\
(]
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conmutativo con las operaciones adiciéon y multiplicacién definidas como
{an} + {bn} = {an + bn}

{an} - {bn} = {anbn}

y con identidad 1¢ = {1}; y 9 es un ideal maximal suyo ([J], pg. 91).

Teorema 1.7.1. Teorema de complecion. ([J], pgs. 91 — 93) Sea K un cuerpo con
valoracion | |. Entonces, el cuerpo K = C/N contiene una copia isomorfa de K y es

completo respecto a la norma que extiende | | a K definida por
| {zn} +N o= lim |, |.
n—oo

Diremos que (K .| lo) es una complecion de (K, | |). Ademaés, esta complecion es tnica

salvo isomorfismo ([J|, pg. 94).

Denotaremos por Qs a la complecion de (Q,| |~), que es isomorfa al cuerpo de los nu-
meros reales. Analogamente, denotaremos por Q, a la complecion de (Q, | |,) con | |, una

valoracion p-adica. A esta complecion Q) se la conoce como cuerpo p-adico.

n la siguientes proposiciones, veremos qu rtir un ani valoracion discr
En la te oposiciones, veremo e a partir de anillo de valoracién discreta
podemos obtener un cuerpo completo respecto a una valoraciéon no arquimediana y cé6mo

se relacionan su anillo de valoracién y el anillo de valoracion discreta dado.

Proposicion 1.7.3. ([J], pg. 94) Si | | es una valoracion no arquimediana en el cuerpo
K cuyo anillo de valoracion A es un AV D, entonces, el anillo de valoracion A de la
complecion (K, | |) de (K,||) es también un AV D. Ademds, los ideales mazimales de A

y A son generados por el mismo elemento.

En particular, dado un anillo de valoracion discreta A con ideal maximal p = wA y cuerpo

de fracciones K; si consideramos la valoracion p-adica | | sobre K tal que

| ark |=
para a € Ay a ¢ p, k un entero y ¢ =| m | menor que uno. El anillo de valoracion de la

complecion (Ky, | |) serd un AV D y esta definido por
A={z € K,:|z|<1}

y su ideal maximal

p={zr € K,:|z|<1}.
Corolario 1.7.1. ([J], pg. 95) Dadas las mismas condiciones que en la proposicion ante-
rior, todo elemento o de K, es el limite de una sucesion {a,} de elementos de K donde

| an, | es constante. Ademds, las unidades del anillo de valoracion de Ky, R, son los limites

de las sucesiones de Cauchy {a,} de elementos de K tales que | a,, |= 1 para todo n.

DO
w
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Proposicion 1.7.4. ([J], pg. 95) Dado cualquier entero positivo m, la inclusion de A en

A induce un isomorfismo

Afp" = A",

Dado un cuerpo K con una valoracién no arquimediana | |,, A su anillo de valoracion,
que asumiremos AV D,y p = mA su ideal maximal, vamos a dar varios resultados que nos
permitiran determinar valoraciones en una extensién L finita y separable de K tales que
al restringirlas a K coinciden exactamente con | |,. Veremos también que si K ademas es
completo no solo se puede extender | |, a L si no que ademas esta extension esta determinada

de forma tnica.

Teorema 1.7.2. ([J], pg. 101) Sea A un AV D con p su ideal mazimal y K su cuerpo
de fracciones. Sea ademds B la clausura entera de A en una extension finita separable L
de K y pB = BT - -&Bf}g la factorizacion de pB en ideales primos de B. Entonces, las
valoraciones B;-ddicas de L, con 1 < i < g, restringidas a K son valoraciones equivalentes
a la valoracion p-ddica de K. Reciprocamente, cualquier valoracion de L que extienda la
valoracion p-ddica de K es equivalente a una de las P;-ddicas valoraciones de L. Las
valoraciones exponenciales asociadas a dichas valoraciones se relactonan de la siguiente

manera.
up, (x) = civp(a)

para todo x € K y e; el indice de ramificacion de B; sobre A.

Este teorema reduce el problema de determinar las valoraciones no arquimedianas de un
cuerpo de nameros algebraicos a determinar la factorizaciéon de la extensiéon de un ideal

primo de Z a la clausura algebraica de Z en el cuerpo de nameros.

Teorema 1.7.3. ([J], pgs. 103—104) Sea K un cuerpo completo respecto a una valoracion
no arquimediana | |, cuyo anillo de valoracion A sea un AV D. Sea también una extension
finita y separable L de K de dimension [L : K| = n. Entonces, la clausura entera de A
en L es a su vez un AVD y L es completo respecto a la inica extension de | |, en L. Si
denotamos por | | a dicha extension, se cumple que

1/n

|y =] NL/K(@/) p

Es decir, si partimos de un cuerpo completo respecto una valoraciéon p-adica, pB es una

potencia de un ideal primo P de B.

El siguiente teorema relaciona los indices de ramificaciéon de los ideales primos de una
extension de un cuerpo algebraico de ntmeros y los indices de ramificacién de dichos

ideales en la complecién del cuerpo.

Teorema 1.7.4. ([J], pg. 106) Sea K un cuerpo de nimeros algebraico que sea el cuerpo
de fracciones de un AV D A con ideal maximal p. Sea ademds L una extension finita de K

con B la clausura entera de A en L y pB = P - By’ la factorizacion de pB en ideales
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primos de B. Entonces, dado B = B; para cierto i, | |, la valoracion p-ddica de K y | |y

la valoracion P-ddica de L, se cumple:

~ A

= p=pAyP=PB

= o(B/P) = e(B/p) = ¢
= f(B/B)=F(B/p)=f
= [Lyp: Kyl =ef

donde Ky y Ly denotan la complecion de K y L respecto a las valoraciones p, B-ddicas

respectivamente; A Y B sus anillos de valoracion ypy if3 los ideales maximales de estos.

Si ademas consideramos que la extension es finita y no ramificada y que el cuerpo base es
una complecién respecto a una valoracién no arquimediana, vamos a poder encontrar un

elemento primitivo que genere la extension, como afirma el siguiente teorema:

Teorema 1.7.5. ([J], pg. 107) Sean K un cuerpo de nimeros y L una extension de di-

mension finita de la complecion Ky tal que p sea no ramificado en ella. Entonces,
L= Kp(ﬁ)

con B una raiz primitiva de la unidad de orden f = [L : K,|. Ademds, para cualquier entero
positivo f dado, dada una raiz primitiva f-ésima de la unidad B, la extension K,(B)/K,

es no ramificada y tiene grado f.

El siguiente teorema nos va a permitir describir las valoraciones arquimedianas de un cuerpo

de ntimeros algebraico.

Teorema 1.7.6. Teorema de Ostroski. ([J], pg. 108) Sea K un cuerpo completo respecto
a una valoracion arquimediana | |. Entonces, el cuerpo K es isomorfo al cuerpo de los
numeros reales o al cuerpo de los nimeros complejos y dicha valoracion es equivalente al

valor absoluto usual.

Con lo cual, dado un cuerpo algebraico de nimeros y una valoracién arquimediana | |; en
él, su complecion K es isomorfa a R o a C. Ademas, si denotamos por ¢ a ese isomorfismo,
se cumple que | z [1=| ¢(z) | para todo € K donde | | denota el valor absoluto usual en
R o en C (], pg. 109).

Con esta informaciéon podemos extender el concepto de primo infinito de un cuerpo. Decia-
mos que una clase de valoraciones equivalentes de un cuerpo K se llamaba primo infinito
de dicho cuerpo si contenia una valoraciéon arquimediana. Si la complecién del cuerpo con
una valoracién arquimediana dada es isomorfa al cuerpo de los nimeros reales, diremos
que la clase de equivalencia que contiene esa valoracién es un primo real de K, y si por
el contrario es isomorfa al cuerpo de los complejos diremos que la clase de equivalencia a

la que pertenece la valoraciéon es un primo complejo de K.

DO
ot
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1.8. Grupo de descomposicién y grupo de inercia

En esta seccién vamos a considerar que K es un cuerpo de ntmeros algebraico y L una
extension finita de Galois del mismo, cuyo grupo de Galois lo denotaremos por G. Pre-
sentaremos resultados que relacionan lo ntimeros de ramificacién y grados relativos de los
primos de K con los subgrupos de G. Aunque la mayoria de resultados se cumplen tanto
para primos finitos como infinitos, nosotros vamos a estar interesados especialmente en los

primeros.

Definicion 1.8.1. Sea K un cuerpo de numeros algebraicos, p un primo de K y L una ex-
tension finita y de Galois de K. Sean B, ..., B,y los primos de L tales que p = (P1---Py)°

con e = e(P;/p) su indice de ramificacion. Se llama grupo de descomposicion de 3

para P € {P1,..., Py} a
G(P) = {0 € Gal(L/K) | o(B) = B}.

En el caso de que p sea un primo de K finito, podemos identificar cada J3; con un ideal del
anillo de enteros algebraicos en L y o(*3;) sera simplemente el ideal obtenido al aplicar o a
cada uno de los elementos de B;. Si por el contrario, alguno de los ; que intervienen en la
factorizaciéon de p es un primo infinito de L, podemos identificar B3; con un homomorfismo
de anillos 7; de L en R o C y o(3;) sera el primo infinito de L que se identifica con el

homomorfismo 7;,0~1.

Teorema 1.8.1. ([J], pgs. 122 — 123) Sea P; una extension en L del primo p de K y
sea G(B) el grupo de descomposicion de B en el grupo de Galois G de la extension L/K.
Entonces, Ly es una extension de Galois de Ky, con grupo de Galois G(*B), y

| G(B) [= e(B/p)f(B/p)-

26
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Definicion 1.8.2. Sea p un primo finito de K. Sea A el anillo de valoraciones correspon-
diente a p, por tanto con p ideal mazimal, y sea B la clausura entera de A en L. Sea P
un ideal primo de B que contenga a p. Como dado o € G(B) se cumple que o(P) =P, o

mduce un automorfismo & en el anillo B = B/B definido por
6(x+P)=0(x)+P, z €B.

Si consideramos A = A/p, el automorfismo & es un elemento del grupo de Galois de B
sobre A. La correspondencia o — & es un homomorfismo de G(B) a Gal(B/A). Llamamos

grupo de inercia de B al nicleo de dicho homomorfismo y lo denotamos por T (*B).

Propiedad 1.8.1. ([J/, pg. 96) Bajo las condiciones de la definicion anterior se verifica:

~ ~

» El homomorfismo de G(B) a Gal(B/A) dado por o — & es suprayectivo.

= | T(B) |=e(B/p) = e

1.9. Grupo radial

En esta seccién vamos a ampliar el concepto de grupo de clases teniendo en cuenta las

compleciones de un cuerpo de niimeros.

Sean K un cuerpo algebraico de niimeros, A su anillo de enteros algebraicos, p un primo
de K (finito o infinito) y K, la complecion de K respecto a una valoracién contenida en
ese primo.

Consideremos la aplicacion

v K* — Iy

ou—>(a):aA

donde K* = K\{0} e Ik denota el grupo de los A-ideales fraccionarios de K.

El niicleo de esta aplicacion es el grupo Uy de las unidades de A y su co-nicleo, I /i(K*),

es el grupo de clases de K, es decir, C'x. Estos grupos forman una cadena exacta

15Uk 5> K* S Ik > Cr — 1

La teorfa de cuerpos de clases busca estudiar los términos de esta cadena y sus componentes
y como se relacionan entre ellos con el objetivo de describir todas las extensiones abelianas
de K.

Con este fin, aparece el concepto de médulo que definimos a continuacion.

DO
~
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Definicion 1.9.1. Un mddulo de K se define como producto formal
m= H p"(®)
p

sobre todos los primos, finitos e infinitos, de K donde cada exponente n(p) es un entero no
negativo y n(p) > 0 solo para un nimero finito de primos. Ademds, si p es un primo real
infinito entonces n(p) =0 o 1 yn(p) =0 si es un primo complejo infinito. Un médulo m

puede ser considerado como un producto m = mgMe, con

my = H p”(p)7 Moo = H p”(p)

p finito p real

Este mg es un ideal de A y my, es un producto de algin subconjunto de los primos infinitos

reales de K. Nos referiremos a mg como parte finita de m y a my, como parte infinita.

Vamos a extender la nocién de congruencia entre dos elementos de A modulo un ideal, a
la nocién de congruencia entre dos elementos de K* moédulo un médulo. La llamaremos

congruencia multiplicativa.
Sea p un primo real de K y sea x — x; la inclusién de x en la complecion K, = R. Para
a, B € K* escribimos
a =" 3 mod p
para expresar que oy y 3, tienen el mismo signo, es decir, (a/3), > 0.

Ahora consideremos p un primo finito de K y n un entero positivo. Dados dos elementos
a, 8 € K* escribimos
a = B mod* p"

si a pertenece a (1 + p™Ap). Equivalentemente, podriamos decir que a =* 3 mod p™ si

y solo si /(3 es una unidad de la localizacion A, y
o
v (— — 1) >n
P\B

donde v, denota la valoracion exponencial p.

Tomemos entonces un moédulo m como los definidos anteriormente. Para dos elementos
a, 8 € K* escribiremos

a =" B modm

si

a =* B mod p"®

para todos los primos p de K con n(p) > 0 en m.

De forma inmediata tenemos que si « =* § mod m y a1 =* f1 mod m entonces
aay =* 8681 mod m.
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La suma sin embargo no va a preservar la congruencia dado que no es una operacién interna
en K*.

Dado un moédulo de K m = mgm,, con mg parte finita y my, parte infinita, nos van a

interesar especialmente dos subgrupos de K* asociados a él:
Kn={a/b:a,be AyaA, bA primos respecto a mp} y
Kni1={a € Kn:a = 1 mod m}.

Notese que Ky, depende solo de los primos finitos que dividen m y no de sus exponentes.
El grupo K1 depende tanto de los primos finitos como los infinitos y también de sus

exponentes.

Definicion 1.9.2. Sea I™ el grupo generado por los ideales primos de A que no dividen a

mg. Se llama grupo radial modulo m al cociente
m
I™ 1 (Km)-
Las clases de este cociente se conocen como clases radiales modulo m.

Cabe destacar que I™ depende de los primos finitos que dividen a m pero no de sus expo-
nentes. Ademas, el grupo radial de clases es un grupo finito para cualquier médulo dado
(M, pg. 141).

Las nociones que hemos introducido en esta seccién van a ser piezas centrales en el desa-
rrollo de la teoria de cuerpos de clases, que, como hemos adelantado anteriormente, busca

clasificar las extensiones abelianas de un cuerpo de nimeros dado.






Capitulo 2

Motivacion e Historia

A lo largo de la historia de las matemaéticas se han publicado libros que han marca-
do un antes y un después. Un ejemplo indiscutible son los «Elementos» de Euclides
(aprox. 325 a.C. — aprox. 265 a.C.), un tratado de trece libros que recoge el saber mate-
matico conocido hasta la época del sabio griego. En estos libros aparece por primera vez
un sistema axioméatico del que se deben derivar el resto de afirmaciones y desde entonces

hasta nuestros dias, el estudio de las matemaéticas se sustenta en sistemas axiomaticos.

De la misma forma que los «Elementos» establecieron una nueva linea de trabajo en el
desarrollo de la geometria, la publicacion de «Disquisitiones Arithmeticae» de Johann Carl
Friedrich Gauss (1777 —1855) inauguré una nueva era en la teoria de nimeros. En este libro
Gauss recopild, corrigié, amplié y conect6 entre si los resultados sobre aritmética y teorfa
de nimeros que existian, dando lugar a mas de trescientos cincuenta articulos breves sobre
la materia. Sin embargo, este gran mateméatico destacd un resultado por encima de todos
los demas, al que se referiria como Theorema Aureum y al que dedicé muchos desvelos a
lo largo de toda su carrera profesional. Se trata, concretamente, de la «ley de reciprocidad

cuadréatica.

En realidad, la ley de reciprocidad cuadrética ya habfa sido enunciada por Leonhard Euler
(1707 — 1783), pero fue Gauss quien la probd por primera vez. Enfatizamos «por primera
vezy» porque a esta prueba le siguieron otras cinco distintas del mismo autor, cinco de
Eisenstein, otra de Dirichlet, otra de Kummer, otra de Lebesgue, otra de Kroneker ... y

podriamos seguir asi hasta las 196 demostraciones que recoge Franz Lemmermeyer en [L].

i, Qué establece esta ley que la hace tan dnica y relevante? ;Por qué obsesioné a tantas
generaciones de matematicos? A lo largo de este capitulo daremos respuesta a ambas pre-

guntas.
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2.1. La ley de reciprocidad cuadratica

Si buscamos en cualquier libro de introduccion a la teoria algebraica de niimeros, veremos
que esta rama se dedica principalmente al estudio de los cuerpos algebraicos de ntimeros y
sus propiedades. Sin embargo, esta concepcién de la disciplina surge a partir del ya mencio-
nado «Disquisitiones Arithmeticae» de J. C. F. Gauss. Anteriormente, la teoria de niimeros
era, mas que una teorfa, un conjunto de resultados desconexos entre si, referentes en mu-
chos de los casos, a la resolucion de ecuaciones diofanticas. Una ecuacién diofantica es
una ecuacién en varias variables cuya solucién o soluciones son nimeros enteros o raciona-
les. El apelativo «diofanticas» se debe a Diofanto de Alejandria (200 — 284) quien recopilo
en trece libros 130 problemas que se reducen a una ecuacién de estas caracteristicas. Por
ejemplo, uno de los mas famosos es el problema 8 del libro I, titulado «descomponer un

cuadrado en dos cuadrados». En €él, Diofanto busca una soluciéon para la ecuacién
2 2 _
z*+y =16 con x,y € Q.

Como se puede ver, se trata de un enunciado aparentemente sencillo y facil de comprender.
Todos los problemas de esta indole comparten dicha caracteristica, si bien por norma gene-
ral, la complejidad de su resolucién es inversamente proporcional a la de su planteamiento.
Tanto es asi que, en pos de dar solucién a muchos de ellos, se han desarrollado a lo largo
de la historia gran parte de las férmulas, leyes y teoremas que dan forma a la teoria de
nameros. La ley que aqui nos compete es una de ellas, pero vamos a indagar un poco mas

en el contexto en el que surge para convencernos de su relevancia.

Una vez hemos visto como descomponer un cuadrado en la suma de dos cuadrados, podemos
plantearnos otras preguntas semejantes como ;puedo descomponer un niimero cualquiera
como suma de dos cuadrados? ;y como suma de dos ntimeros enteros al cuadrado? Vamos

a ser «menos» ambiciosos, y vamos a quedarnos en los niimeros primos,
Dado p un nimero primo, jexisten x,y € Z tales que p = x> + y>?

Lo primero que hariamos después de plantearnos esta pregunta seria ir tanteando con
algunos numeros primos. Por ejemplo, si el primo dado es 17, 29 o 53 la respuesta seria
afirmativa ya que 42 +12 = 17, 52 +22 = 29 y 72422 = 53. De hecho, para cualquier primo
suficientemente pequenio podriamos dirimir la cuestién probando con todos los enteros que
a priori podrian ser solucién. Pero, jqué pasa si nos dan un primo de més de veintidés
millones de cifras? En este caso, el método del tanteo parece completamente ineficiente,
incluso seguramente inviable con los medios que tenemos a mano. Ante esta situacion,
podriamos pensar en buscar una condicién que (creamos que) cumplan aquellos primos para
los cuales si exista solucion de la ecuacion y a continuacién probar o refutar la conjetura

formulada.

Por ejemplo, sabemos que 17, 29 y 53 verifican la ecuaciéon y todos ellos cumplen que p+ 1
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es un multiplo de 3 ( es decir, p = 2 mod(3)) parap € {17,29,53}. Proponemos por tanto

la siguiente conjetura:

Conjetura 2.1.1. Sea p un numero primo impar. Entonces, existen dos nimeros enteros
x ey tales que
p=2mod(3) & p=12>+1°

Répidamente encontramos un contraejemplo ya que, por un lado, 11 es un nimero primo
tal que 11 +1 = 12 = 4 - 3 pero 11 # 22 + y? para ningin entero z, y. Y, por otro, el
nimero primo 37 = 12 4+ 62 y sin embargo, 37 + 1 = 38 no es multiplo de 3.

Parece ser que, al fin y al cabo, la pregunta propuesta no es tan inocente. Afortunadamente,
Pierre de Fermat (1601 — 1665) ya se peled con el problema hace casi cuatrocientos anos y

formulé una conjetura que aparentemente funcionaba:

Conjetura 2.1.2. Pierre de Fermat (1640). Sea p un nimero primo impar. Entonces,

existen dos enteros x e y tales que
.2, .2 _
p=x“+y° < p=1mod4)

Ver que p = 22 + 4> = p = 1 mod(4) es inmediato: si = es congruente con 0 o 2

modulo 4, entonces z2

es multiplo de 4E|; y si es congruente con 1 o 3 médulo 4, entonces
su cuadrado es congruente con 1 médulo 4. Por lo tanto, 22 + 4?2 solo puede ser congruente
con 0, 1 0 2 médulo 4. Si 22+ 32 = 0 mod(4), entonces 4 dividiria a 22 + y2, pero estamos
suponiendo que dicha suma es un niimero primo, por lo que llegamos a una contradiccion.
Si 22 4+ y? = 2 mod(4), entonces z2 + y? = p es par, con lo que llegamos de nuevo a una

contradiccién.

La otra implicacién, como deciamos, aparentemente es cierta ya que si tomamos los primos
del 1 al 100 congruentes con 1 médulo 4 podemos escribirlos como suma de cuadrados,pero
., qué pasa con los primos mayores que cien? ;Y con los primos mayores que el mayor primo

conocido?

Para poder estar seguros de que esta caracterizaciéon es cierta deberiamos probar la impli-
cacién necesaria en general o, en este caso, consultar la demostraciéon que dio Leonhard
Paul Euler (1707 — 1783) en 1749 de la misma. El hecho de que entre que se plante6 la
conjetura y su demostraciéon mediasen cien anos puede verse como un indicativo de que no
se trataba de un problema baladi. Sin embargo, no es su complejidad lo que hace de este
un resultado destacable, sino el hecho de que en su demostraciéon se utilizé6 por primera

vez, aunque de forma indirecta, la hoy conocida como ley de reciprocidad cuadratica.

La demostraciéon que dio L. P. Euler del teorema consistia en dos pasos:

1— Primero, probé que si p | a® + b, con a,b € Z y med(a,b) = 1, entonces p se puede

expresar como suma de cuadrados.

Siar =h mod(n) y az = ba mod(n) entonces a1 + a2 = by + b2 mod(n) y araz = biba mod(n).
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2— Después probo que si p = 1 mod 4 entonces existen a,b € Z con mcd(a,b) =1 tales

que p | a® +b? .
5=1%242°
13=2243°
17 =12 + 42
29 = 22 + 52
37 =12 +6°
41 = 4% + 52
53 =224+ 77
61 = 5% + 62
73 =3% + 82
89 = 5% + 82
97 = 4% + 92

Fue este segundo paso el que le llevd a enunciar la ley de reciprocidad cuadratica anos
més tarde, la cual le permitiria resolver facilmente esta y otras ecuaciones similares. Por
comodidad, nosotros la enunciaremos usando la notacién introducida por Adrien-Marie

Legendre en 1798 en «FEssai sur la Théorie de nombresy:

Definicién 2.1.1. Dado un primo impar p y un entero a no divisible entre p, definimos el

simbolo de Legendre como

2=a mod p

(a) _ { 1, si existe x tal que x (2.1)

—1, en otro caso

Ademds, si <%> =1 decimos que a es un resto cuadrdtico de p.

Teorema 2.1.1. Ley de reciprocidad cuadrdtica. Dados p y q dos primos impares

distintos entre si, se cumple que

(g) — (—1)3 D3 (%) (2.2)

Esta ley establece una reciprocidad entre dos primos impares, ya que segin su enunciado,
un primo impar p es un resto cuadrético de otro primo impar ¢ si y solo si ¢ también lo es
de p, salvo que p y ¢ sean congruentes con 3 médulo 4, en cuyo caso solo uno de los primos
es resto cuadratico del otro.

Esta implicacion se deduce facilmente de la formula (2.2]) ya que si p = ¢ = 3 mod 4,

(r—1)(g—1)
]

entonces =1 mod 4 y por tanto,

H--)

En caso contrario, al menos uno de ellos (s.p.g. podemos considerar p) tiene que ser con-

gruente con 1 moédulo 4, con lo cual @2;1) =0mod4y %(p — 1)%((] — 1) es un namero par.
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Es decir,
3 =G)
q p
Ademas, de esta ley se deducen otras dos leyes muy ttiles a la hora de resolver ecuaciones

diofanticas:

Teorema 2.1.2. Leyes complementarias. Sea p un primo impar. Se cumple que

(pl) = (—1)30D) (2.3)

(3) = (~1)s#* D (2.4)
p
Para ilustrar un claro ejemplo de ello, vamos a cerrar la seccién demostrando que p =

1 mod 4 = p = 22 + 42, siguiendo el esquema de L. P. Euler.

Para ver que si p divide una suma de cuadrados él se puede expresar a su vez como una suma
de cuadrados vamos a aplicar un razonamiento que se conoce como descenso infinito.
Vamos a ver que si p | a2+b2 y no existen o/, b’ € Z tales que p = a/*+b'? entonces existe un
primo estrictamente més pequenio que p que divide una suma de cuadrados y tampoco se
puede escribir como suma de cuadrados. De esta forma podriamos obtener primos cada vez
méas pequenos que cumplen dichas condiciones ad infinitum lo que contradice el principio

de buena ordenacion de los nimeros naturales.

Antes de empezar, vamos a dar un lema que nos facilitara la demostracion:

Lema 2.1.1. Sean N = a®+b* con a,b € Z primos entre st y ¢ = c¢*>+d? un divisor primo

de N. Entonces, N/q es a su vez una suma de dos enteros al cuadrado primos entre si.

Demostracion:

Como q es divisor de N, en particular divide a ¢2N — a?q que es igual a ¢2N —a?q =
2a? + A? — a?’c® — a’d? = b — a?d? = (cb — ad)(cb + ad), asi que ¢ | cb — ad
0 ¢lcb + ad. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que p|cb — ad y por tanto
existe un n € Z tal que

cb — ad = gn.

Ademas, ¢ divide a (a + nd)d ya que
(a +nd)d = ¢(b— cn).
Pero ¢ y d son primos entre si, asi que ¢ divide a a + nd, es decir,

a+ nd = cm.

Despejando tenemos por tanto que emd = (a+nd)d = ¢(b—cn), es decir, b = dm-+cn
y a = cm—dn, luego N = a? +b? = (dm+cn)?+ (em —dn)? = (2 +d?)(n® + m?) =
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q(n®*+m?)y

N
—:n2+m2.
q

Q.E.D.

Sea entonces un ntimero primo p tal que existen a, b € Z primos entre si tales que p | a®+b%.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que |a| y [b| son menores o iguales que &, ya
que si |a] > & y/o |b] > & basta considerar a; = p —a y/o by = p — b para que se cumplan
las hipotesis.

Supongamos ahora que p no se puede expresar como suma de cuadrados. En particular,
p # a® + b? y por tanto existe un entero d # 0 tal que pd = a® + b2. Como |a| y |b| son

2
menores o iguales que % tenemos que pd < pz y por tanto d < p. Con lo cual, existe un

primo ¢ estrictamente menor que p que divide a a? 4 b?. Ademas, ¢ no se puede escribir

a’+b?
q

también es suma de cuadrados y p es divisor de dicha suma. Con un razonamiento analogo

como suma de cuadrados: si ¢ = ¢? + d? con ¢,d € Z entonces, por el lema ([2.1.1),

al anterior vemos que podemos construir una sucesién de primos estrictamente decreciente,

con lo cual concluimos que no existen ¢, d € Z tales que ¢ = ¢® + d>.

Considerando ¢ en el papel de p del razonamiento previo, vemos que existe un primo
estrictamente menor que g que también divide una suma de cuadrados pero no lo es, a
partir del cudl podriamos obtener otro primo estrictamente menor a los tres anteriores
que cumple las mismas condiciones y asi sucesivamente. Como el conjunto de los niimeros
primos es subconjunto de los niimeros naturales tiene que tener minimo, asi que hemos
llegado de nuevo a una contradicciéon. Es decir, podemos concluir que existen x,y € Z tales
que p = z2 + 2.

Quedaria probar que si p = 1 mod 4 entonces existen a,b € Z con mecd(a,b) = 1 tales
que p | a® 4+ b>. Como ya hemos mencionado, en tiempos de L. P. Euler probar este
resultado suponia todo un reto, sin embargo, con la ley de reciprocidad cuadrética y sus
leyes suplementarias a nuestra disposicion, es inmediato: si p = 1 mod 4, entonces p = 4n+1
y por —1 es un resto cuadrético de p, es decir, existe a € Z tal que p | a® + 1.

2.2. Otras leyes de reciprocidad

El estudio de Gauss sobre la reciprocidad entre primos no se limito6 a los restos cuadraticos.
En 1828 y 1832 publico6 dos memorias sobre restos bicuadraticos (cuarticos) en los que
enunciaba la ley de reciprocidad ctubica y bicuadratica. Al igual que la ley de reciprocidad
cuadratica estas leyes permitian resolver facilmente ciertas ecuaciones diofanticas, amén de
otras aplicaciones dentro de la teoria de ntimeros; aunque para entonces, el estudio de las

leyes de reciprocidad habia adquirido identidad propia.

Una de las novedades que aparece con estas dos leyes es el hecho de que para poder definirlas

hay que salirse de Z. En el caso de la ley de reciprocidad ctbica necesitamos considerar el
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Johann Carl Friedrich Gauss (1777 —
1855) es considerado uno de los mejores ma-
teméaticos de la historia, hasta el punto de ser
reconocido por el titulo oficioso de «princi-
pe de las matematicas». Este matematico ale-
méan se dedico a gran variedad de areas tanto
de fisica como de mateméticas y en todas ellas
alcanzo6 logros destacables. Uno de los resul-
tados de los que se sinti6 més orgulloso en
vida fue resolver el problema de construir un
poligono regular de 17 lados utilizando tnica-
mente regla y compéas. No obstante, lo que le
darfa fama internacional més alla de los circu-
los mateméticos, fue la prediccion correcta de
la orbita de Ceres. [

A pesar de que J. C. F. Gauss hizo avanzar
la teoria de ntimeros a pasos agigantados, en
este trabajo no ocupa un lugar destacado por
su obra sino por los interrogantes que dejo
abiertos, ya que fue el primero en plantear la
pregunta a la que queremos dar respuesta:

jexiste una ley de reciprocidad general?

Figura 2.1: J. C. F. Gauss con 26 anos,

dos anos después de que se publicase por
“http://www-history.mcs.st-andrews.ac. primera vez «Disquisitiones arithmeticaey.

uk/Biographies/Gauss.html Fecha de acceso:

04/04/2017.

anillo de enteros de Eisenstein Z[w] = {a +bw : a, b € Z} con w = (-1 + z\/?:)/
Este anillo es un dominio euclideo y por tanto de factorizacién tinica. Sus unidades son los
enteros de Eisenstein +1, 4w, Fw? y sus primos son, salvo unidades, de uno de estos tres

tipos:

i) 1—w.

ii) Un entero de Eisenstein a+bw 6 a+ bw? tal que (a+bw)(a -+ bw?) es un primo entero

congruente con 1 moédulo 3.

iii) Un entero de Eisenstein a 4+ bw con b = 0 y a un primo entero congruente con 2

modulo 3.

En este contexto podemos extender la definicién del simbolo de Legendre como sigue:

Definiciéon 2.2.1. Dados un primo m € Z|w] que no divida a 3 en el anillo de Eisenstein,

y o un entero de Eisenstein no divisible por 7, definimos el simbolo de Legendre (%)3

ZNétese que dado a = a + bw € Z[w] C C, su conjugado @ = a + bw?.
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como
1 si aN@-1/3 =1 mod =
(2) =4 wsi aNO-1/3 = o\, mod = (2.5)
/3
w? si aWN@-1/3 = 2 mod 7

\

donde N(m) = nT.

Bajo esta notacion, se cumple que « es resto ctibico de 7 en Z[w] si y solo si (£)3 = 1;

y podemos establecer una reciprocidad entre los primos de este anillo atendiendo a su

condicién de resto cubico.

Teorema 2.2.1. Ley de reciprocidad cibica. Sim y 0 son primos de Z[w] tales que
T=60==+1mod3 y N(m)# N(0), entonces

Para enunciar la ley de reciprocidad bicuadratica también hay que situarse en una extensiéon
de Z, concretamente, en el anillo de enteros de Gauss Z[i] = {a +bi : a, b € Z}
con i = y/—1. Este anillo también es un dominio euclideo y en consecuencia dominio de
factorizacion tnica. En este caso, las unidades del anillo son +1, +4 y sus primos son, salvo

unidades, de uno de estos tres tipos:

i) 14

ii) Un entero de Gauss a+bi 6 a—bi tal que (a+bi)(a—bi) es un primo entero congruente

con 1 moédulo 4.

iii) Un entero de Gauss a+bi con b = 0 y a un primo entero congruente con 3 modulo 4.

Para elementos de este anillo, se define el simbolo de Legendre de la siguiente manera:

Definiciéon 2.2.2. Dados un primo © € Z[i] que no divida a 2 en el anillo de Gauss, y «

o
s

un entero de Gauss no divisible por w, definimos el simbolo de Legendre (%), como

1 si a@-D/4 =1 mod =
—1 si o N®-D/4 = 1 mod =

(%)4 = (2:6)

i si aWN@-D/4 =4 mod 7

—i si aWNO-D/4 = i mod =

donde N(m) = nT.
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Al igual que en el caso anterior, se cumple que « es resto bicuadratico de 7 en Z[i] si y
solo si (%)s = 1; y podemos establecer una reciprocidad entre los primos de este anillo

atendiendo a su condicién de resto bicuadratico.

Teorema 2.2.2. Ley de reciprocidad bicuadrdtica. Sim y 0 son primos de Z[i] tales

que 1 =0 =1 mod 2 + 2i, entonces

(%)4 — (%)4(_1)(N(9)—1)(N(7r)—1)/16.
Ambas leyes fueron probadas de forma completa por Ferdinand Gotthold Max Eisenstein
(1823 — 1852) en 1844, aunque muchos anos antes habian permitido a Gauss demostrar
algunos de los resultados que darian lugar a sus memorias sobre restos bicuadréticos. A
modo de ejemplo, veamos cémo la ley de reciprocidad ciibica permite probar el siguiente

teorema:

Teorema 2.2.3. Sea p un primo entero. Entonces, p = 2%+ 27y? si y solo sip =1 mod 3

y 2 es un resto cubico de p.

Este teorema fue conjeturado por Euler alrededor de 1750 y probado por Gauss entre 1805

y 1814. Nosotros vamos a probarlo apoyandonos en el siguiente lema:

Lema 2.2.1. ([X/, pgs. 77 y 80) Dado un primo entero p se cumple que:

i) Sip=30p=2mod 3, todo nimero entero es resto cibico de p.

it) Sip =1 mod 3 entonces existe un primo de Z[w] w tal que p = 7T y un entero a es

resto ciubico de p si y solo st dicho a es resto ciubico de 7.

Supongamos entonces que p = 2% + 27y%. Considerando las posibles congruencias de z% +
27y? modulo 3 en funcion de z, vemos que 6 p = 1 mod(3) 6 p = 3. Como 3 # x2+27y? para
cualquier x,y € Z, tenemos la primera parte del resultado. Ahora, tomemos m = = + 3y +
6yw € Z[w]. 7 es un primo de Eisenstein ya que (z+3y+6yw)(z+3y+6yw?) = 22+27y% = p,
que es congruente con 1 médulo p. Como ademés (x + 3y + 6yw)(z + 3y + 6yw?) = 77,
7 es justamente el primo de Z[w] que aparece en el lema . En consecuencia, 2 sera

resto ciibico de p si y solo si 2 es resto ciibico de . Veamos por tanto que (%)3 =1.

Como tanto 7 como 2 son primos de Z[w] congruentes con 2 modulo 3, podemos aplicar la

ley de reciprocidad ctibica, que nos dice que

2 m
(D=1 (5)=1
Dado que #V@=1/3 — 1 = 24 3y+6yw = x+y mod 2, basta ver que z e y tienen paridad

contraria para obtener el resultado. Efectivamente, siz =2ney =2mox =2r+1e

y=2s+1, p=a?+ 27y? serfa multiplo de dos, lo cual lleva a una contradiccion.
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Veamos qué pasa con la implicacion contraria: si p = 1 mod 3, por el lema ([2.2.1)) existe
un primo 7 € Z[w] tal que p = 77 y por tanto dicho 7 es congruente con 1 modulo 3. Es

decir, m = 3(a + bw) + 1 = ¢ + 3bw para ciertos a, b, ¢ € Z. En consecuencia tenemos que

4p = 477t = 4(c + 3bw)(c + 3bw?) = ¢ + e3bw? + 3bwe + 92w =

24 —3c¢b — 3chbi/3 n —3c¢b + 3cbi/3
2 2

4c? —12¢b 4 36b% = 270% + (9b? — 12¢b + 4¢?) = 27b + (3b — 2¢)?

4+ 9b% = 4(c® — 3cb + 9b*) =

Es decir, p = # + M y si b es par, i.e., b = 2d, entonces
27-4d  4(3d — c)?
= +

1 1 = 27d* + (3d — ¢)? = 27y* + 2°.

p

Con lo cual, basta comprobar que b es un entero par. Por hipdtesis, sabemos que 2 es
un resto cibico de p. Por el lema 2 es por tanto resto cibico de w, y por la ley
de reciprocidad cibica, m es a su vez resto cubico de 2, es decir, 71 = 1 mod 2. Como
m = c+ 3bw con ¢, b € Z, la tnica posibilidad de que se cumpla la congruencia es que c sea
impar y b par.

En vista de esta y muchas otras aplicaciones que pudieron darse a las leyes de reciprocidad
cuadréatica, cubica y bicuadratica, parecia que disponer de leyes de reciprocidad de diferen-
tes 6rdenes podia dar luz a algunos problemas abiertos de teoria de niimeros. Sin embargo,
tener que dar una ley de reciprocidad particular para cada orden resultaba poco practico,
por lo que ya Gauss se preguntoé si se podria establecer una ley de reciprocidad de n-ésimo
grado, es decir, una ley de reciprocidad general. Con este objetivo en mente, Carl Gustav
Jacob Jacobi (1804 — 1851), Ferdinand Gotthold Max Eisenstein (1823 — 1852) y Ernst
Eduard Kummer (1810 — 1893) entre otros, trabajaron en una ley de reciprocidad de orden
n-ésimo, aunque solo pudieron darla para cuerpos ciclotémicos. La siguiente generacién
de matematicos, entre los que cabe destacar a David Hilbert (1862 — 1943), Teiji Takagi
(1875 — 1960), Helmut Hasse (1898 — 1979) y Emil Artin (1898 — 1962), recogio el testigo
de las leyes de reciprocidad y fueron un paso mas alla: dar una ley de reciprocidad de orden
n-ésimo definida sobre cualquier extensiéon de un cuerpo de nimeros dado y de la que las

leyes de reciprocidad ya conocidas fuesen casos particulares.

Hoy en dia este problema se considera resuelto gracias al conocido como «teorema de
Artin». Dicho teorema fue demostrado por Emil Artin en 1927 y de él se desprende una ley
de reciprocidad general sobre extensiones abelianas de un cuerpo de ntmeros. El objetivo

de este trabajo es justamente presentar dicho resultado.
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En el Congreso Internacional de Matematicas de Paris (1900), David Hilbert (1862 — 1943)
empezaba su discurso inaugural con las siguientes palabras:

«¢Quién de mosotros mo quisiera levantar el velo tras el cual yace escondido el futuro, y
asomarse, aunque fuera por un instante, a los prorimos avances de nuestra ciencia y a los
secretos de su desarrollo ulterior en los siglos futuros? ;Cudles serdn las metas particulares
que tratardn de alcanzar los lideres del pensamiento matemdtico de las generaciones futu-
ras? ;Qué nuevos métodos y nuevos hechos nos deparardn los siglos por venir en el ancho
y rico campo del pensamiento matemdtico?

La historia nos ensena la continuidad del desarrollo de la ciencia. Sabemos que cada época
tiene sus propios problemas, y dependerd de la prorima generacion, ya Sea, resolverlos o
bien, desecharlos por considerarlos improductivos y remplazarlos por nuevos problemas. Si
queremos darnos una idea del desarrollo probable del conocimiento matemdtico en el futuro
immediato, debemos plantear a nuestras mentes aquellas cuestiones dudosas al observar los
problemas que la ciencia de hoy nos propone y cuya solucion la esperamos del futuro. El
momento presente, marcado por el encuentro de dos siglos, me parece una buena ocasion
para presentar una revision de estos problemas. Porque el cierre de una gran época no
solo nos invita a mirar al pasado, sino que también dirige nuestros pensamientos hacia el

futuro.»[O]

Tras estas palabras hace un breve recorrido
por los grandes problemas matematicos de to-
dos los tiempos y expone lo que, a su pare-
cer, deberfa ser un problema matemaético y
cudndo la comunidad matematica se debe-
ria dar por satisfecha. También analiza don-
de y cudndo surgen estos grandes problemas
y finalmente propone 23 problemas que mar-
carfan la investigacion matemaética del siglo
X X. Aqui vamos a hacer hincapié en el no-
veno:
«Para cualquier cuerpo de nimeros debe pro-
barse una ley de reciprocidad que funcione
tanto para restos cuadrdticos como para res-
tos de orden primo impar o restos de orden
potencia de primos.»
Lo que el matematico aleman proponia con
este problema no era otra cosa que establecer
Figura 2.2: David Hilbert en 1900. una ley de're'ciprocidad general, aplicable a
restos de distinto orden y que englobase las
leyes anteriores. Veintisiete anos mas tarde,
Emil Artin lo resolveria definitivamente.

2.3. Emil Artin

Antes de introducirnos en la teoria de cuerpos de clases y enunciar el teorema que motiva

este trabajo, vamos a dedicar esta seccién a conocer a su autor: Emil Artin.

Emil Artin naci6 un 3 de marzo de 1898 en Viena. Los afios de su juventud los pas6 en
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Europa Central aunque acabd emigrando a los Estados Unidos donde gané el prestigio,
tanto como matematico como profesor, que le acompanaria durante el resto de su vida.
Afortunadamente, se conservan testimonios de algunos de sus compafieros y alumnos [B|[A]
de los que podemos sacar informacién de primera mano. De estos testimonios se desprende
un profundo respeto y afecto, pero no fueron solo las personas de su entorno quienes
reconocieron su valia: en 1952 le nombraron miembro de honor de la instituciéon London
Mathematical Society y recibi6 el titulo de doctor honorario de la Universidad de Clermont-
Ferrant en 1962. Muri6 el 20 de diciembre de 1962.

Figura 2.3: Emil Artin. Oberwolfach Photo Collection.

Artin paso la mayor parte de su infancia y adolescencia en Liberec (Alemania) donde realizo
sus estudios obligatorios e hizo el examen de acceso a la universidad. Hasta los 16 afos
nunca habia mostrado interés por las matematicas y su intencién al hacer el examen de
acceso era convertirse en estudiante de quimica. Desgraciadamente, la I Guerra Mundial
se interpuso en su camino y hasta el fin de esta no pudo retomar sus estudios. Por aquel
entonces ya habia despertado en él la curiosidad por las matematicas y se matricul6 de esta
disciplina en la Universidad de Leipzig. En 1929 se cas6 con Natascha Jasng (1909 —2003),
matematica y fotografa, con la que tuvo tres hijos: Karin Artin (1933—), Michael Artin
(1934—) y Tom Artin (1938—).

En los afios treinta Adolf Hitler y el partido Nazi habian adquirido mucho poder en Ale-
mania y Emil Artin tuvo que abandonar su condicién de profesor debido a la ascendencia
judia de su mujer. La presion politica llegd hasta el punto de obligarle a firmar en 1934
un documento oficial en el que corroboraba que Natascha Artin no era de «raza ariay.
Finalmente, él y su familia emigraron a los Estados Unidos de America en 1937 donde
conseguiria el puesto de profesor de una de las universidades més prestigiosas del pais.
Diecinueve anos més tarde volveria de nuevo a Hamburg donde se asentaria el resto de su

vida.

En cuanto a sus gustos y personalidad cabe destacar las palabras de Richard Brauer [B]|
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quien sostiene que «la simbiosis entre el cientifico y el artista en Artin era tnica», lo cual
explica su gusto por la musica, la historia de la musica, la bioquimica y la astronomia,
materias aparentemente tan dispares. Tanto Brauer como Hans Zassenhaus [A] solo tiene
buenas palabras para él: le describen como una excelente persona, empético, divertido,

curioso y amante de las conversaciones enriquecedoras.

En su esfera profesional, su alumno Zassenhaus le resenta como «un auténtico cientifico-
filosofo del siglo XV II como Blais Pascal, René Descartes, Newton y Leibniz». Su carrera
académica, tal y como hemos mencionado anteriormente, comenz6 en la Universidad de
Leipzig donde obtuvo el doctorado en 1921. No tard6 en medrar dentro de la universidad
ya que si en 1923 fue contratado como profesor adjunto en la Universidad de Hamburg, tres
anos después ya era profesor titular en dicha universidad. Durante los once anos siguientes
dirigi6 junto a Erich Hecke (1887 —1947) y Wilhelm Blaschke (1885 —1962) las actividades
del Seminario de Matemaéticas de la Universidad de Hamburg. Ademas, fueron sus anos

més fructiferos como matematico.

Durante sus anos de estudiante aparecieron las publicaciones de Teiji Takagi (1875 — 1960)
que recopilaban todos los avances en la teoria de cuerpos de clases. Esta rama de la teoria
algebraica de numeros cautivé al joven Artin que dedicaria sus primeros afios como inves-
tigador a seguir los pasos del matemaético japonés. En 1923 enuncié, sin demostracion, la
ley de reciprocidad general (posteriormente conocida como el teorema de Artin) la cual era
clave en sus trabajos sobre teoria de cuerpos de clases que publicé durante la década de los
veinte. Por aquel entonces Helmut Hasse (1898 — 1979) estaba escribiendo la primera parte
de su Class Field Report, sin embargo, rehusé incluir los resultados de Artin en la edicién
de 1925 ya que se apoyaban en una ley que aiin no habia conseguido probar. Ese mismo

ano Artin le escribia a Hasse en una carta fechada el 10 de febrero el siguiente parrafo:

«[...] no he podido estudiar en profundidad el articulo de Chebotarév publicado en el
volumen 95 de los Annalen, pero si sus conclusiones resultan ser correctas creo que podria

probar la ley de reciprocidad general. »

Solo dos anos més tarde Hasse recibe una nueva carta fechada el 17 de julio en la que Artin

incluye esta informacién:

«Fste semestre he dado un curso de cuerpos de clases y en esta ocasion he podido probar

la ley de reciprocidad general tal y como la habia enunciado.»

Ese mismo afio la demostracion fue publicada y Hasse no dudé en reescribir su Class Field
Report incluyendo los trabajos de Artin. El teorema de Artin pasaria a convertirse en uno
de los resultados centrales de la teorfa. De hecho, en la revisién del trabajo que contenia
la demostracion Takagi, calificaba a esta ley como «uno de los resultados més bellos de la
teoria algebraica de nimeros actualy. Durante estos afilos Emil Artin también publicé tres

articulos (1929 — 1931) que serian claves para la resolucion del décimoséptimo problema
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de Hilbert (descomposicion de una funcién definida positiva en sumas de cuadrados de

funciones racionales) y otros trabajos sobre numeros hipercomplejos (1928).

Figura 2.4: Emil Artin (izda.) y Helmut Hasse (dcha.). Oberwolfach Photo Collection.

Tras su traslado a los Estados Unidos, fue profesor en la Universidad de Notre Dame y en
la Universidad de Indiana antes de asentarse como profesor en la Universidad de Princeton
en 1946. Durante su estancia en Princeton destacaron sus investigaciones sobre grupos
finitos simples (1955) y sobre la teoria de grupos de trenzas, que inauguraria ¢l mismo en
1955. En 1956 acept6 la invitacion de la Universidad de Gottingen (Alemania) para hacer
una estancia anual como Gauss Pofessor. Durante este afio «sabatico» también ejercié en
su antigua universidad, la Universidad de Hamburg, y aunque volviese a Princeton al ano
siguiente ya habia decidido volver definitivamente a su pais de origen, donde se asentaria

en 1958 como profesor de la Universidad de Hamburg.

Si algo destacan las personas que conocieron a Emil Artin en el &mbito académico es su
entusiasmo por la ensenanza de matematicas. Sus alumnos recuerdan que su frase favorita
era « This is enormously simple» lo cual significaba que habia conseguido dividir un proceso
extremadamente complejo en una serie de pasos muy sencillos. Todos ellos le describen como
un gran comunicador, paciente y claro. Concretamente, Hans Zassenhaus recuerda como
Artin repetia en todas sus exposiciones «I want you to see this concept in your mind in
full clarity» y como a base de explicar, gesticular, poner ejemplos, especular o invitar a
la audiencia a participar acababa lograndolo. Zassenhaus anade una pequena experiencia
personal en la que afirma que el curso de introduccion al analisis que recibié de Emil Artin
a los 17 afos hizo que su carrera para convertirse en fisico teérico se desviase hacia las

matematicas.
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Figura 2.5: De izquierda a derecha: Hans Petersson, Robert Furch, Emil Artin, Gustav
Herglotz, Kurt Reidemeister, Karl Brauner, Wolfgang Haack, Guido Slotnik Hoheisel, Karl
Reinhardt, Otto Schreier, Wilhelm Blaschke, Heinrich Behnke, Hendrick Kloosterman y
Bartel L. van der Waerden en 1927. Oberwolfach Photo Collection.

Aunque es cierto que Artin creaba sus propios circulos de discusiéon matematica alla donde
iba, fue en Princeton donde su actividad pedagogica fue méas productiva. Alli tuvo alumnos
de la altura de John Tate (Premio Abel 2010) y Serge Lang ( Leroy P. Steele Prize de 1999
y Frank Nelson Cole Prize in Algebra en 1960), quienes al ser preguntados sobre su director
de tesis ambos coincidian en que «Es algo que solo te ocurre una vez en la vida. No todos
los matematicos tienen tanta suerte». Su didactica de las mateméticas no solo influy6 en la
generacion de matematicos que pas6 por sus clases, muchos libros clésicos en la ensenanza

de las matematicas actuales tienen como referencia los libros y apuntes de este matematico.

Como conclusion, reproducimos las palabras con las que su amigo y comparfiero Richard

Brauer cierra su articulo [B:

«Para Artin, ser un matematico significaba participar en un esfuerzo colectivo por continuar
el trabajo empezado hace miles de anos, arrojar luces nuevas a los viejos descubrimientos
y abrir nuevos caminos para los descubrimientos del futuro. Sea como sea, no hay duda de

que él fue un gran matematico».
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Figura 2.6: De izquierda a derecha: Ernst Witt, Paul Bernays, Helene Weyl, Hermann
Weyl, Joachim Weyl, Emil Artin, Emmy Noether, Ernst Knauf, Chiungtze Tsen, Erna
Bannow y otro en 1933. Oberwolfach Photo Collection.
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Capitulo 3
La ley de reciprocidad de Artin

Desde que se enunci6 la primera ley de reciprocidad hasta que se publicé una ley de re-
ciprocidad general pasaron casi doscientos anos. Durante este periodo de tiempo la teoria
algebraica de ntimeros crecié exponencialmente, por lo que no es de extranar que, aparen-
temente, dichas leyes solo tengan el nombre en comiin. Tanto es asi, que mientras que la
primera se reduce a una férmula sobre los ntmeros enteros, la segunda se desprende de
un teorema sobre extensiones abelianas de un cuerpo de ntimeros que se enmarca en una

teoria conocida como «teoria de cuerpos de clases».

Con este capitulo daremos fin a nuestro recorrido hacia la ley de reciprocidad general. Para
ello, nos introduciremos brevemente en la teoria de cuerpos de clases con el objetivo de
enunciar y discutir el teorema de Artin. Por dltimo, veremos algunas aplicaciones de este

resultado.

3.1. Teoria de cuerpos de clases

La teoria de cuerpos de clases surge a finales del siglo X IX a partir de la teoria de nimeros.
Concretamente, a partir de tres lineas de investigacion: el estudio de las extensiones de un
cuerpo de niimeros en funcién de su grupo de clases; la busqueda de teoremas de densidad
para ideales primos del anillo de enteros de un cuerpo de niimeros; y la bisqueda de leyes
de reciprocidad. El nombre de «cuerpos de clases» hace referencia a extensiones de cuerpos
de nameros L/K que cumplen ciertas propiedades relacionadas con el grupo de clases del

cuerpo K.

A grandes rasgos, podemos decir que el objetivo de esta teoria es clasificar las extensiones
de Galois de un cuerpo de nimeros a través de los cuerpos de clases. En esta seccion

veremos céHmo surge la teoria y presentaremos tres de sus resultados mas relevantes.
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3.1.1. Historia

El nacimiento de la teoria se suele fijar en 1853, ano en el que Leopold Kronecker (1823 —
1891) anunci6 un teorema que relacionaba las extensiones finitas abelianas de Q y los

cuerpos ciclotémicos. El teorema en cuestién afirma lo siguiente:

Teorema 3.1.1. Kronecker-Weber. Sea L/Q una extension abeliana finita. Entonces,

existe una raiz de la unidad ¢ tal que L es un subcuerpo del cuerpo Q(().

Historicamente, se le atribuye la demostracion de este teorema a Heinrich Weber (1842 —
1913). Sin embargo, la prueba que publicé este mateméatico en 1886 contenia un error, y
fue David Hilbert (1862 — 1943) el que finalmente daria una demostracion correcta diez
anos mas tarde. Para llevar a cabo dicha demostracion, D. Hilbert utiliz6 los resultados que
habia obtenido al desarrollar su «teoria de ramificaciény, teoria que a partir de entonces
se convertiria en una herramienta muy presente en el desarrollo de la teoria de cuerpos de

clases.

Aparte del teorema que lleva su nombre, L. Kronecker ayudd a sentar las bases de la
incipiente teoria gracias a numerosos ejemplos y conjeturas. Por ejemplo, basandose en
los trabajos de Niels Henrik Abel (1802 — 1829) sobre las extensiones abelianas de Q(i),
hall6 la forma de obtener extensiones abelianas de cualquier cuerpo cuadratico imaginario
y, de hecho, esperaba demostrar que todas las extensiones abelianas finitas de un cuerpo
cuadratico imaginario eran como las que él habia definido. Trabajando en esta direccion,
prob6 que cierta extension L de un cuerpo de nimeros K cualquiera era de Galois y su
grupo de Galois era isomorfo al grupo de clases de K. Este ejemplo fue, sin conocimiento del
autor, el primer caso particular del teorema de isomorfia que se enunciaria afios méas tarde
y que constituye uno de los pilares de la teorfa. También contrasté6 que estas extensiones
de cuerpos L/K cuyo grupo de Galois era isomorfo al grupo de clases del cuerpo K, a las
que llamaria «especies de K», también cumplian que eran extensiones no ramificadas y que
todo ideal de O, el anillo de enteros algebraicos de K, se convertia en ideal principal en
Op, la clausura entera de Og. Sin saberlo, L. Kronecker habia definido a través de estas
«especies» el antecedente de los cuerpos de clases tal y como se entienden hoy en dia y que

veremos mas adelante.

Otro tema en el que este matematico hizo interesantes aportaciones fue en el de la densidad
de ideales primos. En sus publicaciones de 1880 establecio que, dada una extensiéon de Galois
L/Q, el conjunto de primos que se escinden completamente en L tiene densidad 1/[L : Q.
Este resultado era facilmente extrapolable para cualquier cuerpo de niimeros y, gracias a
él, M. Bauer demostr6é un teorema conjeturado por L. Kronecker en sus publicaciones de
1880 para K = Q.

Teorema 3.1.2. M. Bauer. Sean Ly y Lo dos extensiones de Galois finitas de un
cuerpo de numeros K. Entonces L1 = Lo si y solo si el conjunto de ideales primos de Ok
que se escinden completamente en Ly es el mismo que el conjunto de ideales primos de O

que se escinden completamente en L.
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Este teorema supone un avance considerable en la teoria ya que afirma que toda extension
de Galois L/K de un cuerpo de nimeros queda determinada por ciertos ideales primos de
Ok . No obstante, por aquel entonces no se supo dar una regla que permitiese calcular o

caracterizar dichos ideales.

Hubo que esperar a 1908 a que apareciese una definicién rigurosa de «cuerpo de clases».
Esta definicion vendria de la mano de H. Weber, que ya habia utilizado este nombre para
denotar las especies de Kronecker en un libro de teorfa de ntimeros en 1891. Sin embargo,
estas especies o cuerpos de clases, le parecian casos muy particulares por lo que pensé en

ampliar el concepto. Para ello, introdujo algunas definiciones:

Definicion 3.1.1. Llamamos subgrupo de congruencia a un subgrupo H de Ix para el

cual existe un mddulo m de K tal que
(Kn1) CHCIg

En este contexto diremos que H estd definido mdédulo m.

Entre los subgrupos de congruencia de I podemos definir una relacion de equivalencia de

la siguiente manera:

Dados dos subgrupos de congruencia Hy y Ho,
Hy ~ Hy siy solo si existe un mdodulo de K tal que Hy NI = HoNIg.

Una clase de equivalencia obtenida a través de esta relacion se llama grupo de ideales.
Dados un grupo de ideales E y un modulo m, si hay algin subgrupo de congruencia definido
mddulo m que pertenezca a F es unico y diremos que E es un grupo de ideales modulo

m. Al subgrupo de congruencia en cuestion lo denotaremos H™.

Ademds, en este contexto se cumple que existe un unico mddulo § tal que si H{ eLby
HY' € E entonces f | m. Es decir, existe un mddulo § que es el mdzimo comin divisor de
todos los modulos m para los cuales E contiene un subgrupo de congruencia médulo m. A

dicho mddulo se le denomina maodulo director de E.

Considerando estos elementos, H. Weber definié «cuerpo de clasesy como una extensiéon
de Galois L/K tal que, dados un médulo de K m, un subgrupo de congruencia H definido
mo6dulo m y un ideal primo p de O que no divida a m, dicho ideal primo se escinde

completamente en la extension si y solo si pertenece a H.

Una de las consecuencias de tomar esta definicién de cuerpo de clases era que, si existia
un cuerpo de clases para un subgrupo de congruencias H, este era tinico. De esta manera,
entr6 en juego la cuestion de la existencia de los cuerpos de clases. H. Weber pudo probar su
existencia para cierto subgrupo de congruencias H y K un cuerpo cuadratico imaginario,
sin embargo, la existencia de cuerpos de clases, en el sentido de Weber, para cualquier H

y cualquier K era todavia una conjetura.
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Hasta ahora hemos visto cémo, poco a poco y con gran influencia de los teoremas de
densidad, se fue forjando el concepto de cuerpo de clases y con él el conocimiento sobre
las extensiones abelianas de un cuerpo de ntimeros. En este punto, cobré importancia la
figura de David Hilbert, quien no solo dio un empujén a la clasificacién de las extensiones
abelianas si no que ademés lo hizo a raiz de su estudio sobre las leyes de reciprocidad,
introduciendo asi el tercer ingrediente clave en el desarrollo de la teoria de cuerpos de

clases.

D. Hilbert se involucrd en el estudio de las extensiones abelianas de cuerpos de ntimeros
a partir de sus trabajos sobre extensiones cuadraticas y cuerpos ciclotomicos. Uno de sus
objetivos en este contexto era dar una ley de reciprocidad que valiese para cualquier cuerpo
de nimeros y publicé su propuesta en 1897. Esta ley parecia ir bien encaminada, ya que
era equivalente a la ley de reciprocidad cuadratica y ademés no exigia que los elementos
sobre los que se aplicase fuesen exclusivamente primos e impares. Sin embargo, a la hora
de demostrarla, se encontrd con serios problemas al considerar las extensiones de cuerpos
cuadraticos no ramificadas. Entre la prueba del teorema de Kronecker y esto, D. Hilbert
empezd a sentir curiosidad por las extensiones abelianas no ramificadas, lo cual le llevo a

formular la siguiente conjetura:

Conjetura 3.1.1. Dado un cuerpo de nimeros K existe una unica extension finita LK

tal que

1.- L/K es una eztension de Galois y su grupo de Galois es isomorfo al grupo de clases

de K.

2.- L/K es una extension no ramificada y toda extension abeliana de K con esta propie-

dad es un subcuerpo de L.

3.- El grado relativo de un ideal primo p de Ok es el orden de la clase de p en el grupo
de clases de K.

4.- La extension en L de todo ideal fraccionario de Ok es un ideal fraccionario principal

de la clausura entera de Ok en L.

Esta conjetura se convirti6 en teorema de la mano de Philipp Furtwéngler (1869 — 1940),

quien probé las dos primeras partes en 1907, la tercera en 1911 y la cuarta en 1930.

Como podemos observar, el cuerpo L descrito en ella cumple las propiedades que L. Kro-
necker habia atribuido a sus especies anteriormente. Ademaés, entra dentro de la definicion
de cuerpo de clases dada por H. Weber para m = (1) y H el grupo de ideales fraccionarios
principales de Of. De hecho, a la extension L/K se la conoce a dia de hoy como «el cuerpo
de clases de Hilbert».

Otro matemético que ocup6 un lugar destacado en la teoria fue Teiji Takagi (1875 — 1960)

que, influenciado por los trabajos de D. Hilbert y P. Furtwéngler se lanz6 a resolver el

(11
=
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problema de la existencia de cuerpos de clases para cualquier cuerpo de ntmeros dado.

Para ello, lo primero que hizo fue dar una nueva definicién de cuerpos de clases.

Definiciéon 3.1.2. Takagi. Se llama cuerpo de clase a una extension de Galois L/ K

de un cuerpo de nimeros para la cual existe un modulo m = momy tal que
L™ 2 o(Kwa)Npy (7)) = [L : K]

donde Ny i (IT) es el conjunto formado por los ideales de Ok que coinciden con la norma
de algun ideal fraccionario de la clausura entera de O en L, que denotaremos por Op, y
que no dividen a my. A cualquier médulo m para el cudl se cumpla la condicion anterior se
le llama mdédulo admisible para L/K y al menor mddulo admisible se le llama mddulo
director de L/ K.

La principal diferencia entre la definicion de T. Takagi y H. Weber radica en que la del
primero se apoya en la norma de ciertos ideales, mientras que la del segundo depende de los
ideales primos que se escinden completamente en la extensiéon. No obstante, ambas ideas
estan relacionadas entre si ya que, dada una extension de Galois L/K y un ideal primo
p € Ok no ramificado en L, p se escinde completamente en L si y solo si p es la norma de
algin ideal de Oy,

Otra diferencia notable entre ambas definiciones es que, mientras que H. Weber toma un
grupo de ideales a partir del cudl construir un cuerpo de clases, lo cual implica tener
que probar su existencia; T. Takagi plantea hacer justo lo contrario, tomar una extensién

abeliana y comprobar si es un cuerpo de clases o no.

El legado de T. Takagi referente a la teoria de cuerpos de clases queda recogido en el
teorema que publicoé en 1920, el cual engloba los principales resultados obtenidos hasta ese

momento.

Teorema 3.1.3. Takagi. Sea K un cuerpo de nimeros.

1.- (Existencia) Para todo grupo de ideales E existe un cuerpo de clases sobre K.

2.- (Isomorfismo) St E es un grupo de ideales con mddulo m y m es un mddulo admisible
para una extension L/K, entonces Gal(L/K) = I™/E.

3.- (Completitud) Cualquier extension finita y abeliana de K es un cuerpo de clases.

4.- (Comparacion) Si E1 y Es son dos grupos de ideales con mddulo m y m es un mddulo
admisible para cierta extension L1/ K tal que Ey C Ly y cierta extension Lo/K tal
que Eo C Lo, entonces L1 C Ly < Es C Ej.

5.- (Director) Dada una extension abeliana y finita L/ K, los primos que tienen exponente
no nulo en el mddulo director de la extension son todos los primos ramificados de
L/K.
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El programa de Langlands

La clasificacién de las extensiones abelianas
de un cuerpo de numeros qued6 definitiva-
mente resuelta en el siglo X X. El siguiente
paso natural era preguntarse qué ocurre con
las extensiones de un cuerpo de ntimeros que
son de Galois pero no abelianas .

Dar respuesta a esta pregunta es uno de los
objetivos del programa de Langlands, unas re-
copilaciéon de conjeturas que relacionan areas
de las matematicas aparentemente indepen-
dientes. La version mas clasica del progra-
ma es la que envié6 Robert Phelan Langlands
(1936— ) en una carta al matematico André
Weil (1906 — 1998) en 1967 y partia justa-
mente del teorema de Artin para extensiones
abelianas.

Actualmente, el problema de resolver las con-
jeturas del programa de Langlands se encuen-
tra en la primera linea de investigaciéon en
matemaéticas y ha llevado a personajes como
Laurent Lafforgue y Ngo Bao Chau a ganar
la medalla Fields en 2002 y en 2010 respec-
tivamente. En los tltimo anos cabe destacar
el trabajo de Peter Scholzen sobre algunas de Figura 3.1: Robert Phelan Langlands.
estas conjeturas, gracias al cual ha sido me-

recedor del premio SASTRA Ramanujan en

2013, el premio Ostrowski en 2015 y el pre-

mio Leibniz en 2016 entre otros.

6.- (Descomposicion) Si E es un grupo de ideales con mddulo m y m es un mddulo
admisible para una extension L/K, entonces todo primo p que tenga exponente nulo
en el médulo m es no ramificado en L/ K y el grado relativo de dicho primo coincide

con el orden de la clase de I™/E a la que pertenece.

De los puntos de isomorfismo y completitud del teorema de T. Takagi se desprende que los
cuerpos de clases de un cuerpo de niimeros dados son justamente sus extensiones abelianas
finitas, quedando resuelto el problema de clasificar las extensiones de Galois de un cuerpo
de numeros en el caso abeliano. El propio Takagi dudaba de esta afirmaciéon, dado que él
solo habia podido demostrar la existencia del isomorfismo que presenta el teorema de forma
indirecta. Fue Emil Artin el que puso el broche de oro a esta parte de la teoria en 1927 dando
un isomorfismo explicito entre estos dos grupos. Dicho isomorfismo se recoge en el «teorema
de Artiny» el cual, ademas de ser una piedra angular en la clasificacién de las extensiones

abelianas de un cuerpo de niimeros, justifica la existencia de una reciprocidad entre primos
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de cualquier cuerpo de ntiimeros, poniendo punto y final al problema de generalizar las leyes

de reciprocidad.

3.1.2. Teoremas principales

Dentro de la teoria de cuerpos de clases global hay tres resultados especialmente destacados:
el teorema de Artin, el teorema de existencia y el teorema del modulo director. En esencia,
lo que aseguran estos teoremas es que a partir de un cuerpo de ntameros dado, existe un
modulo respecto al cual podemos construir un cuerpo de clases tinico y cuyo grupo de
clases es isomorfo al grupo de Galois de la extension, lo cual establece una correspondencia
biyectiva entre las extensiones abelianas y los cuerpos de clases de un cuerpo de nimeros.
En realidad, esto ya quedaba recogido en el teorema de T. Takagi; sin embargo, el
isomorfismo definido en el teorema de Artin permite enunciar los otros dos teoremas de

forma que, no solo anuncien la existencia de cierta estructura, sino que determinen cual es.

Para dar estos enunciados necesitamos definir el simbolo de Artin, para lo cual partiremos

del simbolo o automorfismo de Frobenius.

Definiciéon 3.1.3. Sean K un cuerpo de nimeros, L/K una extension de Galois, p un
primo del cuerpo K y P un primo de L tal que p = P N Ok no sea ramificado en L.
Entonces, definimos el automorfismo de Frobenius de 3 como el inico elemento o del

grupo de descomposicion de P tal que
o(x) =x? mod P, z € Of

donde Op, denota la clausura entera de O en L y q es el nimero de elementos del cuerpo
finito O /p. Lo denotaremos por
5]
o= |—1].
Ry
Este automorfismo cumple una serie de propiedades de las que caben destacar las siguientes
(], pgs. 126 — 128):

1.- Primos conjugados: Dado 7 € Gal(L/K),

EURIE

2.- Cambio de extension: Dado un que cuerpo E talque K CEC Lypo=LBNE

se cumple que

[L/Y‘BK} fpo/p) _ [L&/,F}
y que

Sl @1

ot
(O8]
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3.- Composicion: Dados E y F' cuerpos tales que K C E, F C L, E'y F extensiones
de Galois sobre K y L = EF entonces

[Zﬁ s [i/f}

EF/Ky  [F/K
[TLF_ [PT]
donde pp =PNEypr=LNF.

Ademas, a partir de este simbolo de Frobenius, se puede caracterizar facilmente la condicién

en la que se basaba H. Weber para definir los cuerpos de clases:

Proposicion 3.1.1. ([J], pg. 128) En las condiciones anteriores, p se escinde completa-

mente en L si y solo si
[ ‘1/§ } 1
'

Es decir, que un primo del cuerpo K se escinda completamente en L es equivalente a que

el automorfismo de Frobenius de la extensiéon de dicho primo en L sea la identidad.

Hasta ahora hemos trabajado con una extensién de un cuerpo de nimeros de Galois, sin
importar que fuese abeliana o no. Anadiendo esta condicion, es decir, considerando L/K
una extension abeliana, resulta que el automorfismo de Frobenius se puede definir para p un
primo de K no ramificado ya que por la propiedad primos conjugados vista anteriormente,
los automorfismos de Frobenius de cualquiera de los primos de L que aparecen en la factori-
zacion de pQyp, son iguales. En este contexto, hablaremos por tanto del automorfismo de
Frobenius de p que denotaremos por [L/K,p| y que establece una correspondencia entre
los ideales primos de Ok y los elementos del grupo Gal(L/K). Teniendo esto en cuenta,

definimos el simbolo de Artin como sigue:

Definicién 3.1.4. Sea L/K wuna extension de un cuerpo de nimeros abeliana y S un
conjunto finito de ideales primos de Ok que contenga todos los que sean primos ramificados

en L. Llamamos stmbolo u homomorfismo de Artin a la aplicacion
PL/K I}z— — Gal(L/K)
dada por

o T »®) = TI /K5

p primo p primo,

pgsS pgsS

donde If; es el subgrupo del grupo de ideales de O generado por los ideales primos no

nulos de Ok que no se encuentran en S.
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Nétese que ¢,k (p) con p primo no ramificado de K es justamente el automorfismo de
Frobenius de p y que el simbolo de Artin solo esta definido para ideales cuya factorizaciéon

involucre primos no ramificados.

Entre todas las propiedades que verifica el homomorfismo de Artin, a nosotros nos va a

interesar especialmente una que nos ofrece informacién sobre el niicleo de esta aplicacion.

Proposicion 3.1.2. Sean E/K una extension finita de un cuerpo de nimeros dado, LK
una extension abeliana con L el cuerpo de escision de cierto polinomio p € K[X] y S un
conjunto finito de primos de K que contenga a todos los primos de K ramificados en L.
El cuerpo de escision del polinomio p sobre E es EL/E y el grupo de Galois de dicha
extension, si lo restringimos a L, es un subgrupo de Gal(L/K). Entonces, considerando la
restriccion de Gal(EL/E) en L se cumple que
S(E
veL/B, = $L/kNE/K sobre IE( )
donde S(E) es un conjunto finito formado por los primos de E que dividen a alguno de

los primos contenidos en S, en el cual se encuentran en particular todos los primos de E

ramificados en E'L.

Demostracion:

Sea Pg un primo de E tal que Pp ¢ S(E), y veamos que

veL/e, (Be) = ¢L/kNe/k(Be).

Sea Rgr un primo de EL tal que Prr N E = Pg v tomemos Py, = L N Prr
y px = KN Pgrr. Como Pgr no pertenece a S(E) se trata de un primo de E
no ramificado en F'L y por lo tanto ¢pr/g(PE) coincide con el automorfismo de
Frobenius [EL/E,Bg|. Dicho automorfismo es un elemento de Gal(EL/E) o tal
que o(x) = ™ mod Ppr para todo = perteneciente a la clausura entera de Of
sobre EL, que denotaremos Ogr. El exponente m es el nimero de elementos del
cuerpo O /P g, que por las propiedades de la norma de una extension y la norma

de ideales sabemos que es
N(Br) = Ngo(Be) = Nko(Ne/k (BE)) = NK/Q@{() =N(p) =¢/
para cierto ¢ y f = f(Br/px). Es decir, o1/ g(PBE) = 0 € Gal(EL/L) tal que
o(x) = 27 mod Brer, * € Opr.

En particular, para un elemento x de la clausura entera de EL sobre E tal que
x € L, se cumple que
o(x) = 27 mod Br.

ot
ot
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Consideremos ahora T = ¢r,/x (px). El primo px es no ramificado sobre L ya que
si lo fuese, perteneceria a S y como Pg lo divide, B perteneceria a S(E). Por
ser px no ramificado, 7 es el automorfismo de Frobenius [L/K, pk]|, y por tanto
7(z) = 27 mod P, para x perteneciente a la clausura entera de Ok en L. En

consecuencia,
1
Tf(x) =xz% mod P, € Of.

Por la unicidad en el grupo de Galois, tenemos que 7/ = 0|, es decir,

er1EBE), = o1k 0K)" =01k (Np/k(BE)).

Q.E.D.

BeL

EL

PK

Q
Un corolario inmediato de este resultado es que

NL/K(IE(L)) - ker QDL/K

va que para E'= L, o1 /xNp i = ¢r/, = 1. Esta informacién es muy relevante, ya que
conocer la imagen y el nicleo de ¢,/ va a ser clave para probar el teorema de Artin, el

cual dice asi:

Teorema 3.1.4. Teorema de Artin. Sea L una extension abeliana de un cuerpo de

numeros K y sea m un mddulo de K tal que

» sea divisible por todos los primos de K ramificados en L,
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=y cuyos primos finitos tengan un erponente suficientemente gmnd(ﬂ

Entonces, el homomorfismo de Artin pp k : Ip — Gal(L/K) es suprayectivo y su niicleo
s 1( K )Ny (I7).

Hemos repetido varias veces a lo largo de la exposicién que las extensiones abelianas de
un cuerpo de nimeros son justamente sus cuerpos de clases. Con este teorema podemos
entender mejor dicha afirmacién ya que, para cualquier extension abeliana L sobre K, por

el primer teorema de isomorfia y el teorema de Artin tenemos que

Ig
t(Km1)Np/x(I7)

~ Gal(L/K)

para cierto m y por tanto el cuerpo L es un cuerpo de clases en el sentido de Takagi ya que
I3 o(Km) Ny (1)) =| Gal(L/K) |= L : K.

Ahora bien, dada una extensiéon abeliana ;existe siempre un médulo de K que cumpla las
condiciones del teorema? La respuesta a esta pregunta es afirmativa y, de hecho, si existe
un moédulo que las cumpla, todos los médulos divisibles por él también lo hacen. En vista
de esto, seria interesante poder hablar del minimo moédulo que se ajusta al enunciado de
Artin. La segunda condicién no va a suponer ningin problema ya que si tenemos un médulo
que verifica solo la primera, siempre podremos tomar otro con exponentes mas altos al que
divida. La primera condicién en cambio no es tan inmediata dado que para hablar del
maximo comun divisor de un conjunto de médulos lo que tenemos que hacer es considerar
un grupo de ideales que contenga subgrupos de congruencias para estos moédulos y tomar
el modulo director de dicho grupo de ideales; pero ;podemos asegurar que ese médulo
director va a ser a su vez divisible por todos los primos ramificados de la extensién? El

siguiente teorema de la seccién resuelve justamente esta cuestion:

Teorema 3.1.5. Teorema del modulo director. Sea L/K una extension abeliana.

Entonces, existe un maodulo f de K tal que

= Un primo de K es ramificado en L si y solo si divide a f.

s Dado un mddulo m de K divisible por todos los primos ramificados en L, el nicleo del

homomorfismo de Artin es un subgrupo de congruencia mddulo m si y solo si f | m.

Con el problema del médulo resuelto, podemos dar una definicién de «cuerpo de clases de

K» basada en el simbolo de Artin:

Definicion 3.1.5. Sea L una extension finita y abeliana de un cuerpo de nimeros K.

Al grupo de ideales E que contiene todos los subgrupos de congruencia H := keryp i,

'En esta condicion «suficientemente grandey se refiere a que los exponentes de los primos finitos que
aparecen en m sean mayores que vy (d) +v,p(p)/(p—1) donde v, es la valoracion p-adica de K, d = [Ly : Kp)
y p es el primo entero perteneciente a p.

~

()1
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con pr i definido sobre Iy para los distintos mddulos m que cumplen las condiciones
del teorema de Artin, le llamaremos grupo de clases de la extension L/K y L serd
el cuerpo de clases del grupo de ideales E. Ademds, al modulo director de E se le

llamard modulo director de la extension y se le denotard por §f(L/K).

Bajo esta definicién de cuerpo de clases, lo que se desprende del teorema de Artin es que
toda extension abeliana de un cuerpo de niimeros K es un cuerpo de clases cuyo grupo de
clases es cierto grupo de ideales de K. Cabe preguntarse si ocurre lo mismo al revés, si dado
un grupo de ideales de K existe una extension abeliana cuyo grupo de clases sea justamente

dicho grupo de ideales. De nuevo, podemos responder afirmativamente a nuestra pregunta:

Teorema 3.1.6. Teorema de existencia K. Sean K un cuerpo de nimeros, m un md-
dulo de K y H un subgrupo de congruencia mddulo m. Entonces, existe una unica extension
abeliana L/ K para la cual

keror x = H

con @k definido sobre Ipg.

A raiz de estos tres teoremas, se puede establecer una correspondencia univoca salvo iso-
morfismo entre los grupos de ideales de un cuerpo de numeros K y las extensiones finitas
abelianas de dicho cuerpo, es decir, se puede dar una clasificaciéon de todas las extensiones

finitas abelianas de K a partir de objetos intrinsecos a K.

3.2. Teorema de Artin

A lo largo de este trabajo hemos visto como las llamadas «leyes de reciprocidad» han
sido de gran utilidad en el desarrollo de la teoria algebraica de ntmeros, hasta el punto
de convertirse ellas mismas en relevantes objetos de estudio. Desde el siglo XV III se
han propuesto leyes de reciprocidad de diferente orden y sobre diferentes cuerpos, pero la
ley de reciprocidad por antonomasia es la que se desprende del teorema de Artin ya que
establece una reciprocidad entre los primos de cualquier extensiéon abeliana de un cuerpo
de ntmeros respecto a su condiciéon como resto n-ésimo, es decir, establece una ley de

reciprocidad general.

Este teorema fue aplaudido en su entorno no solo por resolver el noveno problema de Hilbert
sino por las consecuencias que tendria en la teoria de cuerpos de clases. Sin embargo, dicho
teorema fue durante varios afios una conjetura debido a la dificultad de su demostracion,
la cual fue publicada finalmente en 1927. En esta seccién presentaremos los puntos clave de

dicha demostraciéon y discutiremos la relaciéon entre el teorema y las leyes de reciprocidad.

Durante el resto de la seccion asumiremos que K es un cuerpo de nimeros; L/K una
extension finita y abeliana; Ik el grupo de ideales de Og; m un médulo de K en las
condiciones del teorema de Artin; I el subgrupo de I generado por los ideales primos de

Ok que no dividen a m; (K1) el grupo formado por los ideales fraccionarios principales
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generados por los elementos de Kn1 = {§ : (a),(b) t my § =" 1 mod m}; y ¢r /i
el simbolo de Artin definido sobre I. Conviene recordar también que Ny k(I}) es el
conjunto formado por la norma de los Op-ideales fraccionarios pertenecientes al grupo
generado por los primos P € L tales que PN K € I, donde Of, denota la clausura entera

de Ok en L. Por tltimo, recordemos que un elemento de I es de la forma

a= [ »®

p primo

ptm

y que en este contexto nos referiremos al simbolo de Artin como un homomorfismo de
grupos definido de I} en Gal(L/K) tal que

o) =[] [L/Kp®

p primo,
ptm
con [L/K,p] el automorfismo de Frobenius de p.

Teniendo en cuenta esta notacion, el teorema de Artin se limita a afirmar que la aplicaciéon
¢,k es suprayectiva y que su nticleo es el grupo de ideales fraccionarios ¢(Kw,1) N,/ x (IT')-

La estrategia de Artin para probarlo constaba de dos partes:

1. En primer lugar, habfa que ver que efectivamente ker(ypr k) = t(Kmn1)Np/x(IT), lo

cual suponia a su vez dos pasos:

1.1. Ver que se verifica la llamada «primera desigualdad fundamentaly:
IR : e(Kn1)Nryx(ID)] < [L: K],

1.2. y ver que (K 1)Np/k(I7) C ker(or/k)-

2. A continuacién, habia que comprobar que la imagen de ¢y, era todo Gal (L/K).

En [J] podemos encontrar una demostracion completamente detallada del teorema; aqui,
en cambio, nos limitaremos a dar un esquema de la misma dado que gran parte de los

resultados en los que apoya se escapan del alcance de este trabajo.

Demostrar la primera desigualdad fundamental, es decir, que
IR t(Km1) Nk (I7)] < [L: K],

fue la parte que le dio méas problemas a Emil Artin. Después de trabajar varios afnos
sobre este punto consiguié demostrarla, pero no con métodos y herramientas de la teoria
algebraica de ntimeros, sino desde la teoria analitica de nimeros. La idea, grosso modo,

consistia en estudiar la distribucion de los ideales primos en la extension L/K.
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La teoria de cuerpos de clases tal y como la es-
tamos presentando en este trabajo se corres-
ponde en realidad con la teoria de cuerpos de
clases global. Histéricamente hablando, esta
es la primera teorfa que se formulé, y a partir
de ella se desarroll6 una teoria de cuerpos de
clases equivalente para cuerpo locales.
Sin embargo, algunos mateméticos como Hel-
mut Hasse (1898 —1979) veian varias pegas en
este desarrollo de la teorfa. Por un lado, con-
sideraban maéas natural el paso de una teoria
local a una teoria global que al contrario. Por
otro, el hecho de que un resultado puramen-
te algebraico, como era el teorema de Artin,
tuviera que apoyarse en el analisis matemati-
co para ser demostrado les provocaba cierto
recelo.
Estos fueron los principales motivos por los
que se sigui6 trabajando en la teoria a pesar
de haber obtenido ya una clasificacion de las
extensiones abelianas de un cuerpo de ntime-
ros. Los resultados no se hicieron de rogar ya
que en 1936 Claude Chevalley (1909 — 1984)
introdujo el término idéle que permitia rees-
cribir la teoria y suplir ambos inconvenientes.
En la actualidad la teoria de cuerpos de cla-
ses se suele abordar desde el punto de vista
Figura 3.2: Helmut Hasse. defendido por H. Hasse y C. Chevalley. En
este trabajo, por el contrario, hemos optado
por mantener el punto de vista clésico ya que,
ademas de ser notablemente méas accesible,
muestra como se pueden llegar a complemen-
tar el algebra y el analisis.

Definicion 3.2.1. Sea S un conjunto de ideales primos de Ok y s una variable compleja.

Si existe un ndmero real & tal que

1
lims—1 — dlog(s — 1) — Z o ©s finito
N )

decimos que S tiene densidad de Dirichlet § y lo denotamos por §(S) = 6.

Considerando esta definiciéon y aplicando el teorema de densidad de Frobenius es fécil

probar la primera desigualdad.

Teorema 3.2.1. Teorema de densidad de Frobenius. ([J], pgs. 162 — 164) Sea o €

Gal(L/K) un elemento de orden n y sea S el conjunto de primos de K que son divisibles
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por un primo de L cuyo automorfismo de Frobenius pertenezca al conjunto D formado por
los elementos de G que son el conjugado de algin ¢™ con m primo respecto a n. Entonces
S tiene densidad de Dirichlet 5(S) =t/ | Gal(L/K) | donde t es el numero de elementos
de D.

Teorema 3.2.2. ([J], pg. 161) Sea m un mddulo de K y H un subgrupo de congruencia

mddulo m. Entonces, dado S un conjunto de ideales primos contenido en H, se cumple que

1

M) = [

Teorema 3.2.3. Primera desigualdad fundamental. Dado m un mddulo de K se
cumple que

(1% : (Km1) Ny (ID)] < [L: K] (3.2)

Aplicando el teorema (3.2.1)) al conjunto ¢(Km1)Nr/k(I]') se tiene que su densidad de
Dirichlet es justamente 1/[L : K|, asi que por el teorema (3.2.2]) se cumple que

1 1
L K] = [ l(Km) Ny ()

y despejando, tenemos el resultado.

Sin embargo, si queremos obtener la desigualdad contraria tendremos que ser menos exi-
gentes y considerar L/K una extension ciclica, es decir, una extension de Galois cuyo grupo

de Galois es ciclico.

Resulta, que
UK : (K1) Ny (I7)] = a(m)n(m)q(H)

donde a(m) y n(m) son el orden ciertos grupos cociente dependientes de m; H es el conjunto
de los elementos o de L* tales que ¢(«) es divisible inicamente por primos que aparezcan
en m; y q(H) el conocido como «cociente de Herbrand» de H que, a grandes rasgos,
podemos considerar como el cociente de los 6rdenes de los grupos de cohomologia de H,
cuya definicion y propiedades podemos encontrar detalladas en ([J], pgs. 170 — 171). En
nuestro caso, nos basta con saber que a(m) y ¢(H) estan relacionados con los indices de

ramificacion y grados relativos de los primos divisores de m, concretamente

a(m) = H epfp

plm
y
Q(H)Zi[L:K] :
pjm ep o
Es decir,

(IR : (K1) Nk (ID)] = [L : K]n(m).
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Como la desigualdad (3.2)) se verifica para cualquier extension abeliana en particular se
cumple para L /K por ser ciclica, con lo cual, tenemos que por un lado [I : t(Kw 1) N /x (IT)]
es igual a un multiplo de [L : K]y por otro [I : «(Kwm1)Np/x(I})] < [L : K]. En conse-
cuencia, tenemos que en extensiones ciclicas se da la igualdad fundamental.

Si seguimos restringiéndonos a extensiones ciclicas, el teorema de Artin es inmediato si nos

apoyamos en el siguiente teorema:

Teorema 3.2.4. ([J], pgs. 195 — 197) Dada L/K una extension ciclica, si se verifica la
igualdad [I : «(Kw1)Nr/k(I7)] = [L : K], entonces keryr i es un subgrupo de congruen-
cita modulo m, es decir,

L(Km1) C kerpr g C IR

No obstante, nosotros vamos a utilizarlo directamente para extender el resultado a exten-

siones abelianas en general:

Si consideramos de nuevo que L/K es una extension finita abeliana, tenemos que el grupo
Gal(L/K) es a su vez un grupo abeliano finito, y por el primer teorema de estructura de

este tipo de grupos, se puede expresar como un producto finito de grupos ciclicos, es decir,
Gal(L/K)=Cy x -+ x Cs.

Ademaés, si definimos H; como el producto directo de los C; con i # j, tenemos que
Gal(L/K) = Cj x Hj. Consideremos entonces F; el cuerpo fijo de H;. El grupo de Galois
de la extension Ej/K es C; y por tanto dicha extension es ciclica. Por el teorema
tenemos que para cierto moédulo m; de K se verifica que t(Kp;,1) C kerop, Kk y como todo
primo ramificado en E; es a su vez ramificado en L, si tomamos m; de forma que solo sea
divisible por los primos de K ramificados en Ej, se tiene que m; | m. Por la definicién de

K, 1 se tiene que entonces ¢(Kp 1) C ker¢p; Kk para todo Ej y por lo tanto

(Kmi) C ﬂ kerop, /i
J

Aparte, la ecuacion (3.1) nos dice que para cualquier ideal a de I} se cumple que
PL/K, (a) = @E]-/K(a),
J

asi que para a € ¢(Kpy 1),
PLIK ;= 1, VEj

por t(Km1) contenido en el nicleo de ¢p, /. Pero como L = Ej ... Ej,
or/x =1
y por tanto ¢(Kp 1) esta contenido en el niicleo del homomorfismo de Artin.
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Para poder continuar el célculo del nicleo de ¢,/ hay que resolver el tema de la suprayec-
tividad de ¢r,/g. Al igual que ocurria con la primera desigualdad, este resultado se obtiene
de forma independiente aplicando el teorema de densidad de Frobenius, como podemos

comprobar en ([J], pg. 164); por lo que vamos a asumir que I'myy,/x = Gal(L/K).
Para terminar, recordemos que en la proposicién (3.1.2) habfamos visto que Ny, x(I})

estaba contenida en el nicleo de ¢y k. Combinando este resultado con el que acabamos

de obtener, tenemos que
U(Kwn1) Nk (IT) C kerep k.

Aplicando el primer teorema de isomorfia, sabemos que el indice [I} : keroy, k| es igual
al orden del grupo de Galois de L/K, que por ser una extension de Galois coincide a su

vez con el indice de la extension. Es decir,
[Ig : keror k] = [L: K].
Pero por la primera desigualdad sabemos que
R : e(Km1)Npyk(ID)] < [IR : kerop k]
con lo cual, ambos subgrupos tienen que ser necesariamente iguales, es decir,
keror/k = t(Kmn1)Np/k(IL)-

Cabe destacar que la tinica parte de la demostraciéon que se podria extender para exten-
siones de cuerpos de ntumeros no abelianas es la primera desigualdad fundamental, ya que

el resto se apoya directamente en caracterizaciones de las extensiones abelianas.

3.2.1. Una ley de reciprocidad general

Hace doscientos anios Carl Fiedrich Gauss se enfrentaba por primera vez a un problema
que desafiarfa a la comunidad matematica hasta mediados del siglo pasado: generalizar la

ley de reciprocidad cuadratica.

A lo largo de este trabajo hemos ido profundizando en dicho problema hasta llegar a uno

de los teoremas centrales de la teoria de cuerpos de clases: el teorema de Artin.

Para ver como se relaciona este resultado sobre extensiones abelianas de un cuerpo de
ntmeros con las leyes de reciprocidad, veamos en primer lugar como se generaliza el simbolo

de Legendre:

Definicién 3.2.2. Dados un cuerpo de niumeros K que contenga una raiz primitiva n-ésima

de la unidad, p un ideal primo de O y o € Ok, definimos el simbolo de Legendre (%)n
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como la inica raiz n-ésima , de la unidad que satisface
aWNE=D/m = ¢ mod p.

Ademds, este simbolo se puede generalizar para cuclquier ideal a de Ok de la siguiente

(9),-11(2),

=1

manera:

donde a = py ---p, es la factorizacion prima del ideal a.

El siguiente resultado, en ocasiones citado como «ley de reciprocidad de Artin», recoge el

nexo entre el simbolo de Artin y el simbolo de Legendre generalizado que buscabamos.

Teorema 3.2.5. Teorema débil de reciprocidad. ([X], pg. 166) Sean K un cuerpo de
nimeros que contenga una raiz primitiva n-ésima de la unidad, sea L = K({/a) donde
a € Og\{0} y pn el conjunto de las raices primitivas n-ésimas de la unidad. Entonces,
dado un mddulo de K divisible por todos los primos de K ramificados en L y cuyos primos

finitos tengan exponente suficientemente grande, el siguiente diagrama es conmutativo:

PL/K
—

m Gal(L/K)

(m l’

Hn

donde la aplicacion i es un monomorfismo de grupos que hace i(0) = ¢ con ¢ € uy, tal que

o({/a) =(Va.

El apelativo de «débil» se debe a que no da una féormula que permita computar («/a)y.
No obstante, sigue siendo un resultado extremadamente relevante, ya que permite ver al
simbolo de Legendre de orden n como un epimorfismo entre I /ker¢y, /x y un subgrupo
de py. En (JX], pgs. 166 — 167) podemos ver una demostracion de la ley de reciprocidad

cuadratica a partir del teorema [3.2.5

La historia de las leyes de reciprocidad termina, finalmente, con la teoria local de cuerpos
de clases, en cuyo contexto se puede definir el simbolo de Hilbert a partir del simbolo de

Artin y dar una férmula explicita para calcular

(5.2,
,8 n\Qx/n '
Dicha férmula se recoge en el conocido como «teorema fuerte de reciprocidady, que podemos

encontrar en ([X], pg. 167).
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3.3. Aplicaciones

Hemos dedicado gran parte de este capitulo a comprender el teorema de Artin, por lo que no
podiamos terminarlo de otra manera que no fuese exponiendo brevemente las repercusiones

que ha tenido.

Desde el punto de vista del presente trabajo, la principal aplicacion del teorema de Artin
es justamente dar lugar a una ley de reciprocidad general. Ya hemos visto que esto es en si
mismo un logro ya que cerrd uno de los problemas de Hilbert; sin embargo, también tiene
consecuencias mucho mas practicas dado que, al igual que la ley de reciprocidad cuadrética
permitia caracterizar los primos de la forma x? 44?2 o la ley de reciprocidad ctibica permitia
caracterizar los del tipo 22 +27%2, disponer de una ley de reciprocidad general va a permitir
caracterizar los primos

p:x2+ny2

para cualquier n € N dado [X]. En general, con esta ley podemos resolver ciertas ecuaciones
diofanticas lo cual es de gran utilidad en criptografia de clave publica. Ademas, las leyes

de reciprocidad también permiten elaborar tests de primalidad.

No obstante, no podemos olvidarnos de que el teorema de Artin es uno de los pilares de
la teoria de cuerpos de clases, y en este contexto también tiene importantes aplicaciones.
Debemos tener en cuenta que, el gran avance que produjo este teorema no fue tanto el
allanar el terreno hacia la clasificacion definitiva de las extensiones abelianas de cuerpos
de nameros sino dar un homomorfismo explicito a partir del cual se pudo formular la
computacion de las mismas. Asi, llegamos a la primera consecuencia del teorema de Artin
como resultado teérico: proporcioné la forma de crear algoritmos que calculasen el grupo
radial, los subgrupos de congruencias o el médulo director de una extensién abeliana sobre
un cuerpo de numeros dada. Esto ha permitido que se elabore sofware disenado para
resolver especificamente problemas de algebra o de teoria de nimeros, como puede ser
MAGMA (1993). Este tipo de sofware facilita la tarea de evidenciar conjeturas en estas

ramas de las matematicas y permite construir tablas de cuerpos de ntimeros.

Por 1ltimo, no seria descabellado considerar que en cierta medida las aplicaciones que se le
dan a dia de hoy a la teoria de cuerpos de clases estan ligadas al teorema de Artin ya que
sin él la teoria no habria avanzado al mismo ritmo. Concretamente, la teoria de cuerpos de
clases, en especial si consideramos cuerpos de funciones en lugar de cuerpos de nimeros,
se esta utilizando en el desarrollo de codigos correctores de errores y en el estudio tedrico

de los sistemas de comunicacién wireless.
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Conclusiones

La teoria algebraica de nimeros es un campo de estudio especialmente amplio y ramificado
dentro de las matemaéticas. En este trabajo nos hemos introducido en él con un objetivo

concreto en mente: dirimir la posibilidad de generalizar las leyes de reciprocidad.

Como muchos antes que nosotros, hemos podido comprobar que estas leyes enunciadas
de forma aislada han facilitado la resolucién de ciertos tipos de ecuaciones y de algunos
problemas clasicos de la teoria algebraica de niimeros. Por ello, parecia natural suponer

que el disponer de una ley de reciprocidad general aumentaria estos beneficios.

En nuestro recorrido hacia dicha generalizacién hemos seguido dos caminos paralelos. Por
un lado, hemos seleccionado los resultados teéricos que nos permitirian acercarnos facil-
mente al problema, entre los que cabe destacar el hecho de que el anillo de enteros de un
cuerpo de nimeros no es un dominio de factorizacién tnica, pero si un anillo de Dedekind
y por tanto, existe una factorizacién tnica de sus ideales como producto de ideales pri-
mos. Por otro, hemos ido reconstruyendo el contexto del problema, dando pinceladas del
momento histérico en el que surge y se desarrolla y las personas que contribuyeron a su
resolucién. Gracias a ello hemos podido ir més alla del habitual esquema problema-solucion

y mostrar la evolucién de un enunciado clasico a lo largo de los anos.

Una de las consecuencias més llamativas que ha generado nuestra discusion ha sido que,
a raiz de una férmula sobre primos enteros, hemos acabado en una parte de la teoria de
nimeros que a dia de hoy tiene nombre propio: la teoria de cuerpos de clases. La propiedad
de que el anillo de enteros de un cuerpo de ntimeros sea un anillo de Dedekind ha permitido
que se construyesen elementos como los médulos o los primos de un cuerpo, que a su vez
darfan la terminologia necesaria para generar esta nueva teoria. Bajo este marco tedrico
cada vez mas sofisticado, se pudo definir cierto grupo cociente de ideales del cuerpo base

de una extension abeliana que resultaria ser isomorfo al grupo de Galois de la misma.

Esta afirmacion constituye la tesis del teorema de Artin del cual se desprende la ley general
que se buscaba y que representa el punto de culminacién de nuestro trabajo. No obstante,
nos hemos detenido en el problema un poco mas y hemos expuesto el esqueleto de su
demostracion mas clasica, dada en su dia por el propio Emil Artin, ya que, aparte de
evidenciar la dificultad de extender el resultado a extensiones de cuerpos de niimeros mas
generales, aporta un buen ejemplo de como ramas a priori tan dispares como el analisis y

el dlgebra finalmente se complementan.



CONCLUSIONES

Por tltimo, hemos visto que, tal y como se intuia en un principio, disponer de una ley de
reciprocidad general ha dado un impulso no solo a la teorfa algebraica de nimeros sino
también a la teoria de cuerpos de clases y, de hecho, se espera que aporte una contribucion

notable a campos como la criptografia y la comunicacién sin cable.
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