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Resumen—El amplio uso del control digital en convertidores
CC-CC de alta frecuencia de conmutacion plantea la necesidad
de disponer de modelos discretos del convertidor para diversas
situaciones de funcionamiento. Actualmente se dispone de técni-
cas de modelado para condiciones de muestreo a la frecuencia
de conmutacion, o a frecuencias de muestreo superiores. En este
articulo se presenta una extension del procedimiento de modelado
de convertidores CC-CC en tiempo discreto. Se estudia el caso
de que el tiempo entre muestras de las variables de estado sea
un multiplo entero de periodos de conmutacién, es decir varios
periodos de conmutacién ocurran entre la toma de muestras. A
este caso se le denominara sub-muestreo. El objetivo es obtener
un modelo discreto en pequeiia sefial con el que se pueda medir
la degradacion en la respuesta dinamica producida por el sub-
muestreo y disefiar reguladores que tengan en cuenta este efecto.

I. INTRODUCCION

El control digital de convertidores CC-CC se ha estudiado
desde el inicio de la década de 2000. Con el objeto de
disefiar los reguladores se parte de un modelo discreto
en pequeia sefial de los convertidores CC-CC. Aunque la
discretizacion de los modelos continuos [1] suele usarse, los
modelos discretos resultan mds exactos, ya que tienen en
cuenta eflectos discretos (aliasing) que los modelos continuos
desprecian [2]-[5]. Practicamente en todos los ejemplos de la
literatura las muestras de las variables de estado se hacen a
frecuencia de conmutacidén. De esta manera en cada periodo
de conmutacién hay una muestra de las variables de estado
(generalmente tensién de salida (v,) y/o corriente por la
bobina (¢;)) que el regulador usa para el ciclo de trabajo (o
desfase) del siguiente periodo de conmutacion.

Para mejorar la respuesta dindmica de los convertidores
CC-CC se ha propuesto tomar mas muestras por periodo
de conmutacién,o super-muestrco, [6]—[8]. Obviamente esto
supone una mayor carga de cdlculo para el regulador digital
y en cualquier caso cuenta con la limitacién impuesta por el
propio convertidor. Sin embargo el tratamiento de la condicién
opuesta, sub-muestreo, no esta tan estudiada. En este sentido,
al tener varios periodos de conmutacién entre muestras, el
regulador calculard una nueva accién de control y la aplicard
a los periodos de conmutacién siguientes hasta que se tome
la siguiente muestra. Por tanto la respuesta dindmica del
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convertidor se degrada, sobre todo en términos de pérdida de
fase a frecuencias medias o altas. Por esta razén es importante
remarcar que la situacién del sub-muestreo es indeseable si se
quiere obtener la médxima prestacién dindmica del convertidor.
No obstante si las plataformas de control digital disponibles
(por coste, consumo u otras razones) no son capaces de
ejecutar los controles a la frecuencia de conmutacién del
convertidor es necesario un correcto modelado de la respuesta
dindmica del convertidor con sub-muestreo para disefar
los lazos de control. Por ejemplo en [9] se presenta un
Corrector de Factor de Potencia operando a una frecuencia
de conmutacion de MHz utilizando un microcontrolador.
Como el control resulta complejo se toman muestras cada
4 periodos de conmutacién. Este es un ejemplo como el
uso de semiconductores de banda prohibida ancha posibilita
disefios a muy altas frecuencias de conmutacién. Tan altas
que las plataformas de control digital pueden ser incapaces
de controlar ciclo a ciclo el convertidor. En otras situacion
el sub-muestreo puede resultar util para ahorrar recursos. En
[10] en régimen permanente se utiliza sub-muestreo para
reducir el consumo del chip de control, en régimen transitorio
se muestrea a la frecuencia de conmutacién con el objeto de
mejorar la respuesta dindmica del convertidor. En general,
dependiendo de la frecuencia de cruce que se quiera alcanzar,
puede no llegar a ser necesario utilizar la mixima frecuencia
de muestreo.

La principal ventaja del sub-muestreo es que libera a la
plataforma de control digital de parte de sus requisitos de
velocidad, con lo que o bien se pueden usar plataformas
menos potentes o bien se puede usar el tiempo disponible para
realizar otras tareas, como supervision, comunicaciones, etc.
aprovechando de este modo las ventajas del control digital.
Otro posible campo de aplicacion son los dispositivos de bajo
consumo como los empleados en el Internet de las Cosas (IoT),
en los que la frecuencia de reloj es un elemento importante en
la reduccién del consumo [11]. Con el objeto de optimizar
el consumo se puede reducir la tasa de muestreo de los
reguladores, con el control adecuado basado en los modelos
presentados en este articulo. Una vez el sistema sale del modo
de bajo consumo se puede volver a muestrear a la frecuencia
de conmutacién. Este es un proceso similar al descrito en [10].
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Figura 1: Propagacién de estados

Con el objeto de determinar como se degrada la respuesta
dindmica del convertidor debido al sub-muestreo en este
articulo se propone extender las técnicas propuestas en [3],
[4].

En la seccion II se muestra la derivacion del modelo y
un ejemplo tedrico usando un convertidor reductor. En la
seccion III se muestran los resultados experimentales sobre un
convertidor reductor. Finalmente las conclusiones se muestran
en la seccién IV.

II. GENERALIZACION DEL MODELO DISCRETO EN
PEQUENA SENAL

Siguiendo la metodologia propuesta en [3], [4] se perturba
y linealiza la muestra del vector de estados del convertidor. De
esta manera se obtiene el modelo discreto de pequefa sefial
en espacio de estados.

%[k + 1] = ®R[k] + va[k]

§[k] = 5%[A] M

Utilizando esta representacidon, a partir de la muestra
del vector de estado en pequeiia sefial en el instante k se
obtiene la muestra en el instante k& + 1, X[k + 1]. El resto
de pardmetros necesarios son la matriz de estado en pequefia
sefial ® y la matriz de control-a-estado en pequefia sefial .
La matriz de salida en pequefia sefial, §, es la matriz de salida
del convertidor en el estado en el que este en el instante de
muestreo.

Supongamos que en el convertidor solamente hay
dos estados Sy y S; determinados por el estado de los
interruptores del convertidor. Supongamos también que entre
la muestra & y la muestra k + 1 hay ng,, periodos de
conmutacion, de duracién T;. En el caso de que ngp, =1 se
toma una muestra por periodo de conmutacion y la situacion
descrita es la que se muestra en [3], [4]. Asumamos también
que modulamos el flanco de bajada del modulador PWM y
la amplitud de la rampa del modulador es [V, = 1. Por tanto,

un pequeno cambio en el ciclo de trabajo ci[k], se traslada
en una variacién de la accién de control G[k] = d[k]Ts.
Las muestras se toman mientras el convertidor se encuentra
en ¢l estado Sp, entre una que se toma la muestra X[k] y
la accién de control es efectiva cZ[k:], transcurre el tiempo
tq. Usando la modulacién del flanco de bajada 4 tiene en
cuenta el tiempo necesario para calcular el nuevo ciclo de
trabajo y el tiempo que el convertidor pasa en estado Si,
DTy. Este esta determinado por el ciclo de trabajo estdtico
D. El complementario del ciclo de trabajo se denotard en
este articulo como D' = 1 — D. En la figural se muestrea
esta situacion.

Para calcular la evolucién del vector de estado en pequeiia
sefial se debe propagar %[k| hasta el instante en el que se toma
la muestra X[k+1], fijando @[k] = 0. La propagacion se realiza
mediante la aplicacién del operador e”<!, siendo A, la matriz
de estado del convertidor en los estados Sy o S7. Siguiendo
la figura 1, la muestra del vector de estado en pequena sefial
X[k] es propagada en el estado Sy durante (tq — DTy) (se
multiplica por eA0'(ta=DPT)t) Ep este momento el convertidor
cambia al estado 57 y por tanto la propagacién continua en este
estado durante DT,. Ahora el convertidor vuelve a cambiar
al estado Sy durante D’Ty. Esta propagacion en estado S
durante DT, en estado Sy durante D'T y otra vez en estado
Sy durante DTy se repite ng,p — 1 veces. Finalmente se realiza
una propagacion en Sy durante T —t4 para obtener la muestra
k + 1. Matematicamente se puede representar este proceso de
la forma siguiente:

}A{[k’ + 1] :eAO(T<_td) . eB1DTe | JAoD'T:

. eAlDT.s . eAO(tJ_DTs) . *[k] —

X
su -1 2
er(T_q—td) . (eAlDTs . eAOD/TS>(n »—1) ( )
. eAlDTs . eAO(td_DTs) X f([k‘]
La matriz ® es entonces:
A ’ (nsub_l)
P —¢ o(Ts—ta) | (eAlDTs _erD TS) 4

. eAlDTs _er(td—DTs)

La matriz ~ representa la accién de la variacion en el ciclo
de trabajo d[k]. En el caso del sub-muestreo la perturbacién
cZ[k] se aplicara a todas las transiciones entre S7 y Sy que
tienen lugar entre las muestras k£ y k& + 1. Por tanto una
sola perturbacidén se aplicard ng,, veces. Cada una de las
perturbaciones impactard en la muestra k£ + 1 después de ser
propagada a través de los estados del convertidor, como se
representa en la figura 1. Por tanto asumiendo que X[k] = 0
se tiene:
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R[k + 1] =yalk] =
eAu(Ts —ta),

[(A1X, +B1V) — (AgX, + BoV)] L;\[]"”] Ts+

eAU(Ts_td)eAlDTs eA()D/Ts .

[(A1X, +B1V) — (AoX, + BoV)] L;\[fk] Ts

(s

Nsub—1
eAo(T.—ta) (eAlDquAoD'TS) sub

. [(A1X¢ + B1V) — (A()Xi + B()V)] ’E;\[fk] Ts
)

donde X es el vector de estado entre la transicién entre Sy
y S1y V es el vector de entrada. Su valor solamente depende
de los valores en estado estatico [4] y es:

X, = (I _ oALDT. eAOD'TS) -1
) [_eAlDTsAO—l (I _ eAUD’TS) B, (5)
—A T (I -eMPT) By V

La expresion [(A1X) +B1V)— (AegX; +BgV)] es la
aproximacién lineal del cambio entre los estados Sy y Si.
Como solamente depende de los valores en estado estitico
serd el mismo para los ng,; cambios entre Sy y S7.

El primer sumando de (4) representa el efecto de la per-
turbacién en la dltima transicién entre S y Sy antes de la
muestra k41, el segundo sumando es el efecto de la transicion
anterior y, finalmente, el Gltimo sumando representa el efecto
de la primera perturbacion en la primera transicién entre Sy
y Sp tras la muestra k. Re-ordenando los términos de (4),
pasa a ser:

Nsub—1

=3

=0

[(A1X; +B1V) — (AeX, + BoV)] %}

i
{BAO(TS —t4) (eAlDTS eAOD’TS)

(6)

T

Como cuando se usa la modulacién del flanco de bajada las
muestras se toman durante el estado Sy la matriz de salida del
convertidor serd:

§=Co (N

Nétese que en las expresiones (3) y (6) se reducen a las
expresiones que se muestran en [4] para el caso de tomar
una muestra por ciclo de conmutacién, lo que equivale a
nsyy = 1. Con las expresiones mostradas en (3), (6) y 7
el sistema descrito en 1 queda resuelto y las funciones de
transferencia discretas tipicas de los convertidores, tension
de salida control G,4[z] y corriente por la bobina control

Giqlz], pueden calcularse. La tarea de calcular el regulador
se circunscribe a trabajar con las funciones de transferencia
anteriores.

II-A.  Ejemplo: Convertidor reductor

Para validar el desarrollo descrito en II se muestra un
ejemplo basado en el convertidor reductor trabajando en
Modo de Conduccién Continuo con modulacién del flanco
de bajada. El convertidor reductor tiene la particularidad de
que la matriz de estado A, no cambia en los estados S y
So. Por lo tanto el modelo discreto en pequena sefial puede
obtenerse mediante la discretizacion invariante en respuesta
impulsiva [4]. se aprovechard esta cualidad para validar el
desarrollo presentado en II. Los valores de las matrices se
pueden encontrar en [4] y se reproducen a continuacion.

T = Te
par— g + 7"C/J%Load
r (7’ n ) 1 1
I par TL -3 . i~
Ay = Ag = . L | Lll +7"C{RLoad
LC1+7¢/Rroas C7¢+ Rioad
r Tpar 1 1
’ L TLTt 70/ B
_ ¢/ Rroad
Bo = 1 1 1 1
C1+4+rc/Rroad Crc+ Rroed
-1 Foar 1 1
| L L L1+rc/Rroad
S D D S R
L C1l+4rec/Rrioad Crc+ Rioad
v,
V= ILoad
_VLoad
[ 1 0
L P 14 7AC/}%Load

®)

Los elementos reactivos del convertidor reductor son
L =99 uH, C = 150 pF, las resistencias pardsitas de los
mismos son r;, = 10 mQ y r¢ = 1 mS. La frecuencia
de conmutacién es 150 kHz. La tension de salida es 28 V
y la carga es una fuente de corriente constante de valor
Ir0ad = 3,57 A, de modo que el convertidor proporciona

100 W y la resistencia de carga es Ry,,q = oo. En el
ejemplo la tensién de entrada es V; = 50 V, de modo que
el ciclo de trabajo en estado estitico es D = 0,56. Por

simplicidad se asume que no habréd ningtn retraso en calcular
d asi que tg4 solo depende del ciclo de trabajo estitico D, por
tanto td = D -Ts = 3,74 ps. En una implementacion real con
modulacién de flanco de bajada habrd un pequefio retraso en
el cdlculo, t4e1qy. No obstante, éste se puede introducir en el
modelo sin problemas en el tiempo ty = D - Ts + tgeiay-
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Figura 2: Comparativa de los modelos discretos con mg,;, diferentes: (a) Funcién de transferencia G,q , (b) Funcién de

transferencia Gg
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Figura 3: Comparativa con simulaciones en PSIM

El modelo discreto se calcula con ng,, = 1, la frecuencia
de muestreo es por tanto fgamp = 150 EHz, y por tanto
la frecuencia de Nyquist es 75 kHz. Se estudian los casos
con Ngyup, = 2, dos ciclos de conmutacién entre muestras.
Por tanto fsump = 75 kHz y la frecuencia correspondiente
de Nyquist es 37,5 kHz, 3 ciclos entre muestras ng,, = 3,
por tanto feump = 50 kHz y la frecuencia de Nyquist
25 kHz y 4 ciclos entre muestras ng,, = 4, de modo
que fsamp = 37,5 kHz y la frecuencia de Nyquist es
12,25 kHz. Los resultados se muestran en la figura 2a donde
los diagramas de Bode muestran la respuesta de la funcién

de transferencia G,q en varios regimenes de sub-muestreo
hasta su frecuencia de Nyquist correspondiente. Esta se indica
por una linea negra vertical y marca el limite de validez del
modelo. Con el objeto de compararlo con las aproximaciones
discretas se muestra también el modelo continuo. La funcién
de transferencia ente la corriente por la bobina y el ciclo de
trabajo G4 se representa también en la figura 2b. Con el
objeto de comparar el modelo propuesto se ha discretizado
el modelo continuo utilizando la discretizacién invariante en
respuesta impulsiva utilizando una frecuencia de muestreo de
fsamp = 150 kHz y luego mediante un retenedor de orden
cero (Zero Order Hold) se desprecian 4 muestras, obteniendo
una frecuencia de muestreo de 37,5 kKH z. Se realiza de esta
manera porque cuando se deriva la equivalencia entre el
modelado discreto y la discretizacion invariate en respuesta
impulsiva [4] se asume que la accién de control es un impulso
de Dirac, uno por periodo de conmutacién y muestreo. En
nuestro caso tenemos una serie de mg,; impulsos de Dirac,
uno por periodo de conmutacidn, en un periodo de muestreo.
El resultado se muestra en la figura 2a y 2b etiquetado como
Discret., donde puede verse cémo es coincidente con el caso
de ngpy, = 4 y el modelado presentado en este articulo.
Los principales efectos del sub-muestreo son una pérdida de
fase adicional y por supuesto los cfectos de la frecuencia
de Nyquist a frecuencias inferiores. Cuanto mayor es el
sub-muestreo (cuantos mds periodos de conmutaciéon hay
entre muestras) mayor es la pérdida de fase. Esto puede
ser especialmente relevante a la hora de disefiar lazos de
regulacién en el que los requisitos de margen de fase sean
muy estrictos. Es importante destacar que la discretizacion
del modelo de estados mediante la invarianza en respuesta
impulsiva solamente resulta exacta en aquellos convertidores
en los que la matriz de estado A, no cambia con el estado del
interruptor. Esto solo sucede con el convertidor reductor y sus
derivados. No obstante el proceso aqui descrito resulta vélido
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para cualquier convertidor. Las matrices correspondientes al
Elevador y al Reductor Elevador pueden encontrarse en [4].

Para comprobar la validez del modelado se realiza una
comparativa entre la simulacién en PSIM de un convertidor
reductor con el modelo presentado en este articulo. Los
pardmetros del convertidor reductor son V, = 5 V, V, =
1,8 V, por tanto D = 0,36. La bobina L. = 1uH tiene una
resistencia pardsita r; = 5 mS). El condensador tiene un valor
de C = 200 pF con una resistencia . = 10 mf2. La carga
es una resistencia R; = 360 mf2, por lo tanto la potencia
procesada es de 9 W. El retardo de control se asume que
es 0,4 ps con una frecuencia de conmutaciéon de 1000 kH z.
Por lo tanto el retardo de control es ligeramente mayor que
D - T para tener en cuenta el tiempo de célculo. La figura 3
muestra los resultados de la simulacién en PSIM con el modelo
para valores de ng,p, = 1...4. Puede observarse como la
coincidencia es casi perfecta entre el modelo y la simulacién.
Las mayores diferencias aparecen cerca de la [recuencia de
Nyquist.

III. RESULTADOS EXPERIMENTALES

Para verificar el modelado se ha empleado un pequeio
convertidor reductor controlado digitalmente mediante un
System on Chip (SoC). En el programa de control se ha
afiadido un método de identificacién. Un esquema del montaje
experimental puede verse en la Figura 4. El SoC empleado
es un Zynq 7010 SoC, en sus microprocesadores corre el
algoritmo de identificacién mientras que la FPGA del mismo
genera las sefiales PWM del convertidor. Estas sefiales PWM
mantienen el ciclo de trabajo estitico mas una perturbacién
basada en una secuencia binaria pseudoaleatoria (PBRS por
sus siglas en ingles), siguiendo el método descrito en [12].
La tensiéon de salida es digitalizada mediante un ADC y
guardada en la FPGA. Los valores de la tension de salida son
procesados por el programa del microprocesador, que calcula
la funcién de transferencia G,q que luego es transferida a un
PC.

Los elementos del convertidor reductor son una bobina de
L =80 pH con una resistencia parésita de r; = 180 mf). La

L1
T?

o1 Algoritmo
PWM
I — |dent|ﬁcac|on ADC
DCval.
AC pert. (PRBS) PC

Figura 4: Montaje experimental
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Figura 5: (a) Diagramas de Bode tedricos y experimentales:
Nsub = 1, fsamp = 100 kHz s (b) Ngub = 2a fswmp =
50 kHz, (b) ngup = 4, fsamp =25 kHz

capacidad del convertidor es C' = 99 pF' con una resistencia
pardsita de r.,; = 80 mf). La frecuencia de conmutacién se
fija a 100 kHz. La tensién de entrada es de V;, =8 V y la
carga es de 10 €. La tensién de salida es de 4 V', por lo
que el ciclo de trabajo estitico es D = 0,5, y por tanto la
potencia procesada es de 1,6 W.
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En este caso el muestreo de la tension de salida ocurre
con el MOSFET encendido. Por tanto la matriz de estado
correspondiente es A;. El muestreo tiene lugar 4 ps tras
el comienzo del periodo de conmutacién. Las matrices ®
y 7y se han recalculado siguiendo un proceso andlogo para
reflejar el muestreo en estado S en lugar de en Sy como en
el desarrollo teérico mostrado.

La funcién de transferencia entre la tensién de salida y el
ciclo de trabajo, G4 se ha estimado inyectando una secuencia
PRBS de 2048 puntos. Se ha realizado una Transformada
Répida de Fourier (FFT) en lugar de la correlacién cruzada.
Es importante destacar que las secuenciad PRBS son binarias
y pueden generarse de una manera sencilla. El uso de la
FFT reduce el esfuerzo de cédlculo a costa de introducir mds
ruido en la estimacién. La menor frecuencia identificada es
de 48 Hz, y los puntos de frecuencia se han obtenido a
multiplos de estos 48 Hz linealmente distribuidos. Con el
objeto de eliminar ruidos se ha empleado una media movil
de 20 puntos en las frecuencias superiores a 5 kH z.

La comparativa entre los diagramas de Bode tedricos, ob-
tenidos de acuerdo al modelado presentado en este articulo, y
las medidas obtenidas mediante identificacion en el prototipo
pueden verse para diferentes valores de sub-muestreo en la
figura 5. El rango de frecuencias se fij6 entre 50 Hz y la
frecuencia de Nyquist del convertidor, 100/ (2 % ngyp) kHz.
Los resultados con ng,, = 1 se muestran en la figura 5a, con
nsyp = 2 en la figura 5b y con ns,p = 4 en la figura 5c. Se
observa como las respuestas medidas y el modelo coinciden
de manera casi perfecta. Como era de esperar, la fase cae mds
rdpidamente en los casos con ngyp = 2y Ngyp = 4.

IV. CONCLUSIONES

Este articulo presenta una extension de la metodologia
de modelado discreto en pequefia sefial presentado en [3],
[4] analizando el caso de sub-muestreo. En este modo
de funcionamiento transcurren varios ciclos completos de
conmutacién del convertidor entre dos muestras consecutivas
de las variables a controlar . Se ha presentado un andlisis
completo del proceso a realizar para el caso de modulacién
del flanco de bajada de la sefial PWM obteniéndose una buena
concordancia entre los modelos tedricos, las simulaciones y
las medidas experimentales. En todos los casos se ha utilizado
un convertidor reductor. La extension de este procedimiento a
otros tipos de modulacidn y a otros convertidores es inmediata,
utilizando las matrices que describen el convertidor elevador
y el reductor-elevador que se pueden encontrar en [4]. Estas
extensiones son parte de los trabajos futuros a realizar.

Desde un punto de vista dindmico el uso del sub-muestreo
no se recomienda si se quiere obtener el maximo desempeiio
dindmico del convertidor. No obstante este modelo permite
evaluar la pérdida de prestaciones que el convertidor sufriria
en caso de usar sub-muestreo y permitiria el disefio correcto de
los reguladores del convertidor. En aplicaciones criticas donde

el margen de fase, la impedancia de salida, la sobre-oscilacién
debe cumplir unos requisitos muy exigentes (por ejemplo en
aplicaciones espaciales) esto resulta especialmente importante.
El modelo descrito permite evaluar la pérdida de fase produci-
da por ¢l sub-muestreo y por tanto para cumplir con un margen
de fase especificado un regulador debe proporcionar una mayor
compensacion de fase o, si fuera necesario, bajar su frecuencia
de cruce. Si los requisitos concernientes al control se cumplen,
resulta posible controlar el convertidor CC-CC cada varios
ciclos de conmutacién. Esta disminucién de los recursos nece-
sarios permite utilizar plataformas de control menos potentes y
mds baratas, disminuir el consumo del dispositivo de control o
implementar otras funciones (monitorizacién, comunicaciones,
optimizacion, etc.) en el tiempo adicional disponible.
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