
Teoría de representación de álgebras
asociativas

Marcos Caso Huerta

Tutora: Consuelo Martínez López

Universidad de Oviedo
Curso 2017/18



Índice

1. Introducción 4

2. Definiciones y conceptos básicos 6
2.1. Álgebras asociativas. Generalidades. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2.1.1. Álgebras de endomorfismos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
2.1.2. Álgebras de grupos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.1.3. Álgebras matriciales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.1.4. Álgebras finito-dimensionales sobre un cuerpo . . . . . . . 16
2.1.5. Álgebras de cuaternios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.2. Introducción al producto tensorial de módulos . . . . . . . . . . . 19
2.2.1. Producto tensorial de dos módulos . . . . . . . . . . . . . . 19
2.2.2. Producto tensorial de dos aplicaciones lineales . . . . . . . 21

3. Módulos 22
3.1. Cambio de escalares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
3.2. El retículo de submódulos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
3.3. Módulos simples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
3.4. Módulos semisimples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
3.5. Estructura de módulos semisimples . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
3.6. Condiciones de cadena . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
3.7. El radical de un módulo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
3.8. Producto tensorial de módulos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

4. Álgebras semisimples 41
4.1. Definición y propiedades . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
4.2. Ideales minimales a derecha . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
4.3. Álgebras simples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
4.4. Matrices de homomorfismos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
4.5. Teorema de estructura de Wedderburn . . . . . . . . . . . . . . . . 50
4.6. Teorema de Maschke . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

5. El radical de un álgebra 54
5.1. Propiedades básicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
5.2. Lema de Nakayama . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
5.3. El radical de Jacobson . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
5.4. El radical de un álgebra artiniana . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
5.5. Álgebras artinianas y noetherianas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
5.6. Álgebras nilpotentes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
5.7. El radical de un álgebra de grupo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
5.8. Ideales en álgebras artinianas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

2



6. Módulos indescomponibles 66
6.1. Descomposiciones directas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
6.2. Álgebras locales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
6.3. Lema de Fitting . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
6.4. Teorema de Krull-Schmidt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
6.5. Representaciones de álgebras . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
6.6. Representaciones indescomponibles e irreducibles . . . . . . . . . 76

7. Producto tensorial de álgebras 79
7.1. El producto tensorial como R-álgebra . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
7.2. Producto tensorial de módulos sobre álgebras . . . . . . . . . . . . 83
7.3. Extensiones escalares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
7.4. Módulos inducidos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

8. Bibliografía 93

3



1. Introducción

La teoría de Galois, comenzada por el archiconocido prodigio de las ma-

temáticas Évariste Galois (1811-1832) supuso una auténtica revolución en el

campo de las matemáticas. Partiendo de la búsqueda de soluciones de ecua-

ciones polinómicas y de fórmulas para la resolución de polinomios de grado

cinco o superior (ya se habían encontrado fórmulas hasta grado cuatro por sim-

ple fuerza bruta), desarrolló resultados que dieron origen a las modernas teoría

de cuerpos y teoría de grupos, y es que sus resultados permitían relacionar las

propiedades de los cuerpos (en particular conceptos como irreducibilidad o se-

parabilidad) con la naturaleza de los que se llamaron grupos de Galois, que no

son sino subgrupos del grupo de permutaciones de las raíces del polinomio en

estudio.

Así, los avances durante el mismo siglo XIX de matemáticos como Niels

Henrik Abel, Richard Dedekind, Leopold Kronecker o Heinrich Martin Weber,

y ya en el siglo XX de Emil Artin principalmente permitieron desarrollar lo que

ahora llamamos teoría de cuerpos partiendo del trabajo de Galois. Por su parte,

matemáticos como Augustin-Louis Cauchy, Camille Jordan, Ludwig Sylow y es-

pecialmente Ferdinand G. Frobenius, que formalizó la definición de grupo sin

acudir al grupo de permutaciones, hicieron lo propio con la teoría de grupos,

mientras que Élie Cartan abrió todo un nuevo campo de investigación con su

trabajo en grupos de Lie.

Sin embargo, dos de las principales ramas del álgebra vieron su desarrollo

más tardío, la teoría de anillos y la teoría de álgebras (que, a la postre, no será

sino una generalización de los anillos). Al contrario que las anteriores, la teoría

de anillos no surgió directamente de la teoría de Galois, sino que se desarrolló

sobre la teoría de números algebraica, sobre la geometría algebraica y sobre la

teoría de invariancia, mucho más avanzadas. Su origen estuvo en el desarrollo

de lo que se llamó números hipercomplejos, una idea de extensión de los nú-

meros complejos. Como los números complejos son algebraicamente cerrados,

no existe ningún cuerpo que sea extensión finita suya, por lo que los desarro-

llos finitos sobre ellos constituirían una estructura algebraica diferente. William

Rowan Hamilton desarrolló los cuaternios y los bicuaternios; James Cockle, los
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tesarines y cocuaternios, y William K. Clifford lo que se conoce como bicuater-

nios de Clifford.

Inicialmente, todas estas estructuras se estudiaban desde la rama del álge-

bra universal, que no se centra en las clases de estructuras sino en cada es-

tructura individualmente. Fue con el trabajo de Joseph Wedderburn y Emil Ar-

tin con el que se plantearon con rigor los fundamentos de la teoría de anillos,

mientras que Emmy Noether introduciría el concepto de ideales.

La teoría de álgebras sobre cuerpos (y posteriormente y de forma más gene-

ral, sobre anillos) fue desarrollada a finales del siglo XIX por matemáticos como

Sophus Lie, Wilhelm Killing o Élie Cartan, aunque su mayor desarrollo se daría

en la primera mitad del siglo XX con los revolucionarios trabajos de Burnside,

Noether, Artin, Brauer, Wedderburn o Jacobson, entre otros, y pasaría a verse

como una teoría particular de módulos sobre anillos.

Esta teoría, y en particular el trabajo en representaciones de álgebras, tuvo

y sigue teniendo una importancia capital en la matemática moderna, y es una

herramienta básica en campos como teoría de números algebraica, geometría

algebraica, álgebra homológica, teoría de categorías y por supuesto teoría de

grupos, de anillos conmutativos y de cuerpos.

Además, con el gran desarrollo del campo de la física matemática desde la

segunda mitad del siglo XX, la teoría de álgebras y su aplicación a teoría de

grupos han tenido un enorme impacto en la física, en campos que van desde la

mecánica teórica o la hidrodinámica hasta la física más abstracta como pueda

ser la mecánica cuántica o la teoría de cuerdas.

La teoría de representación de grupos, por su parte, llevó un desarrollo pa-

ralelo aunque confluyente, con una influencia capital del completo trabajo de

Frobenius en las dos últimas décadas del siglo XIX, y se unificaría en la teoría

de representación más general con el trabajo de Noether en la década de 1920.

Nuestro objetivo en este trabajo será dar una visión resumida de los con-

ceptos clave de las álgebras sobre cuerpos y anillos hasta llegar a poder definir

y entender las representaciones de álgebras.

Por razones de espacio, sin embargo, no podremos realizar un estudio com-

pleto y sistemático de toda la teoría de álgebras, y quedarán abiertas cuestiones

de importancia en lo que se conoce como módulos proyectivos sobre álgebras
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artinianas y, sobre todo, en la amplia teoría de cohomología de álgebras, que

no trataremos.

2. Definiciones y conceptos básicos

2.1. Álgebras asociativas. Generalidades.

En esta primera sección haremos un breve repaso de diferentes conceptos

básicos necesarios para su desarrollo. Nuestro primer paso será definir las es-

tructuras algebraicas que utilizaremos.

Definición 2.1. Un anillo es un conjunto no vacío R junto con dos operaciones

binarias (denotadas usualmente suma (+) y multiplicación) tales que:

(I). (R,+) es un grupo abeliano.

(II). (ab)c = a(bc) para todo a,b,c ∈ R (propiedad asociativa de la multiplica-

ción).

(III). a(b +c) = ab +ac y (a +b)c = ac +bc (propiedad distributiva a izquierda

y derecha).

Si el producto cumple:

(IV). ab = ba para todo a,b ∈ R,

se dice que R es un anillo conmutativo. Si R está dotado de un elemento 1R tal

que

(V). 1R a = a1R = a para todo a ∈ R,

se dice que R es un anillo con identidad.

El elemento neutro de la suma en un anillo se llama elemento cero y se

denota 0. Si a ∈ R y n ∈Z, la notación na tiene el significado habitual de grupos

abelianos (na = a +a + ...+a con n > 0).

Definición 2.2. Sea R un anillo. Un R-módulo (a izquierda) es un grupo abe-

liano A junto con una función R×A → A (denotaremos la imagen de (r, a) como

r a) tal que para todo r, s ∈ R y a,b ∈ A:
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(I). r (a +b) = r a + r b.

(II). (r + s)a = r a + sa.

(III). r (sa) = (r s)a.

Si R tiene elemento identidad 1R y se cumple que:

(IV). 1R a = a para todo a ∈ A,

se dice que A es un R-módulo unitario. Si R es un anillo de división, un R-

módulo unitario se denomina espacio vectorial (a izquierda).

Las propiedades de R-módulo a derecha se definen de forma análoga.

Una vez definidas estas estructuras fundamentales podemos pasar a definir

un álgebra sobre un anillo, que será el objeto fundamental del presente trabajo.

A partir de este punto, R denotará siempre un anillo conmutativo con identidad

1.

Definición 2.3. Una R-álgebra (o álgebra sobre R) es un R-módulo unitario a

derecha A sobre el que se define una aplicación bilineal A × A → A (denotada

(x, y) 7→ x y) que es asociativa (x(y z) = (x y)z para todo x, y, z ∈ A), y para la que

existe un elemento unidad 1A tal que 1A x = x1A = x para todo x ∈ A.

La condición de bilinealidad es equivalente a la propiedad distributiva a

izquierda y derecha más la propiedad añadida:

(x y)a = x(y a) = (xa)y, ∀x, y ∈ A, ∀a ∈ R (2.1)

Las R-álgebras cumplen la propiedad de ser anillos con identidad, y de for-

ma análoga si A es un anillo con identidad y un R-módulo a derecha que cum-

ple (2.1) entonces A es una R-álgebra.

Se puede definir una R-álgebra no asociativa como un R-módulo A dotado

de una aplicación bilineal cualquiera.

Debido a la bilinealidad de la multiplicación y a las identidades de módu-

los, se tiene que la aplicación a 7→ 1A a es un homomorfismo de anillos de R en

el centro de A. Análogamente, si R es un anillo con identidad, todo homomor-

fismo de R en el centro de A induce una estructura de R-módulo en A, lo que lo
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convierte en una R-álgebra. Asimismo, si la aplicación a 7→ 1A es inyectiva (esto

es, A es un R-módulo fiel), se puede identificar R con un subanillo del centro

de A. A través de esta identificación, tenemos que xa = ax, lo que convierte A

en un R-módulo a izquierda. Incluso si A no es fiel como módulo, se puede de-

finir una estructura de R-módulo a izquierda fijando que ax = xa, ya que R es

conmutativo.

Del mismo modo que todo grupo abeliano es unZ-módulo, todo anillo aso-

ciativo con identidad es unaZ-álgebra. Por tanto, la categoría de R-álgebras es

muy grande.

Denotaremos a partir de ahora por F un cuerpo. En particular F es un anillo,

por lo que podemos definir una estructura de F -álgebra, que de forma trivial

adquiere la estructura de espacio vectorial sobre F (por ser en particular un F -

módulo). La estructura de módulo de A estará determinada por su dimensión

como espacio vectorial, que denotaremos dim(A) o dimF (A), que para nuestros

propósitos será un número natural o ∞.

La restricción a cuerpos simplificará el trabajo al poder aplicar métodos

del álgebra lineal, y permitirá obtener con relativa facilidad interesantes re-

sultados. Un resultado importante en este apartado es que el homomorfismo

a 7→ 1A a encaja F en A siempre que A sea no trivial (0 6= 1A), por lo que se pue-

de identificar F con un subanillo del centro de A. Esto en particular provee que

1A = 1.

Definición 2.4. Sean A y B dos R-álgebras y f una aplicación de A en B . Deci-

mos que f es un homomorfismo de álgebras si es simultáneamente un homo-

morfismo de módulos y un homomorfismo de anillos que preserva el elemento

unidad. Análogamente se definen los conceptos de isomorfismos, endomorfis-

mos y automorfismos de álgebras.

Denotaremos A ∼= B si existe un isomorfismo entre A y B . Claramente, ∼= es

una relación de equivalencia.

Daremos dos definiciones diferentes de la estructura de subálgebra, que

son fundamentalmente dos formas de ver un mismo concepto:

Definición 2.5. Sea A una R-álgebra. Diremos que B ⊂ A es una R-subálgebra

si cumple una de las siguientes propiedades:
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(I). B es un subconjunto de A que incluye el 0 y el 1 y que es cerrado bajo la

suma, multiplicación y operaciones escalares de A.

(II). B es una R-álgebra subconjunto de A tal que la aplicación inclusión de B

en A es un homomorfismo de álgebras.

Si φ : A → B es un homomorfismo de R-álgebras a derecha, entonces el

núcleo de φ, que denotaremos Kerφ = {x ∈ A : φ(x) = 0}, cumple de forma in-

mediata que es un ideal bilátero y un R-submódulo de A. Análogamente, si I

es un ideal de anillos de A (que denotaremos I C A), entonces I es automáti-

camente un R-submódulo, ya que xa = x(1A a) ∈ I con x ∈ I y a ∈ R. Se observa

fácilmente que el anillo cociente A/I es una R-álgebra a derecha, y que la apli-

cación proyección natural π : A → A/I es un homomorfismo de álgebras con

núcleo I . Así, los teoremas y resultados de homomorfismos de anillos y módu-

los son válidos sin modificación para álgebras.

Uno de los resultados más importantes que se pueden trasladar de forma

inmediata a álgebras es el criterio de factorización:

Teorema 2.6. Sean A, B y C tres R-álgebras y sean φ : A → B y ψ : A → C dos

homomorfismos de R-álgebras conφ suprayectivo. Entoncesψ se factoriza por

φ (esto es, existe un homomorfismo θ : B →C tal queψ= θφ) si y solo si Kerφ⊆
Kerψ.

Se puede definir un módulo sobre una R-álgebra de forma idéntica a la de-

finición de un módulo unitario sobre un anillo. De esta forma, si A es una R-

álgebra y M es un A-módulo a derecha, entonces M hereda una estructura de

R-módulo de la siguiente forma: ua = u(1A a) con u ∈ M y a ∈ R. Análogamen-

te, si M es un A-módulo a izquierda, es también un R-módulo a izquierda. En

particular, todo módulo sobre una F -álgebra es también un espacio vectorial.

Veamos ahora el concepto de bimódulo:

Definición 2.7. Sean A y B dos R-álgebras, se dice que M es un A-B-bimódulo

si es un sistema algebraico que es simultáneamente un A-módulo a izquierda

y un B-módulo a derecha, tal que:

(xu)y = x(uy) ∀x ∈ A, ∀u ∈ M , ∀y ∈ B (2.2)
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au = ua ∀a ∈ R, ∀u ∈ M (2.3)

A continuación veremos algunos ejemplos de álgebras cuyo estudio resulta

de gran interés y de gran aplicación en el campo de las matemáticas y campos

relacionados.

2.1.1. Álgebras de endomorfismos

Las álgebras de endomorfismos sobre un anillo dado serán la principal base

sobre la que construiremos la teoría de representación, y son de fundamental

importancia en su estudio.

Sea A una R-álgebra y sean M y N dos A-módulos a izquierda o derecha.

Denotaremos el conjunto de los homomorfismos de A-módulos de M en N

como HomA(M , N ). El conjunto HomA(M , N ) tiene estructura de R-módulo

definiendo la suma y la multiplicación por escalares de la forma: (φ+ψ)(u) =
φ(u)+ψ(u), (ψa)(u) = ψ(u)a. Si M coincide con N , entonces la composición

de homomorfismos, (φψ)(u) = φ(ψ(u)), define un producto bilineal asociati-

vo con el cual el conjunto HomA(M , M) adquiere estructura de R-álgebra con

elemento unidad idM .

Denotaremos este último E A(M) y la llamaremos álgebra de endomorfis-

mos del módulo M .

La aplicación de E A(M) sobre M induce en M una estructura de E A(M)-

módulo a izquierda. De esta forma, un A-módulo a derecha M adquiere una

estructura de E A(M)-A-bimódulo. Dados φ ∈ E A(M), u ∈ M , x ∈ A y a ∈ R, se

cumple la identidad φ(ux) = (φu)x gracias a que ψ es un homomorfismo de A-

módulos y au = (idM a)(u) = (idM u)(a) por la definición de multiplicación por

escalares en E A(M).

Aprovecharemos esta estructura para definir el concepto de representación

de un álgebra.

Sean A y B dos R-álgebras y M un A-B-bimódulo. Para x ∈ A, definimos λx :

M → M por λxu = xu. Es claro que λx ∈ EB (M), la aditividad es inmediata y por

las propiedades de R-álgebra tenemos que λx(uy) = x(uy) = (xu)y = λx(u)y .

De forma análoga, para y ∈ B definimos ρy : M → M por ρy u = uy . Así, ρy ∈
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E A(M).

Es claro que la aplicación x 7→λx es un homomorfismo de anillos, y con las

propiedades que hemos visto es de hecho un homomorfismo de R-álgebras:

λxau = x(au) = x(ua) = (xu)a = (λxu)a = (λx a)u con x ∈ A, a ∈ R, u ∈ M , de

forma que actúa sobre R.

Por su parte, la aplicación producto por escalares a derecha no es un homo-

morfismo de anillos, sino un antihomomorfismo. Tenemos que ρx y u = ux y =
ρy (ux) = ρyρxu. Se puede ver como un homomorfismo del opuesto de B , B∗,

en E A(M), siendo B∗ el opuesto habitual en categorías que se obtiene de B in-

virtiendo el orden de los factores en los productos.

Denotaremos el homomorfismo x 7→λx y el antihomomorfismo y 7→ ρy por

λ y ρ respectivamente.

Si M es un A-módulo a izquierda, entonces se puede ver M como un A-R-

bimódulo, ya que R es conmutativo. En este caso, se dice que λ es una repre-

sentación de A, esto es, un homomorfismo de álgebras de A en ER (M). Análo-

gamente, si φ : A → ER (M) es una representación, entonces M es un A-módulo

a derecha con xu =φ(x)u, donde u ∈ M , x ∈ A. De esta forma, se tiene una co-

rrespondencia unívoca entre representaciones de un álgebra A y A-módulos a

izquierda. De forma análoga tenemos una relación entre los A-módulos a de-

recha y las representaciones de su dual A∗.

Es inmediato obtener que si φ y ψ son dos homomorfismos de A en ER (M),

es decir, representaciones sobre el mismo R-módulo, entonces φ y ψ inducen

estructuras de A-módulo isomorfas en M si y solo si existe un elemento inver-

sible θ en ER (M) tal que ψ(x) = θ−1φ(x)θ para todo x ∈ A. Generalizando el

resultado, existe un homomorfismo entre las estructuras de módulo definidas

sobre M a través de φ y ψ si y solo si existe un endomorfismo de R-módulos

θ ∈ ER (M) tal que φ(x)θ = θψ(x) para todo x ∈ A. En ese caso se dice que θ

entrelaza las representaciones φ y ψ.

Debido a las propiedades de asociatividad y a la existencia de elemento

identidad, toda R-álgebra A adquiere una estructura de A-bimódulo, por lo

que podemos construir representaciones usando A como módulo de represen-

tación. Los homomorfismos correspondientes λ y ρ de A en E A(A) se llaman

respectivamente representación regular a izquierda y a derecha de A.
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Podemos obtener una propiedad muy interesante de estas representacio-

nes regulares por métodos elementales:

Proposición 2.8. Sea A una R-álgebra y sean λ y ρ sus representaciones regu-

lares a izquierda y derecha respectivamente. Entonces λ y ρ son aplicaciones

biyectivas. En particular, A ∼= E A(A) como R-álgebras, considerando A como

un A-módulo a derecha.

Demostración Hemos visto anteriormente que λ : A → E A(A) es un homo-

morfismo de R-álgebras con núcleo {x ∈ A : x A = 0}, que ha de ser un ideal de A,

pero este ideal es 0 ya que A tiene elemento unidad. Entonces φ(x) =φ(1 · x) =
φ(1)x = λy x donde y = φ(1). Así, λ es suprayectiva. De forma análoga vemos

que ρ es también biyectiva.

2.1.2. Álgebras de grupos

El estudio de la teoría de representación de álgebras asociativas está íntima-

mente ligado con el estudio de la representación de grupos, y a nivel histórico

tuvo en él uno de sus principales objetivos. Para realizar ese estudio se debe de-

finir el concepto de álgebra de grupo. Fundamentalmente, un álgebra de grupo

sobre R es una R-álgebra que se construye como un R-módulo libre con una

base que consiste en los elementos de un grupo G , con la multiplicación indu-

cida por la operación interna de G .

En particular es de amplio uso la construcción de álgebras de grupo sobre

cuerpos, en cuyo caso se construye un espacio vectorial tomando cada elemen-

to de G como un vector de la base. De esta forma, la estructura como espa-

cio vectorial está unívocamente determinada por la cardinalidad del grupo G

mientras que la estructura interna está determinada por su estructura de gru-

po. De esta forma el estudio de álgebras de grupo de determinada dimensión

se reduce al estudio de los grupos de la misma cardinalidad.

Podemos generalizar la definición a la de álgebra de convolución, que se

construye a partir de un monoide (un conjunto con multiplicación asociativa

con elemento unidad) sobre un anillo:

Definición 2.9. Sea G un monoide y R un anillo conmutativo con elemento
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unidad. Denotamos:

RG = {ξ ∈ RG : ξ(x) = 0 para casi todo x ∈G}. (2.4)

Definimos la suma y la multiplicación por escalares de elementos de RG com-

ponente a componente:

(ξa +ηb)(x) = ξ(x)a +η(x)b ∀a,b ∈ R, ∀ξ,η ∈ RG , ∀x ∈G (2.5)

Y definimos la multiplicación interna por convolución:

(ξη)(x) =∑
ξ(y)η(z), (2.6)

sumado sobre el conjunto finito de pares (y, z) ∈ G × G tales que y z = x

y ξ(y)η(z) 6= 0.

Definimos para cada x ∈ G la función χx ∈ RG dada por χx(z) = 0 si z 6= x,

y χx(x) = 1. Es claro que dado ξ ∈ RG se tiene que ξ = ∑
χxξ(x), sumado sobre

todos los x ∈ G tales que ξ(x) 6= 0. Se sigue que RG es un R-módulo libre con

base {χx : x ∈G}.

Además, χx(u)χy (v) = 0 si u 6= x o v 6= y , y χx(x)χy (y) = 1. Así, (χxχy )(z) = 0

si z 6= x y , y (χxχy )(x y) = 1. Por tanto, es claro que χxχy =χx y . Se puede demos-

trar por procedimientos elementales que χ1 es el elemento unidad de RG y que

RG cumple las propiedades de R-álgebra.

Por lo anterior, se tiene que la aplicación x 7→ χx es un homomorfismo de

monoides inyectivo. Por tanto, se puede identificar x con su correspondiente

función χx . Utilizando esta convención podemos simplificar la notación y de-

notar los elementos de RG como las combinaciones lineales
∑

xax con x ∈ G ,

ax ∈ R y la suma extendida a un subconjunto finito de G . Salvo el orden de los

sumandos, esta representación es única.

Finalmente, es fácil observar que si G es un monoide, A una R-álgebra y

φ : G → A un homomorfismo de G en el monoide multiplicativo de A, entonces

φ se extiende de forma única a un homomorfismo de R-álgebras de RG en A.

Efectivamente, cualquier extensión de φ a homomorfismo de módulos sa-
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tisfará la relación:

φ(
∑

xax) =∑
φ(x)ax (2.7)

Dado que G es una base de RG , esta relación define una extensión de φ a un

homomorfismo de módulos. Usando la distributividad y las propiedades de φ

se puede comprobar con facilidad que esta extensión es también un homomor-

fismo de anillos.

Notemos, por otra parte, que si bien la presentada es la definición formal

de álgebra de grupo, es mucho más intuitivo pensar en ella como el R-módulo

libre construido tomando como base los elementos de G . Es decir, podemos

pensar en el álgebra de grupo como las combinaciones lineales finitas forma-

les de elementos del grupo con coeficientes en R dotadas con las operaciones

inducidas por las de R y G ,( ∑
g∈G

ag g

)
+

( ∑
g∈G

bg g

)
= ∑

g∈G
(ag +bg )g , ag ,bg ∈ R ∀g ∈G (2.8)

( ∑
g∈G

ag g

)( ∑
g∈G

bg g

)
= ∑

g ,h∈G
(ag bh)(g h), ag ,bg ∈ R ∀g ∈G (2.9)

( ∑
g∈G

ag g

)
b = ∑

g∈G
(ag b)g , ag ,b ∈ R ∀g ∈G (2.10)

En el caso de álgebras de grupos construidas sobre cuerpos, los elementos

de G conformarían los vectores de la base del álgebra como espacio vectorial,

que sería por tanto de dimensión |G|.

2.1.3. Álgebras matriciales

Las álgebras matriciales son un tipo de álgebra de fácil manejo y construc-

ción. Dada una R-álgebra A, denotaremos con Mn(A) el conjunto de las ma-

trices n ×n con entradas en A. Es claro que Mn(A) será también una R-álgebra

con las operaciones comunes de suma y multiplicación de matrices y operacio-

nes con escalares por elementos de R. Llamaremos a Mn(A) el álgebra matricial

n ×n sobre A.
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En general denotaremos las matrices con letras griegas minúsculas. En par-

ticular llamaremos ι o ιn a la matriz identidad n×n. Asimismo denotaremos εi j

a las unidades matriciales para n y A fijados. Esto es, εi j denotará la matriz n×n

con la unidad de A en la fila i , columna j , y el cero de A en las demás entradas.

Se tiene que estas matrices cumplen:

∀1 ≤ i , j ,k, l ≤ n, εi j εkl = 0 si j 6= k; εi j ε j l = εi l (2.11)

Para describir una matriz en términos de sus entradas, usaremos la siguien-

te notación:

α= [xi j ]; α=


x11 x12 ... x1n

x21 x22 ... x2n

. . . .

xm1 xm2 ... xmn

 (2.12)

Es decir, denotaremos las entradas de la matriz con letras con dos subíndi-

ces que indicarán respectivamente la fila y la columna de la entrada.

Si A no es conmutativo como anillo entonces Mn(A) no será una A-álgebra,

pero será útil definir de todos modos la multiplicación por elementos de A. Si

α = [xi j ] ∈ Mn(A) e y ∈ A, definiremos los productos yα = [y xi j ], αy = [xi j y].

Esta definición nos permite inducir una estructura de A-bimódulo en Mn(A).

Se puede observar que Mn(A) tiene estructura de A-módulo libre con una base

formada por las unidades matriciales:

[xi j ] =∑
i j
εi j xi j (2.13)

y esta representación es única. Además, trivialmente cumple la propiedad:

(αy)β=α(yβ) ∀α,β ∈ Mn(A), ∀y ∈ A (2.14)

Demostraremos en un apartado posterior que las álgebras matriciales son

casos particulares de álgebras de endomorfismos, y de hecho se tiene que

Mn(A) ∼= E A(M) con M el A-módulo libre a derecha sobre n generadores. Por

ello todos los resultados que obtengamos para álgebras de endomorfismos se-

rán válidos para álgebras matriciales, aunque en muchos casos si se puede pa-
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sar a un álgebra matricial los cálculos serán más sencillos.

Un ejemplo de resultado de álgebras matriciales será su construcción sobre

álgebras de división, y en particular sobre álgebras sobre cuerpos, que tendrá

importancia al estudiar su estructura.

Lema 2.10. Si D es un álgebra de división, entonces Mn(D) es simple para todo

n ≥ 1.

Demostración Sea I un ideal no nulo de Mn(D). Debemos probar que si

α = [xi j ] ∈ Mn(D), entonces α ∈ I . Dado que I 6= 0, existe un β = [yi j ] no nu-

lo en I . Supongamos yr s 6= 0. Por (2.13) y (2.14) tenemos que α = ∑
i j εi j xi j =∑

i j (εi rβεs j )y−1
r s xi j ∈ I , ya que I es un ideal bilátero de Mn(D).

2.1.4. Álgebras finito-dimensionales sobre un cuerpo

Haremos una breve consideración de la construcción de álgebras de dimen-

sión finita sobre cuerpos. Como remarcamos con anterioridad, si A es una F -

álgebra sobre un cuerpo F , en particular es un F -módulo y por tanto un espacio

vectorial. Por tanto su estructura aditiva estará definida por su dimensión co-

mo espacio vectorial y tendrá una base {x1, ..., xn}. Por tanto se podrán inducir

las estructuras de álgebra en A sin más que especificar los productos

xi x j =
n∑

k=1
xk ak

i j , ak
i j ∈ F, 1 ≤ i , j ≤ n (2.15)

Y esta relación se extiende con unicidad a un producto bilineal en A con la re-

gla (
∑

i xi bi )(
∑

j x j c j ) =∑
k xk (

∑
i j bi c j ak

i j ). Los n3 elementos ak
i j se denominan

constantes de estructura del producto.

Sin embargo en general la estructura de álgebra será no asociativa. Como

vimos en la construcción de las álgebras de grupo, el producto será asociativo

si y solo si xi (x j xk ) = (xi x j )xk para todo i , j ,k entre 1 y n. Eso nos lleva a que

las constantes de estructura habrán de satisfacer:

n∑
r=1

ar
i j as

r k =
n∑

r=1
ar

j k as
i r ∀1 ≤ i , j ,k, s ≤ n (2.16)

A partir de esta relación se puede obtener una nueva condición para ga-
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rantizar la asociatividad. Asociaremos a cada transformación lineal φ y cada

F -base {x1, ..., xn} de A la matriz α(φ) = [ak
φ j ] definida por φ(xm) =∑n

k=1 xk ak
φ j .

Como se verá más adelante, la aplicación φ 7→α(φ) es un isomorfismo de E(A)

en Mn(F ). Es fácil ver que [ak
i j ] es la matriz asociada de esta forma a λxi al mis-

mo tiempo que a ρx j . Así, la identidad anterior equivale a las condiciones

λxiρxk (x j ) = ρxkλxi (x j ) ∀1 ≤ i , j ,k ≤ n (2.17)

Así, (2.16) es una versión coordenada de la condición de conmutación de

las representaciones regulares de A, lo cual equivale a la asociatividad.

Por otra parte, para tener un álgebra asociativa es necesario que tenga uni-

dad. La manera más sencilla de comprobar que las ecuaciones (2.15) definen

un álgebra con unidad es requerir que uno de los elementos de la base, e. g. x1,

actúe como la unidad. Es claro que esta condición es equivalente a

ak
1 j = ak

j 1 = δ j k ∀1 ≤ j ,k ≤ n (2.18)

con δ j k la delta de Kronecker. Dicho de otro modo, la condición equivale a

λx1 = ρx1 = idA.

Es importante remarcar que con este requerimiento no hemos limitado las

álgebras que podemos construir sobre F , ya que si n > 0 toda F -álgebra n-

dimensional A es no trivial, por lo que podemos tomar el elemento unidad de

A como un elemento de la base.

Por limitación en la profundidad del trabajo no nos pararemos a estudiar la

unicidad de estas construcciones, pero es un resultado conocido que dado un

cuerpo F y un número natural n ≥ 1 la cardinalidad de los tipos de isomorfis-

mos de F -álgebras n-dimensionales es a lo sumo |F |n3
.

2.1.5. Álgebras de cuaternios

La importancia de las álgebras de cuaternios y su relevancia histórica sub-

yacen en el hecho de que es una de las álgebras no asociativas no triviales más

sencillas que se pueden construir y en su importante aplicación en distintos

campos, especialmente en física.
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Realizaremos la construcción sobre un cuerpo F cuya característica no sea

2, debido a las particularidades de estos últimos.

Definición 2.11. Sea F un cuerpo de característica distinta de 2 y sean a y b dos

elementos de F . Decimos que A es un álgebra de cuaternios generalizada sobre

F y lo denotamos A =
(

a,b

F

)
si A es el F -espacio vectorial de dimensión 4 con

base 1, i, j,k y dotado de la multiplicación bilineal definida por la actuación de

1 como elemento unidad y por las relaciones

i2 = a, j2 = b, ij =−ji = k (2.19)

donde en las dos primeras relaciones se utiliza la identificación convencional

de F con los múltiplos escalares del elemento unidad de A. Asumiendo la aso-

ciatividad, el resto de la tabla de multiplicar para la base de A se sigue de forma

inmediata:

k2 =−ab, ik =−ki = ja, jk =−kj =−ib (2.20)

El caso ampliamente utilizado de los cuaternios de Hamilton son el caso

particularH=
(−1,−1

R

)
.

Estudiemos algunas propiedades de este tipo de álgebras:

Lema 2.12. Para todo a,b ∈ F no nulos, A =
(

a,b

F

)
es un álgebra simple con

centro F .

Demostración. Introduciremos el llamado corchete de Lie: [x, y] = x y − y x.

Si tomamos en general x = c0 + ic1 + jc2 +kc3 ∈ A, entonces utilizando (2.19) y

(2.20) tenemos que [i, x] = j(2ac3)+k(2c2), [j, x] = i(−2bc3)+k(−2c1) y [k, x] =
i(2bc2)+j(−2ac1). En particular, si x ∈ Z (A) se cumple que [i, x] = [j, x] = [k, x] =
0, de forma que necesariamente c1 = c2 = c3 = 0, por lo que Z (A) = F .

Para ver que es simple, suponemos 0 6= x ∈ I con I C A. Dado que I es un

ideal bilátero que contiene a x, también incluye los productos triples de Lie

[j, [i, x]] = i(−4bc2), [k, [j, x]] = j(4abc3) y [i, [k, x]] = k(−4ac1). Si c1,c2 y c3 no son

todos cero, entonces I contiene una unidad de A; si c1 = c2 = c3 = 0 entonces

0 6= x = c0 es una unidad que pertenece a I . En cualquiera de los casos, I = A

por lo que A es simple.
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Decimos que una F -álgebra A es central si Z (A) = F . Por tanto, las álgebras

de cuaternios son centrales y simples. De hecho, se puede demostrar que to-

da álgebra central, simple y de dimensión cuatro es un álgebra de cuaternios.

También se demuestra que un álgebra de cuaternios sobre F o bien es un álge-

bra de división o bien es isomorfa a M2(F ).

2.2. Introducción al producto tensorial de módulos

2.2.1. Producto tensorial de dos módulos

Una importante construcción en el campo de las álgebras es el producto

tensorial de álgebras, que trataremos con más detalle más adelante. En la pre-

sente sección realizaremos un breve repaso al más general producto tensorial

de módulos, en el que profundizaremos más en la sección dedicada a módulos.

Sea R un anillo, M un R-módulo a derecha y N un R-módulo a izquier-

da. Consideraremos el llamado problema de la aplicación universal, con Σ la

clase de estructuras de Z-módulos (siendo los morfismos las aplicaciones Z-

lineales, es decir, los homomorfismos de grupos aditivos) y llamaremos α-apli-

caciones a las aplicaciones f de M×N en unZ-módulo G que seanZ-bilineales

y que además satisfagan para todo x ∈ M , y ∈ N y λ ∈ R la condición de aplica-

ción equilibrada,

f (xλ, y) = f (x,λy) (2.21)

Es un resultado conocido que este problema admite solución. Por tanto,

consideramos elZ-módulo C =Z(M×N ) de combinaciones lineales formales de

los elementos de M ×N con coeficientes en Z. Una base de este módulo es el

conjunto de pares ordenados (x, y) con x ∈ M , y ∈ N . Sea D elZ-submódulo de

C generado por elementos de los siguientes tipos:
(x1 +x2, y)− (x1, y)− (x2, y)

(x, y1 + y2)− (x, y1)− (x, y2)

(xλ, y)− (x,λy)

(2.22)

con x, x1, x2 ∈ M , y, y1, y2 ∈ N y λ ∈ R.

Definición 2.13. El producto tensorial del R-módulo a derecha M y el R-módulo
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a izquierda N , denotado M ⊗R N (o simplemente M ⊗N si no se presta a con-

fusión) es el Z-módulo cociente C /D con C y D los definidos anteriormente.

Dados x ∈ M e y ∈ N , denotamos al elemento de M ⊗N que es imagen canóni-

ca del elemento (x, y) de C como x ⊗ y y lo llamamos producto tensorial de x e

y .

La aplicación (x, y) 7→ x ⊗ y de M × N en M ⊗ N se denomina aplicación

canónica, y es una aplicaciónZ-bilineal que satisface (2.21).

Probemos que el producto tensorial junto con la aplicación canónica es una

solución del problema de la aplicación universal anterior:

Proposición 2.14. (a) Sea g una aplicación Z-lineal de M ⊗N en un Z-mó-

dulo G . La aplicación (x, y) 7→ f (x, y) = g (x ⊗ y) de M × N en G en Z-

bilineal y satisface la condición (2.21).

(b) Recíprocamente, sea f una aplicaciónZ-bilineal de M ×N en unZ-mó-

dulo G que satisface la condición (2.21). Entonces existe una única apli-

caciónZ-lineal g de M⊗N en G tal que f (x, y) = g (x⊗y) para todo x ∈ M ,

y ∈ N .

Demostración. Si φ denota la aplicación canónica de M ×N en M ⊗N , en-

tonces f = g ◦φ, lo que demuestra (a).

Para probar (b), notemos que, en la notación usada, f se extiende a una

aplicación Z-lineal f de C en G . Por la relación (2.21), f vale cero para todos

los elementos de C de uno de los tipos de (2.22) y por tanto sobre D . Por tanto

existe una aplicaciónZ-lineal g de C /D = M ⊗N en G tal que f = g ◦ψ, donde

ψ : C → C /D es el homomorfismo canónico. La unicidad de g es inmediata ya

que M ⊗N está generado comoZ-módulo por los elementos x ⊗ y .

Definimos así un isomorfismo canónico del Z-módulo de aplicaciones Z-

bilineales f de M ×N en G que satisfacen la condición (2.21) en el Z-módulo

HomZ(M ⊗N ,G).

Corolario 2.15. Sea H unZ-módulo y h : M×N → H una aplicaciónZ-bilineal

que satisface (2.21) y tal que H está generada por h(M ×N ). Supongamos que

para todoZ-módulo G y toda aplicaciónZ-bilineal f de M ×N en G que satis-

face (2.21) existe una aplicaciónZ-lineal g : H →G tal que f = g ◦h. Entonces,
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si φ denota la aplicación canónica de M ×N en M ⊗N , existe un único isomor-

fismo θ de M ⊗N en H tal que h = θ ◦φ.

Corolario 2.16. Sea M∗ (resp. N∗) el módulo M (resp. N ) considerado como

módulo a izquierda (resp. a derecha) sobre el anillo inverso R∗. Entonces existe

un único isomorfismo de Z-módulos σ : M ⊗R N → N∗⊗R∗ M∗ tal que σ(x ⊗
y) = y ⊗ x para todo x ∈ M , y ∈ N (propiedad de conmutatividad de productos

tensoriales).

Las demostraciones de ambos corolarios son inmediatas usando la propo-

sición probada y las propiedades del problema de la aplicación universal.

2.2.2. Producto tensorial de dos aplicaciones lineales

Sea R un anillo, M , M ′ dos R-módulos a derecha, N , N ′ dos R-módulos a

izquierda y u : M → M ′ y v : N → N ′ dos aplicaciones R-lineales. Se comprueba

fácilmente que la aplicación

(x, y) 7→ u(x)⊗ v(y) (2.23)

de M ×N en M ′⊗N ′ esZ-bilineal y satisface la condición (2.21). Por la propo-

sición 2.14 existe por tanto una única aplicaciónZ-lineal w : M ⊗N → M ′⊗N ′

tal que

w(x ⊗ y) = u(x)⊗ v(y) (2.24)

para todo x ∈ M , y ∈ N . Esta aplicación se denota u⊗v y se denomina producto

tensorial de las aplicaciones lineales u y v .

Se sigue de forma inmediata de (2.24) que la aplicación (u, v) 7→ u⊗v es una

aplicaciónZ-bilineal que llamaremos canónica:

HomR (M , M ′)×HomR (N , N ′) → HomZ(M ⊗N , M ′⊗N ′)

Le corresponde por tanto una aplicación Z-lineal que llamaremos canóni-

ca:

HomR (M , M ′)⊗ZHomR (N , N ′) → HomZ(M ⊗N , M ′⊗N ′) (2.25)
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que asocia a cada elemento u ⊗ v del producto tensorial la aplicación canó-

nica u ⊗ v : M ⊗N → M ′⊗N ′. Esta aplicación canónica no es necesariamente

inyectiva ni suprayectiva, por lo que la notación u ⊗ v en ciertos casos puede

llevar a confusión y será necesario indicar si denota un elemento del producto

tensorial o una aplicación lineal.

Finalmente, sea M ′′ un R-módulo a derecha y N ′′ un R-módulo a izquierda

y u′ : M ′ → M ′′ y v ′ : N ′ → N ′′ aplicaciones R-lineales. Entonces es inmediato

obtener que

(u′ ◦u)⊗ (v ′ ◦ v) = (u′⊗ v ′)◦ (u ⊗ v) (2.26)

3. Módulos

Como vimos con anterioridad, es sobre la teoría de módulos sobre la que

se construye la teoría de representaciones, y es por ello que partiendo del estu-

dio fundamental de módulos obtendremos resultados generales que podremos

aplicar al estudio de las álgebras.

En particular, estudiaremos las estructuras de módulos simples y semisim-

ples, ya que nos llevarán al concepto de álgebra semisimple y finalmente al

radical, que estudiaremos con más detalle en una sección posterior.

A partir de este punto, A denotará una R-álgebra no trivial. El anillo R sobre

el que la construyamos no será especialmente relevante ya que los resultados

serán generales en lo que se refiere a álgebras, por lo que hablaremos simple-

mente de «álgebras» refiriéndonos a álgebras sobre un cierto anillo.

Por otra parte, dado que no exigimos que A sea conmutativa no existe una

identificación natural entre A-módulos a derecha e izquierda. No obstante, las

teorías de módulos a izquierda y derecha son idénticas, por lo que salvo que se

indique otra cosa tomaremos simplemente A-módulos a derecha y los resulta-

dos serán completamente extrapolables a A-módulos a izquierda.

3.1. Cambio de escalares

Cualquier álgebra A es en particular un A-módulo a derecha y a izquierda

con la operación escalar definida por el producto interno del álgebra. Usare-
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mos por tanto la notación A A y A A para indicar A como A-módulo a derecha e

izquierda respectivamente.

En estas condiciones, los submódulos de A A son precisamente los ideales a

derecha de A. Por tanto, todos los conceptos y resultados para submódulos de

A pueden aplicarse de forma directa a sus ideales a derecha e izquierda.

Para el estudio de la teoría de submódulos necesitaremos hacer uso de algu-

nos conceptos básicos de teoría de categoría, aunque en la medida de lo posible

intentaremos prescindir de ellos para buscar un enfoque más clásico.

Una técnica útil en el estudio de las álgebras es la comparación de los mó-

dulos sobre A con los módulos sobre un álgebra relacionada, B . El concepto

subyacente a esta comparación será un funtor que relacione ambas categorías,

aunque podremos expresar los resultados mediante técnicas elementales.

Sean A y B dos álgebras, y sea θ : A → B un homomorfismo de álgebras.

Sea M un B-módulo a derecha, definiremos las operaciones escalares en M por

elementos de A como ux = uθ(x) con u ∈ M , x ∈ A. Trivialmente esta operación

dota a M de una estructura de A-módulo a derecha. Denotaremos por MA (o,

de ser necesario, Mθ) a M con esta estructura escalar.

Esta aplicación de M en MA constituye un funtor de la categoría de módu-

los de B en la de módulos de A. Existen dos casos particulares importantes que

someteremos a estudio. El primero de ellos es el caso en que A es una subál-

gebra de B y θ es el homomorfismo de inclusión. En ese caso denominamos

funtor de olvido al funtor asociado.

El segundo caso de estudio será en el que B = A/I con I un ideal de A, y θ

el homomorfismo de proyección. En este caso definimos la operación sobre M

como

ux = u(x + I ) (3.1)

Enunciemos un resultado elemental que nos servirá más adelante

Lema 3.1. Sean A,B dos álgebras y θ : A → B un homomorfismo de álgebras, y

sean M y N dos B-módulos a derecha. Entonces

(I). (M ⊗N )A = MA ⊗NA.

(II). Si φ ∈ HomB (M , N ), entonces φ ∈ HomA(MA, NA). Si θ es un epimorfismo

23



entonces HomB (M , N ) = HomA(MA, NA).

(III). Si N es un submódulo de M , entonces NA es un submódulo de MA. Si θ

es un epimorfismo entonces los conjuntos S(M) y S(MA) de submódulos

de M y MA coinciden.

La demostración del lema es elemental. Si θ : A → B es un epimorfismo de

álgebras, definiremos una caracterización de los A módulos con la forma MA

con M un B-módulo.

Definición 3.2. Sea M un A-módulo a derecha y X un subconjunto de M . De-

finimos el anulador de X en A, annX , como

annX = {x ∈ A : ux = 0 ∀u ∈ X } (3.2)

La definición del anulador para A-módulos a izquierda es análoga.

Enunciaremos algunos resultados simples e importantes de anuladores que

serán útiles posteriormente.

Lema 3.3. Sean M , M ′ y {Mi : i ∈ J } A-módulos a derecha, X ⊆ M y Y ⊆ M .

Entonces,

(I). annX es un ideal a derecha de A. Si X es un submódulo de M , entonces

X C A.

(II). Si X ⊆ Y , entonces annX ⊇ annY .

(III). Si M ∼= M ′, entonces annM = annM ′.

(IV). Si M =∑
i∈J Mi , entonces annM =⋂

i∈J annMi .

(V). Si M es un ideal a derecha de A, entonces ann(A/M) es el mayor ideal K

de A que cumple K ⊆ M .

Las cuatro primeras propiedades son inmediatas por la definición de anula-

dor. Para la última, basta observar que por la primera propiedad, ann(A/M) es

un ideal de A, que es claramente un subconjunto de M . Por otra parte, si K C A

y K ⊆ M , entonces (x+M)K ⊆ M para todo x ∈ A, de forma que K ⊆ ann(A/M).
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Proposición 3.4. Sean A y B dos R-álgebras, y θ : A → B un epimorfismo. Si N

es un A-módulo a derecha entonces existe un B-módulo a derecha M tal que

N = MA si y solo si Kerθ ⊆ annN .

Demostración. Claramente Kerθ ⊆ annMA. Análogamente, si Kerθ ⊆ annN

entonces la ecuación uθ(x) = ux define una operación escalar válida en N por

los elementos de Imθ = B . Con esta operación, N se convierte en un B-módulo

M , y N = MA por definición.

Esta proposición adquiere gran importancia cuando B = A/I con I un ideal

de A. En ese caso, un A-módulo N proviene de un A/I -módulo si y solo si I ⊆
annN . De esta forma, no haremos distinción entre los A/I -módulos y los A-

módulos tales que I ⊆ annN .

Diremos que un A-módulo M es fiel si annM = 0.

Corolario 3.5. Si I es un ideal del álgebra A, y N es un A/I -módulo a derecha,

entonces N es fiel como A/I -módulo si y solo si annNA = I .

Demostración. Claramente, annNA/I = (annNA)/I .

3.2. El retículo de submódulos

Dado cualquier A-módulo M , la colección S(M) de todos los submódulos

de M está dotada de un orden parcial por la relación de inclusión. Además, si

{Ni : i ∈ J } es un conjunto de submódulos de M , entonces
⋂

i∈J Ni es un submó-

dulo de M (si J =; tomamos la intersección como M). Claramente, la intersec-

ción es el mayor submódulo de M incluido en todos los Ni , esto es,
⋂

i∈J Ni

es la mayor cota inferior de {Ni : i ∈ J } con respecto a la relación de orden de

inclusión.

El conjunto {Ni : i ∈ J } tiene también una menor cota superior entre los

submódulos de M . En general esta cota no es la unión de los conjuntos sino el

submódulo generado por la unión,
∑

i∈J Ni = {
∑m

k=1 uk : uk ∈ Nik }. En particular,

la menor cota superior de dos submódulos N y P de M es N +P = {u + v : u ∈
N , v ∈ P }.

Un conjunto parcialmente ordenado en el que todos los subconjuntos tie-

nen una cota inferior máxima y una cota superior mínima se denomina retícu-
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lo completo. Trabajaremos por tanto sobre el hecho de que S(M) es un retículo

completo.

Se pueden ver muchas propiedades fundamentales de módulos como he-

chos sobre retículos de módulos. Veremos algunas propiedades teóricas de re-

tículos que se cumplen en todos los retículos de la forma S(M). El siguiente

resultado es el más importante de ellos.

Teorema 3.6. Ley modular. Sean N ,P y Q submódulos de M tales que N ⊆Q.

Entonces N + (P ∩Q) = (N +P )∩Q.

Demostración. Trivialmente, N + (P ∩Q) ⊆ N +P , y N + (P ∩Q) ⊆ Q por la

hipótesis de que N ⊆Q. Así, N +(P ∩Q) ⊆ (N +P )∩Q. Por otra parte, si u ∈ (N +
P )∩Q, entonces u = v+w con v ∈ N y w ∈ P . Así, w = u−v ∈ P∩(Q+N ) = P∩Q,

y u = v +w ∈ N + (P ∩Q).

La ley modular (también llamada modularidad) es una condición bastante

débil sobre un retículo. Algunos de los retículos de submódulos que estudiare-

mos tienen la propiedad mucho más fuerte de la distributividad.

Lema 3.7. Sea M un A-módulo. Las siguientes identidades (i.e., ecuaciones vá-

lidas para cualquier N ,P y Q) son equivalentes para S(M):

(I). N ∩ (P +Q) = (N ∩P )+ (N ∩Q).

(II). N + (P ∩Q) = (N +P )∩ (N +Q).

(III). (N ∩P )+ (P ∩Q)+ (Q ∩N ) = (N +P )∩ (P +Q)∩ (Q +N ).

La demostración es directa sin más que aplicar repetidamente las identida-

des y aplicar la ley modular.

Proposición 3.8. Sea M un A-módulo tal que S(M) es no distributivo. Entonces

existen submódulos distintos P y Q de M tales que P/(P ∩Q) ∼=Q/(P ∩Q) como

A-módulos.

Demostración. Dado que S(M) es no distributivo, existen submódulos M0,

M1, M2, M3 y M4 de M tales que

M0 = (M1∩M2)+(M2∩M3)+(M3∩M1) ⊂ (M1+M2)∩(M2+M3)∩(M3+M1) = M4

(3.3)
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Definimos

N = (M1 ∩M2)+ (M3 ∩ (M1 +M2)), (3.4)

P = (M2 ∩M3)+ (M1 ∩ (M2 +M3)), (3.5)

Q = (M1 ∩M3)+ (M2 ∩ (M1 +M3)). (3.6)

Aplicando la ley modular, tenemos que

P ∩Q = M0 (3.7)

y

P +Q = M4 (3.8)

En particular, P 6=Q ya que M0 ⊂ M4. Además, es fácil obtener que N ∩P =
N ∩Q = M0, y N + P = N +Q = M4. Por el isomorfismo de Noether, P/(P ∩
Q) = P/(P ∩ N ) ∼= (P + N )/N = M4/N . Análogamente, Q/(P ∩Q) ∼= M4/N . Así,

P/(P ∩Q) ∼=Q/(P ∩Q).

Dada una R-álgebra A, denotamos por I (A) el conjunto de los ideales de A.

Es sabido que los A-bimódulos se pueden ver como módulos a derecha sobre

el álgebra envolvente Ae de A,y los subbimódulos de A son los ideales biláteros.

Es por tanto consecuencia inmediata que I (A) es un retículo completo y

modular. Además, si I (A) no es distributivo, existen ideales distintos I y J en A

tales que I /(I ∩ J ) ∼= J/(I ∩ J ) como A-bimódulos. La demostración es comple-

tamente análoga a la realizada para S(A).

3.3. Módulos simples

Definición 3.9. Un módulo a derecha o izquierda N es simple si no es el módu-

lo cero y los únicos submódulos de N son 0 y N . Un módulo M es semisimple

si M es suma directa de módulos simples

Una denominación alternativa habitual en teoría de anillos es la de módulo

irreducible para módulo simple y módulo completamente reducible para mó-

dulo semisimple. Usaremos sin embargo el convenio dado en la definición.
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Trivialmente, un ideal a derecha M de un álgebra A es un A-módulo sim-

ple si y solo si M es un ideal minimal a derecha, esto es, M es minimal en el

conjunto de ideales a derecha no nulos de A. Por supuesto, A no tiene por qué

tener ideales minimales a derecha. No existe ninguno en el anilloZ de enteros,

por ejemplo.

Por otra parte, la hipótesis de que A posea un elemento unidad distinto de

cero implica, utilizando el lema de Zorn, que A incluye al menos un ideal ma-

ximal a derecha, esto es, un ideal que es maximal en el conjunto de ideales a

derecha propios de A. Además, si M es un ideal maximal a derecha de A, en-

tonces por el teorema de correspondencia, A A/M es un módulo simple. Análo-

gamente, si A A/M es simple, entonces M es un ideal maximal a derecha.

Proposición 3.10. Para un A-módulo a derecha no nulo N , las siguientes con-

diciones son equivalentes:

(I). N es simple.

(II). u A = N para todo u ∈ N distinto de cero.

(III). N ∼= A A/M para algún ideal maximal a derecha M de A.

Demostración. (I) implica claramente (II), ya que 0 6= u ∈ u A < N implica que

u A = N por la simplicidad de N . Análogamente, dado que N 6= 0, (II) implica

que N es el único submódulo distinto de cero de N , esto es, que N es simple.

Como se afirmó más arriba, el que (III) implique (I) es consecuencia del teore-

ma de correspondencia.

Para probar que (II) implica (III), sea u un elemento distinto de cero de N .

Por (II), la aplicación x 7→ ux es un epimorfismo de módulos de A A en N cuyo

núcleo M es un ideal a derecha de A. Dado que (II) implica (I), se sigue que

A A/M ∼= N es simple. Por tanto, M es un ideal maximal a derecha de A.

Proposición 3.11. Lema de Schur. Sean M y N A-módulos a derecha, y sea

φ : M → N un homomorfismo no nulo. Entonces

(I). Si M es simple, entonces φ es inyectiva.

(II). Si N es simple, entonces φ es suprayectiva.
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Demostración. Como φ 6= 0, se sigue que Kerφ 6= M y que Imφ 6= 0. Así, M

simple implica que Kerφ= 0, y N simple implica Imφ= N .

Corolario 3.12. Si M y N son A-módulos a derecha simples, entonces o bien

M ∼= N o bien HomA(M , N ) = 0.

El corolario es consecuencia inmediata del lema de Schur, ya que cualquier

homomorfismo no nulo sería un isomorfismo.

Un A-módulo a derecha N es indescomponible si N 6= 0, y N no puede es-

cribirse como suma directa de submódulos no nulos. Esto es, si N = P ⊗Q en-

tonces P = 0 o Q = 0. Los módulos indescomponibles tienen gran importancia

en la teoría de álgebras.

Corolario 3.13. Dado un módulo semisimple N , las siguientes condiciones son

equivalentes:

(I). N es simple.

(II). E A(N ) es un álgebra de división.

(III). N es indescomponible.

Demostración. Si N es simple, entonces todo endomorfismo no nulo de N

tiene inversa por el lema de Schur, por lo que E A(N ) es un álgebra de división.

Si E A(N ) es un álgebra de división, entonces idN 6= 0, por lo que N 6= 0. Además,

para cualquier descomposición en suma directa N = P ⊗Q, existe un elemento

π ∈ E A(N ) tal que π(N ) = P , (1−π)(N ) = Q y π2 = π; así, π es la proyección de

N en P asociada con la descomposición. Por tanto, π(idN −π) = 0. La hipóte-

sis de que E A(N ) sea un álgebra de división implica que π = 0 o idN −π = 0.

En esos casos, respectivamente, P = 0 o Q = 0. Finalmente, las hipótesis de N

indescomponible y semisimple solo son compatibles si N es simple.

En adelante nos referiremos al propio lema y a sus dos corolarios como «le-

ma de Schur» siempre y cuando no cause confusión.
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3.4. Módulos semisimples

Si N y P son submódulos de un A-módulo M , llamamos a P un comple-

mento de N en S(M) si N +P = M y N ∩P = 0. Dicho de otra forma, M es la

suma directa interna de N y P . Claramente, esta relación es simétrica. En gene-

ral, los complementos no son únicos ni tienen por qué existir. De hecho, proba-

remos que la existencia universal de complementos caracteriza a los módulos

semisimples.

Lema 3.14. Sea M un módulo tal que M = ∑
i∈J Ni , con los Ni submódulos

simples de M . Si P ∈ S(M), entonces existe un subconjunto I de J tal que M =(⊕
i∈I Ni

)⊕P .

Demostración. Por el lema de Zorn, existe un subconjunto I de J tal que

la colección {Ni : i ∈ I } es maximal respecto a la independencia:
(∑

i∈I Ni
)+

P = (⊕
i∈I Ni

)⊕P . Sea M1 = (∑
i∈I Ni

)+P . La maximalidad de I implica que

M1 ∩ N j 6= 0 para todo j ∈ J . Por tanto, dado que cada N j es simple, N j ⊆ M1

para todo j ∈ J . Así, M =∑
j∈J N j ⊆ M1 ⊆ M , y por tanto M = (⊕

i∈I Ni
)⊕P .

Proposición 3.15. Dado un A-módulo a derecha M , las siguientes condiciones

son equivalentes:

(I). M es semisimple.

(II). M =∑
{N ∈ S(M) : N es simple}.

(III). S(M) es un retículo complementado, esto es, todo submódulo de M tiene

un complemento en S(M).

(IV). Si P ∈ S(M), entonces S(P ) es un retículo complementado.

Demostración. Es claro que (I) implica (II) sin más que utilizar la definición de

módulo semisimple. Además, utilizando el lema anterior es inmediato que (II)

implica (III), y además que (II) implica (I) tomando P = 0.

Si tomamos ahora M1 ∈ S(P ), utilizando (III) tenemos que existe M2 ∈ S(M)

tal que M = M1⊕M2. Por tanto, P = P ∩(M1⊕M2) = M1⊕(P ∩M2) con P ∩M2 ∈
S(P ), con lo que probamos (IV).
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Finalmente, deducimos de (IV) que si Q es un submódulo propio de M ,

entonces existe un submódulo simple N de M tal que N ∩Q = 0. Esto implica

(II) y por tanto queda probada la proposición.

Podemos observar en la demostración que, aplicando el lema de Zorn y to-

mando 0 6= u ∈ M −Q, podemos suponer que Q es maximal con la propiedad

u ∉ Q. Aplicando (IV) con P = M obtenemos un N ∈ S(M) tal que M = Q ⊕N .

Así, podemos escribir u = w + v con w ∈ Q, v ∈ N . Dado que u ∉ Q, se sigue

que v 6= 0. En particular, N 6= 0. Si N1 es un submódulo no nulo de N , enton-

ces la maximalidad de Q implica que w + v = u ∈ Q + N1 = Q ⊕ N1. Por tanto,

v ∈ N1. En particular, dos submódulos no nulos de N tienen intersección no

vacía. Por otro lado, S(N ) es complementado por (IV). La única manera de no

caer en contradicción es que S(N ) = {0, N }, y por tanto N es simple.

Corolario 3.16. Si M es semisimple y P < M , entonces P y M/P son semisim-

ples.

Demostración. Por (III) de la proposición, M ∼= P⊕M/P . Por tanto, utilizan-

do nuevamente la proposición P y M/P son semisimples.

Corolario 3.17. La suma directa de módulos semisimples es semisimple.

La demostración de este corolario es inmediata de la definición de módulos

semisimples.

Finalmente, nos interesará saber cuándo S(M) es un retículo distributivo,

para lo cual tenemos el siguiente corolario:

Corolario 3.18. Sea M un A-módulo a derecha semisimple. Suponemos que

M =⊕
i∈J Ni con cada Ni simple. Entonces S(M) es un retículo distributivo si y

solo si Ni �N j para todo i 6= j en J .

Demostración. Si N es un A-módulo a derecha no nulo y Q = N ⊕N , enton-

ces S(Q) no es distributivo. De hecho, si N1 = {(u,0) ∈ Q : u ∈ N }, N2 = {(0,u) ∈
Q : u ∈ N } y N3 = {(u,u) ∈Q : u ∈ N }, entonces N1+N2 =Q, N3∩N1 = N3∩N2 = 0,

y N3
∼= N 6= 0. Así, N3∩(N1+N2) = N3 ⊃ 0 = (N3∩N1)+(N3∩N2). En el contexto

del corolario, esta observación muestra que si S(M) es distributivo, entonces

Ni �N j para todo i 6= j .
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Para probar la otra implicación, definimos N (I ) = ∑
j∈I N j para cada sub-

conjunto I de J . Dado que la suma M =⊕
i∈J Ni es directa, es claro que N (I1 ∪

I2) = N (I1)∩N (I2) para cualesquiera dos subconjuntos I1 e I2 de J . Así, {N (I ) :

I ⊆ J } es un subretículo distributivo de S(M). Por tanto, solo nos queda pro-

bar que S(M) = {N (I ) : I ⊆ J }. Dado P < M , definimos I = {i ∈ J : P ∩ Ni 6= 0}.

Probemos que P = N (I ). Como los Ni son simples, P ∩ Ni 6= 0 implica que

Ni = P ∩Ni ⊆ P . Así, N (I ) ⊆ P . Bastará probar que P ∩N (J − I ) = 0, ya que por

la ley modular tendríamos que P = P ∩ (N (J − I )+N (I )) = P ∩N (J − I )+N (I ) =
N (I ). Suponemos P ∩N (J − I ) 6= 0 y tomamos un conjunto K ⊆ J − I de la me-

nor cardinalidad tal que P ∩ N (K ) 6= 0. Claramente, K es finito, y |K | ≥ 2 ya

que P ∩ Ni = 0 para todo i ∈ J − I . Dado i ∈ K , tomamos πi : N (K ) → Ni el

homomorfismo de proyección asociado a la descomposición directa N (K ) =⊕
j∈K N j . Como Ker(πi |P∩N (K )) ⊆ P ∩N (K − {i }), la minimalidad de |K | implica

que Ker(πi |P∩N (K )) = 0. Por tanto, dado que los Ni son simples y P ∩N (K ) 6= 0,

se sigue que πi es un isomorfismo de P ∩N (K ) en Ni . El hecho de que |K | > 1

nos lleva a contradicción con la hipótesis Ni �N j para todo i 6= j en J .

3.5. Estructura de módulos semisimples

Por definición, un A-módulo a derecha semisimple tiene una estructura

«buena», es una suma directa de módulos simples. Estudiaremos ahora la uni-

cidad de estas representaciones en suma directa. Para ello, necesitaremos ob-

tener ciertos resultados previos.

Lema 3.19. Sea M = ⊕
i∈J Ni con los Ni A-módulos a derecha simples. Su-

pongamos que N es un A-módulo a derecha simple para el que existe un ho-

momorfismo no nulo φ : N → M . Entonces, existe j ∈ J tal que M = φ(N )⊕
(
⊕

i 6= j Ni ) y N ∼= N j .

Demostración. Por el lema 3.14, existe J ′ ⊆ J tal que M =φ(N )⊕ (
⊕

i∈J ′ Ni ).

Por tanto,
⊕

i∈J−J ′ Ni
∼= M/(

⊕
i∈J ′ Ni ) ∼=φ(N ) ∼= N (usando el lema de Schur y la

hipótesis φ 6= 0). Así, |J − J ′| = 1, con lo que el lema queda demostrado.

En adelante, consideraremos {Ni : i ∈ J } un conjunto de representantes de

las clases de isomorfismos de A-módulos a derecha simples. Así, J es un con-
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junto índice no vacío, los Ni son A-módulos a derecha simples y todo A-módulo

a derecha simple es isomorfo a un único Ni .

Además, dado un A-módulo a derecha M , denotaremos M(i ) el submódulo∑
{N < M : N ∼= Ni }.

Lema 3.20. Si M es un A-módulo a derecha semisimple, entonces M =⊕
i∈J M(i ).

Demostración. Como M es semisimple, M =⊕
i∈J Mi , donde Mi =⊕

j∈K Ni j ,

con Ni j
∼= Ni . Es claro que Mi ⊆ M(i ). Bastará probar que M(i ) ⊆ Mi . Sea Ni

∼=
N < M . Expresamos M = Mi ⊕M ′

i , M ′
i =

⊕
j 6=i M j , y sea π : M → M ′

i la proyec-

ción asociada a esta descomposición. Se sigue que π(N ) = 0, esto es, N ⊆ Mi .

Como N es un submódulo cualquiera de M isomorfo a Ni , queda probado que

M(i ) ⊆ Mi .

Lema 3.21. Sean M y M ′ A-módulos a derecha semisimples. Si φ : M → M ′ es

un homomorfismo, entonces φ(M(i )) ⊆ M ′(i ) para todo i ∈ J .

Demostración. Si Ni
∼= N < M , entonces utilizando el lema de Schur oφ(N ) =

0 o φ(N ) ∼= Ni . En ambos casos, φ(N ) ⊆ M ′(i ). Se sigue que φ(M(i )) ⊆ M ′(i ).

Proposición 3.22. Sean M y M ′ A-módulos a derecha semisimples. Supon-

gamos que M = ⊕
i∈J M(i ) con M(i ) ∼= ⊕

αi Ni y M ′ = ⊕
i∈J M ′(i ) con M ′(i ) ∼=⊕

βi Ni . Entonces M es isomorfo a M ′ si y solo si los números cardinales αi y

βi son iguales para todo i ∈ J .

Demostración. Supongamos que φ : M → M ′ es un isomorfismo. Por el le-

ma 3.21, φ(M(i )) = M ′(i ) para todo i . Fijamos i ∈ J . Para probar que αi = βi ,

consideraremos primero el caso αi finito y usaremos inducción. Si αi = 0, en-

tonces M ′(i ) =φ(M(i )) =φ(0) = 0, luego βi = 0. Supongamos αi = m ≥ 1. Tene-

mos M(i ) = Ni 1 ⊕ ...⊕Ni m−1 ⊕Ni m , M ′(i ) = ⊕
k∈I N ′

i k con Ni j
∼= N ′

i k
∼= Ni para

todo j y k, y |I | =βi . Por el lema 3.19, existe l ∈ I tal que φ(Ni m)⊕ (
⊕

k 6=l N ′
i k ) =

M ′(i ) = φ(Ni m) = φ(Ni m) ⊕φ(Ni 1 ⊕ ... ⊕ Ni m−1). En consecuencia, Ni 1 ⊕ ... ⊕
Ni m−1

∼=φ(Ni 1⊕ ...⊕Ni m−1) ∼= M ′(i )/φ(Ni m) ∼=⊕
k 6=l N ′

i k . Por la hipótesis de in-

ducción, m−l = |I−{l }|, de forma queαi = m = |I | =βi . Esto completa la induc-

ción. Si βi es finito, podemos utilizar la misma demostración utilizando φ−1.

Por tanto, supongamos ahora que αi y βi son ambos infinitos. Por la propo-

sición 3.10 tenemos que existen descomposiciones M(i ) = ⊕
k∈K uk A, M ′(i ) =⊕

l∈L u′
l A, con |K | = αi y |L| = βi . El isomorfismo φ induce una aplicación λ
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de K en el conjunto de subconjuntos finitos de L tal que φ(uk ) ∈ ∑
l∈λ(k) u′

l A,

y
⋂

k∈K λ(k) = L ya que φ es suprayectiva. Por tanto, como L y K son infinitos,

βi = |L| ≤∑
k∈K |λ(k)| ≤ ℵ0 · |K | =αi . Por simetría, αi ≤ βi . Esto completa la de-

mostración de que M ∼= M ′ implica αi =βi para todo i ∈ J . La otra implicación

es inmediata.

3.6. Condiciones de cadena

La mayoría de módulos semisimples que utilizaremos serán sumas direc-

tas finitas de módulos simples. Es por ello que en este apartado estudiaremos

diferentes condiciones de finitud para los módulos semisimples.

Decimos que un A-módulo M es artiniano (resp. noetheriano) si S(M) sa-

tisface la condición de cadena descendiente (resp. ascendente). Esto es, no

existen sucesiones infinitas y estrictamente decrecientes (resp. crecientes) de

submódulos de M . De forma equivalente, M es artiniano (resp. noetheriano) si

todo subconjunto no vacío de S(M) incluye un elemento minimal (resp. maxi-

mal).

En general las propiedades artiniana y noetheriana son independientes en-

tre sí. Por ejemplo, ZZ es noetheriano pero no artiniano, mientras que el Z-

módulo Z(p∞) = {a/pn : a ∈ Z,n ∈ N}/Z es artiniano pero no noetheriano.

Sin embargo, veremos que en el caso de módulos semisimples son condicio-

nes equivalentes.

Lema 3.23. Sean M , M ′′ y N submódulos del A-módulo M , con M ′ ⊆ M ′′. En-

tonces existe una sucesión exacta

0 → M ′′∩N

M ′∩N
→ M ′′

M ′ →
M ′′+N

M ′+N
→ 0 (3.9)

Demostración. Usando los teoremas de isomorfía de Noether y la ley mo-

dular tenemos que

M ′′+N

M ′+N
=M ′′+ (M ′+N )

M ′+N
∼= M ′′

M ′′∩ (M ′+N )

= M ′′

M ′+ (M ′′∩N )
∼= (M ′′/M ′)

(M ′+ (M ′′∩N ))/M ′ (3.10)
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y (M ′+ (M ′′∩N ))/M ′ ∼= (M ′′∩N )/M ′∩ (M ′′∩N ) = (M ′′∩N )/(M ′∩N ).

Lema 3.24. Sea 0 → N → M → P → 0 una sucesión exacta de A-módulos. El

módulo M es artiniano (resp. noetheriano) si y solo si tanto N como P son ar-

tinianos (resp. noetherianos).

Demostración. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que N ∈ S(M)

y P = M/N . En este caso, S(N ) es un subretículo de S(M), y por el teorema

de correspondencia S(P ) es isomorfo a un subretículo de S(M). Por tanto, si

M es artiniano (noetheriano), también lo son N y P . Análogamente, si M0 ⊃
M1 ⊃ M2 ⊃ ... es una cadena descendiente infinita en S(M), entonces tene-

mos M0 ∩ N ⊇ M1 ∩ N ⊇ M2 ∩ N ⊇ ... en S(N ), y (M0 + N )/N ⊇ (M1 + N )/N ⊇
(M2 +N )/N ⊇ ... en S(P ), y por el lema 3.23, al menos una de estas cadenas es

infinita. Así, si N y P son artinianos, también lo es M . La demostración para el

caso noetheriano es análoga.

Lema 3.25. Supongamos que el A-módulo M es artiniano y noetheriano. En-

tonces existe una sucesión 0 = M0 ⊂ M1 ⊂ ... ⊂ Mn−1 ⊂ Mn = M tal que todos los

módulos cociente Mi+1/Mi , i < n, son simples.

Demostración. Si M = 0, entonces 0 = M0 = M . Supongamos M 6= 0. Usan-

do la hipótesis de que M es artiniano, es posible construir (por inducción) una

sucesión creciente 0 = M0 ⊂ M1 ⊂ M2 ⊂ ... de submódulos de M tales que los

factores Mi+1/Mi son simples. De hecho, si tenemos M0, M1, ..., Mi , y si Mi 6=
M , entonces existe un submódulo Mi+1 de M que contiene a Mi tal que Mi+1/Mi

es un submódulo minimal no vacío de M/Mi , ya que M/Mi es artiniano por el

lema 3.24. Como M es noetheriano, este proceso inductivo ha de terminar en

un número finito de pasos, esto es, para algún n <∞ tendremos Mn = M .

Se dice que una cadena 0 = M0 ⊂ M1 ⊂ ... ⊂ Mn−1 ⊂ Mn = M de submódulos

de M es una serie de composición de M si Mi+1/Mi es simple para todo i < n.

Los módulos cociente Mi+1/Mi se llaman factores de composición de la serie,

y son únicos

Teorema 3.26. Teorema de Jordan-Hölder. Si 0 = M0 ⊂ M1 ⊂ ... ⊂ Mn−1 ⊂ Mn =
M y 0 = M ′

0 ⊂ M ′
1 ⊂ ...M ′

k−1 ⊂ M ′
k = M son series de composición del módu-

lo M , entonces n = k, y existe una permutación π de {0,1,2, ...,n − 1} tal que

M ′
j+1/M ′

j
∼= Mπ( j )+1/Mπ( j ) para todo j < n.
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Demostración. Lo demostraremos por inducción en n. Si n = 0, entonces

M = 0 y k = 0. Supondremos n > 0. Consideramos la cadena de submódulos

0 = M ′
0 ∩ Mn−1 ⊆ M ′

1 ∩ Mn−1 ⊆ ... ⊆ M ′
k ∩ Mn−1 = Mn−1 = M ′

0 + Mn−1 ⊆ M ′
1 +

Mn−1 ⊆ ... ⊆ M ′
k +Mn−1 = Mn . Por el lema 3.23, dado j < k existe una sucesión

exacta

0 →
M ′

j+1 ∩Mn−1

M ′
j ∩Mn−1

→
M ′

j+1

M ′
j

→
M ′

j+1 +Mn−1

M ′
j +Mn−1

→ 0 (3.11)

Como M ′
j+1/M ′

j es simple, entonces exactamente uno de

M ′
j+1 ∩Mn−1

M ′
j ∩Mn−1

,
M ′

j+1 +Mn−1

M ′
j +Mn−1

(3.12)

es isomorfo a M ′
j+1/M ′

j y el otro cociente es 0. Además, como Mn/Mn−1 es sim-

ple, existe exactamente un i < k tal que Mn−1 = M ′
l +Mn−1 ⊂ M ′

i+1+Mn−1 = Mn .

Así, Mn/Mn−1
∼= M ′

i+1/M ′
i , y 0 = M ′

0 ∩Mn−1 ⊂ M ′
1 ∩Mn−1 ⊂ ... ⊂ M ′

i−1 ∩Mn−1 ⊂
M ′

i ∩Mn−1 = M ′
i+1 ∩Mn−1 ⊂ ... ⊂ M ′

k ∩Mn−1 = Mn−1 es una serie de composi-

ción de Mn−1. Por la hipótesis de inducción, k−1 = n−1, y existe una biyección

π : {0,1, ..., i −1, i +1, ...,k −1} → {0,1, ...,n −2} tal que M ′
j+1/M ′

j
∼= Mπ( j )+1/Mπ( j )

para todo j 6= i . Basta definir π(i ) = n −1 para completar la demostración.

Si un módulo M se puede escribir como suma directa finita de módulos

simples de dos formas, por ejemplo, M = N1⊕ ...⊕Nn y M = N ′
1⊕ ...⊕N ′

k , el teo-

rema de Jordan-Hölder se puede aplicar a las series de composición 0 ⊂ N1 ⊂
N1+N2 ⊂ ... ⊂ N1+N2+...+Nn = M y 0 ⊂ N ′

1 ⊂ N ′
1+N ′

2 ⊂ ... ⊂ N ′
1+N ′

2+...+N ′
k = M

para obtener que n = k y N ′
j
∼= Nπ( j ) para alguna permutación π. En otras pala-

bras, el teorema de Jordan-Hölder nos permite probar trivialmente el teorema

3.22 en el caso de que la suma directa sea finita.

Definición 3.27. Sea M un A-módulo a derecha artiniano y noetheriano. Por el

lema 3.25, M tiene una serie de composición, y la longitud de la serie es única

por el teorema de Jordan-Hölder. El número de factores de composición en la

serie de composición de M se denomina longitud de composición de M , y lo

denotaremos l (M). Es claro que l (M) = 0 si y solo si M = 0 y l (M) = 1 si y solo si

M es simple.
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Corolario 3.28. Sean M , N y P módulos artinianos y noetherianos. Si 0 → N →
M → P → 0 es una sucesión exacta de homomorfismos de módulos, entonces

l (M) = l (N )+ l (P )

Demostración. Sin pérdida de generalidad, suponemos que N es un sub-

módulo de M y P = M/N . Si 0 = N0 ⊂ N1 ⊂ ... ⊂ Nr = N es una serie de compo-

sición de N , y 0 = Q0/N ⊂ Q1/N ⊂ ... ⊂ Qs/N = P es una serie de composición

de P , entonces 0 = N0 ⊂ N1 ⊂ ... ⊂ Nr ⊂ Q1 ⊂ ... ⊂ Qs = M es una serie de com-

posición de M . Así, l (M) = r + s = l (N )+ l (P ).

Proposición 3.29. Dado un A-módulo a derecha semisimple M , las siguientes

condiciones son equivalentes

(I). M es finitamente generado como A-módulo.

(II). M = N1 ⊕N2 ⊕ ...⊕Nm con los N j simples y 0 ≤ m ≤∞.

(III). M es artiniano.

(IV). M es noetheriano.

(V). Existe m <∞ tal que si M0 ⊂ M1 ⊂ ... ⊂ Mk es una sucesión finita estricta-

mente creciente de submódulos de M , entonces k ≤ m.

Demostración. Las condiciones (I) y (II) son claramente equivalentes. De

hecho, (II) implica (I) por la proposición 3.10, y (II) es consecuencia de (I), (III)

y (IV) ya que M es semisimple (es decir, suma directa de módulos simples), y

una suma directa infinita no puede ser finitamente generada, artiniana ni noet-

heriana. Como los módulos simples son claramente artinianos y noetherianos,

las condiciones (III) y (IV) son consecuencia inmediata utilizando el lema 3.24 e

inducción sobre m. Claramente, (V) implica que M es artiniano y noetheriano.

Análogamente, si M es artiniano y noetheriano, entonces una sucesión estric-

tamente creciente de submódulos de M incluye a lo sumo l (M)+ 1 términos

(por el corolario 3.28 y usando inducción).

Algunas de las implicaciones de la proposición son ciertas para módulos ar-

bitrarios. En particular, la condición (V) es equivalente a la conjunción de (III)
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y (IV). Además, todo A-módulo noetheriano M es finitamente generado; en ca-

so contrario, el axioma de elección nos permitiría elegir una sucesión infinita

u1, u2, ... de elementos de M tales que u1 A ⊂ u1 A +u2 A ⊂ ..., violando así la

condición de cadena ascendente.

3.7. El radical de un módulo

Todo lo obtenido hasta ahora nos permite por fin definir el importante con-

cepto de radical de un módulo, que tendrá gran importancia en la teoría de

representación, y obtener varias propiedades suyas.

Definición 3.30. Sea M un A-módulo. El radical de M es radM =⋂
{N ∈ S(M) :

M/N es simple}.

En general, puede darse el caso de que no exista ningún submódulo N de M

tal que M/N sea simple. En tal caso radM sería la intersección del subconjunto

vacío de S(M) que como ya definiéramos tomaremos por convenio como M .

Lema 3.31. Sea M un A-módulo. Entonces

(I). radM es un submódulo de M .

(II). Si N ∈ S(M), entonces radM/N = 0 implica N ⊇ radM .

(III). rad(M/radM) = 0.

Todas estas observaciones son consecuencia inmediata del teorema de co-

rrespondencia.

Lema 3.32. Si M es un A-módulo semisimple, entonces radM = 0.

Demostración. Sea M = ⊕
i∈J Pi con los Pi simples. Denotamos N j =∑

i 6= j Pi ∈ S(M). Entonces M/N j
∼= P j es simple, luego radM ⊆⋂

j∈J N j = 0.

Proposición 3.33. Un A-módulo M es finitamente generado y semisimple si y

solo si M es artiniano y radM = 0.

Demostración. Si M es finitamente generado y semisimple entonces M es

artiniano por la proposición 3.29, y radM = 0 por el lema 3.32. Podemos su-

poner M 6= 0. Como radM = 0, existe un conjunto no vacío {Ni : i ∈ J } ⊆ S(M)
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tal que M/Ni es simple para todo i ∈ J , y
⋂

i∈J Ni =. La propiedad artiniana

en M garantiza la existencia de un módulo N1 ∩ ...∩Nm minimal en la familia

{Ni1 ∩ ...Nik : i1, ..., ik ∈ J }. Necesariamente N1 ∩ ...∩Nm = 0, ya que en otro caso

N1 ∩Nm *Ni para algún i ∈ J , lo que lleva a contradicción N1 ∩ ...∩Nm ∩Ni ⊂
N1∩...∩Nm con la minimalidad de N1∩...∩Nm . Definimosφ : M → (M/N1)⊕...⊕
(M/Nm) como φ(u) = (u +N1, ...,u +Nm). Claramente, φ es un homomorfismo

de módulos con núcleo N1∩ ...∩Nm = 0. Por tanto, M es isomorfo a un submó-

dulo del módulo semisimple M/N1 ⊕ ...⊕M/Nm , por lo que M es semisimple

usando el corolario 3.16. Utilizando la proposición 3.29 también es finitamente

generado.

3.8. Producto tensorial de módulos

Ahora que tenemos conceptos más avanzados de teoría de módulos podre-

mos ampliar la introducción al producto tensorial que empezamos en el capí-

tulo 2. No obstante, los resultados que obtendremos necesitarán únicamente

cálculo en el formalismo tensorial, solo los colocamos en este punto para tener

un mayor bagaje en el concepto de módulos.

Proposición 3.34. Sean M , M1, M2, N , N1, N2 y P R-módulos. Entonces

(I). M ⊗ (N1 ⊕ N2) ∼= (M ⊗ N1)⊕ (M ⊗ N2) por un isomorfismo que lleva u ⊗
(v1, v2) en (u ⊗ v1,u ⊗ v2).

(II). M ⊗ (N ⊗P ) ∼= (M ⊗ N )⊗P por un isomorfismo que lleva u ⊗ (v ⊗ w) en

(u ⊗ v)⊗w .

(III). M ⊗N ∼= N ⊗M por un isomorfismo que lleva u ⊗ v en v ⊗u.

(IV). M ⊗R ∼= M y R ⊗M ∼= M por isomorfismos que llevan u ⊗a y a ⊗u en ua.

Las demostraciones son inmediatas sin más que usar las definiciones de

producto tensorial, la condición de universalidad y los resultados de la sección

2.2.

Esto nos lleva a estar en situación de demostrar la propiedad fundamental

de exactitud del producto tensorial.
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Proposición 3.35. Si M1
φ−→ M2

ψ−→ M3 → 0 es una sucesión exacta de R-módulos,

entonces para todo R-módulo N la sucesión M1 ⊗N
χ−→ M2 ⊗N

θ−→ M3 ⊗N → 0

es exacta, donde χ=φ⊗ idN y θ =ψ⊗ idN .

Demostración. Claramente, Imθ incluye a todos los tensores de rango uno,

de forma que θ es suprayectiva. Además, ψφ = 0 implica θχ = 0, por lo que

Imχ ⊆ Kerθ. Sea π la proyección natural de M2 ⊗ N en M2 ⊗ N /Imχ. Como

ψ−1(0)⊗N = Imφ⊗N ⊆ Imχ= Kerπ, la fórmula Φ(u3, v) = π(ψ−1u3 ⊗ v) es una

aplicación bilineal bien definida de M3×N en P . Así, existe un homomorfismo

λ : M3 ⊗N → P tal que λ(u3 ⊗ v) = π(ψ−1u3 ⊗ v). En particular, λ(ψ(u2)⊗ v) =
π(u2 ⊗ v), de forma que λθ =π. Por tanto, Kerθ ⊆ Kerπ= Imχ.

Si 0 → M1 → M2 → M3 → 0 es una sucesión exacta corta, entonces en gene-

ral 0 → M1 ⊗N → M2 ⊗N no es exacta. No obstante, existe un caso importante

en el que la exactitud se preserva a través del producto tensorial.

Corolario 3.36. Si 0 → M1
φ−→ M2

ψ−→ M3 → 0 es una sucesión exacta corta escin-

dida, entonces 0 → M1 ⊗N
χ−→ M2 ⊗N

θ−→ M3 ⊗N → 0 es exacta.

De hecho, si τ : M2 → M1 es tal que τφ= idM , entonces (τ⊗ idN )(φ⊗ idN ) =
idM1⊗N , de manera que χ es inyectiva.

Un caso especial de este corolario es el caso del producto de espacios vecto-

riales (o, dicho de otra forma, F -módulos), que por tanto preserva la exactitud.

De hecho, toda sucesión exacta corta de espacios vectoriales se escinde.

Proposición 3.37. Si M y N son F -espacios con bases {ui : i ∈ I } y {v j : j ∈ J },

entonces {u1⊗v j : (i , j ) ∈ I × J } es una base de M⊗N . En particular, dimM⊗N =
(dimM)(dimN ).

Demostración. Si M1 < M y N1 < N , por el corolario anterior, las aplicacio-

nes inclusión inducen un homomorfismo inyectivo M1⊗N1 → M⊗N . Por tanto,

como los tensores de rango uno generan M ⊗N y la independencia lineal está

definida en términos de conjuntos finitos, podemos asumir que I = {1, ...,m} y

J = {1, ...,n} son finitos. En consecuencia,

M ⊗N =
(

m⊕
i=1

ui F

)
⊗

(
n⊕

j=1
v j F

)
∼=

⊕
i , j

(
ui F ⊗ v j F

)∼=⊕
i , j

(
ui ⊗ v j

)
F (3.13)
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por la proposición 3.34.

La demostración anterior nos da otro ejemplo de la ambigüedad en la no-

tación estándar de productos tensoriales, ya que la expresión ui ⊗ v j no solo

depende de los elementos ui ⊗ v j sino de los módulos N y M en los que se in-

cluyan. En general, en R-módulos el hecho de que los elementos ui ⊗ v j sean

distintos, no nulos y linealmente independientes en M1 ⊗N1 no garantiza que

los elementos correspondientes denotados de la misma forma en M ⊗N man-

tengan dichas propiedades.

En el caso de módulos sobre un cuerpo, no tendremos este problema gra-

cias a la exactitud del producto tensorial, de forma que M1 ⊗ N1 → M ⊗ N es

inyectivo.

4. Álgebras semisimples

Tras nuestro trabajo en módulos en la sección anterior estamos en situa-

ción de introducir un concepto clave en el campo de las álgebras asociativas, el

concepto de álgebra semisimple.

Nuestro principal objetivo en esta sección será llegar a demostrar el teore-

ma de estructura de Wedderburn, de vital importancia en la teoría de álgebras.

4.1. Definición y propiedades

Definición 4.1. Una R-álgebra A es semisimple si A es semisimple como A-

módulo a derecha.

Dicho de otro modo, A es semisimple si A =⊕
i∈J Ni con los Ni A-módulos

simples a derecha. Como los Ni son submódulos de A A, se tiene que que son

ideales minimales a derecha. Además, el conjunto índice J ha de ser finito, ya

que hemos visto que A A está finitamente generado por 1A.

Es relevante señalar que hemos definido las álgebras semisimples según

módulos a derecha. Podríamos elaborar una definición similar con módulos

a izquierda, y con lo visto hasta ahora no tendríamos motivo para suponer
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que las estructuras de álgebra semisimple a derecha y a izquierda tuvieran que

coincidir.

Más adelante, el teorema de estructura de Wedderburn nos permitirá ver

que ambas estructuras son la misma, hasta entonces simplemente considera-

remos que las estructuras a ambos lados son análogas sin más que cambiar

«derecha» por «izquierda» en los resultados e invertir el orden de los factores.

De forma más rigurosa, solo tenemos que considerar que las álgebras se-

misimples a izquierda no son más que álgebras semisimples a derecha sobre el

álgebra opuesta de A.

Pasaremos a nuestro estudio de álgebras semisimples reformulando la teo-

ría de módulos semisimples.

Definición 4.2. Se dice que un álgebra A es artiniana (noetheriana) a derecha

si A A es artiniano (noetheriano), es decir, si el retículo de ideales de A satisface

la condición de cadena descendente (ascendente).

Esta propiedad no será simétrica a izquierda como hemos adelantado que

será la semisimplicidad, sin embargo. Obtengamos ahora algunas propiedades

interesantes de las álgebras semisimples.

Proposición 4.3. Un álgebra A es semisimple si y solo si A es artiniana a dere-

cha y radA A = 0.

Dado que toda álgebra es finitamente generada como módulo a derecha o

izquierda por la unidad de A, este resultado es un corolario inmediato de la

proposición 3.33.

Un álgebra de dimensión finita A sobre un cuerpo F es automáticamente

artiniana, ya que S(A A) es un subretículo de S(AF ), y la dimensión finita de AF

implica que S(AF ) satisface la condición de cadena descendente. En este caso,

la proposición implica que A es semisimple si y solo si radA = 0. Más adelante

probaremos que radA A = radA A, de forma que este subconjunto de A es un

ideal, que llamaremos radical de Jacobson.

Demostraremos ahora un resultado que nos definirá la teoría de módulos

sobre álgebras semisimples al mero estudio de las álgebras.
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Proposición 4.4. Si A es un álgebra semisimple, entonces todo A-módulo es

semisimple. Además, los A-módulos simples son isomorfos a ideales minima-

les a derecha de A, y todos los ideales minimales a derecha de A son A-módulos

simples.

Demostración. Todo A-módulo libre a derecha es isomorfo a una suma di-

recta de copias de A A. Por tanto, los A-módulos libres son semisimples utilizan-

do el corolario 3.17. Por la proposición 3.10, todo A-módulo a derecha simple

es isomorfo a A A/M con M un ideal maximal a derecha. La semisimplicidad

de A A garantiza que M tiene un complemento N en S(A A) por la proposición

3.15. Como M es un ideal maximal a derecha, N es un ideal minimal a derecha,

y N ∼= A A/M . Así, los ideales minimales a derecha de A representan a todas las

clases de isomorfismo de módulos simples.

Corolario 4.5. Si A es un álgebra semisimple, toda imagen por homomorfismos

de A es semisimple.

Demostración. Sea θ : A → B un homomorfismo de álgebras suprayectivo.

Por los resultados obtenidos en el punto 2.1, se puede ver B como un A-módulo

a derecha. Claramente, annB A ⊇ Kerθ. Por la proposición anterior, B A es semi-

simple, B A = ⊕
i∈J Ni , con los Ni A-módulos simples. Como annNi ⊇ annB A ⊇

Kerθ, se sigue que Ni es un B-módulo simple. Por tanto, B es semisimple.

A continuación veremos que las álgebras semisimples son también cerra-

das bajo productos finitos.

4.2. Ideales minimales a derecha

Para demostrar el teorema de estructura de Wedderburn precisaremos del

lema de Schur, que ya hemos probado en la sección 2, y de algunos resultados

sobre ideales minimales, que obtendremos a continuación.

Lema 4.6. Sea A = A1+̇A2 el producto interno de las álgebras A1 y A2, y sea M

un ideal a derecha de A1. Entonces,

(I). M es un ideal a derecha de A.

(II). E A(M) = E A1 (M).
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(III). HomA(M , A) = HomA(M , A1) = HomA1 (M , A1).

(IV). S(MA1 ) = S(MA).

(V). M es un ideal minimal a derecha de A si y solo si M es un ideal minimal

a derecha de A1.

(VI). Todo ideal minimal a derecha de A es un ideal minimal a derecha de A1

o un ideal minimal a derecha de A2.

Demostración. Los resultados (I) a (V) son consecuencia inmediata del he-

cho de que M A2 ⊆ A1 A2 = 0. Para el resultado (VI), supongamos que N es un

ideal minimal a derecha de A. Para i = 1,2, tenemos que N Ai ⊆ N ∩ Ai < N , de

forma que o bien N = N ∩ Ai ⊆ Ai o bien N Ai = N ∩ Ai = 0. No puede darse el

caso de que N A1 = N A2 = 0 ya que entonces N = N A1 +N A2 = 0.

Corolario 4.7. Si A1 y A2 son álgebras semisimples, entonces A1+̇A2 es semi-

simple

Con ello obtenemos que la clase de álgebras semisimples es cerrada bajo

productos finitos.

Lema 4.8. Si N es un ideal minimal a derecha del álgebra A, y x ∈ A, entonces

o bien xN = 0 o bien xN es un ideal minimal a derecha de A tal que xN ∼= N

como A-módulos.

Demostración. La aplicación y 7→ x y es un homomorfismo de A-módulos

suprayectivo de N en xN , por lo que es una consecuencia directa del lema de

Schur.

Lema 4.9. Sea N un ideal a derecha del álgebra A que satisface N k = 0. Si P es

un A-módulo simple, entonces P N = 0. Además, N ⊆ radA A.

Demostración. Dado que P es simple y P N < P , o bien P N = 0 o bien P N =
N . La segunda opción es imposible ya que lleva a contradicción: P = P N =
P N 2 = ... = P N k = 0. En particular, si M es un ideal maximal a derecha de A,

entonces (A A/M)N = 0, esto es, N ⊆ M . Por tanto, N ⊆ radA A, la intersección

de todos los ideales maximales a derecha de A.
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Proposición 4.10. Las siguientes condiciones son equivalentes para ideales

minimales a derecha N1 y N2 del álgebra semisimple A:

(I). N1
∼= N2 como A-módulos.

(II). N1N2 6= 0.

(III). Existe un elemento x ∈ A tal que N1 = xN2.

Demostración. Si φ : N1 → N2 es un isomorfismo de A-módulos, entonces

φ(N1N2) = φ(N1)N2 = N 2
2 6= 0 por el lema anterior. Así, N1N2 6= 0. Supongamos

que x ∈ N1 es tal que xN2 6= 0. Como N1 es simple y xN2 es un submódulo

no nulo de N1, se sigue que N1 = xN2. Finalmente, (III) implica (I) de forma

inmediata por el lema 4.8.

Lema 4.11. Sea A un álgebra semisimple con A A = N1 ⊕ ...⊕ Nm con cada Ni

un ideal minimal a derecha de A. Si N es un ideal minimal a derecha de A,

entonces N ∼= Ni para algún i con 1 ≤ i ≤ m.

Demostración. Dado que A A es semisimple, por la proposición 3.15 tene-

mos que A A = N ⊕M para un cierto ideal a derecha M . Por el corolario 3.16, M

es también un A-módulo semisimple. La conclusión de que N ∼= Ni es inme-

diata bien por la proposición 3.22 o bien por el teorema de Jordan-Hölder.

Corolario 4.12. Si A es un álgebra semisimple, entonces el número de clases

de isomorfismos de A-módulos simples es finito.

Este corolario es consecuencia directa del lema anterior y de la proposición

4.4

4.3. Álgebras simples

Pasaremos ahora a trabajar el concepto de álgebra simple. Al contrario de lo

que ocurre con módulos, no todas las álgebras simples son semisimples, como

podría parecer por el nombre. Así, pasaremos a caracterizar cuándo un álgebra

simple es semisimple y viceversa.

Definición 4.13. Un álgebra A es simple si A 6= 0 y I (A) = {0, A}.
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Proposición 4.14. Dada un álgebra simple A, las siguientes condiciones son

equivalentes:

(I). A es semisimple.

(II). A es artiniana a derecha.

(III). A tiene un ideal minimal a derecha.

Demostración. (I) implica (II) por la proposición 3.33, y es evidente que (II)

implica (III). Supongamos que N es un ideal minimal a derecha de A. Entonces

AN = ∑
x∈A xN es un ideal no nulo de A, de forma que A = ∑

x∈A xN ya que A

es simple. Por el lema 4.8, todo xN no nulo es un A-módulo simple a derecha.

Por tanto, A es semisimple usando la proposición 3.15.

Proposición 4.15. Dada un álgebra semisimple A, las siguientes condiciones

son equivalentes:

(I). A es simple.

(II). Todos los ideales minimales a derecha de A son isomorfos.

(III). Todos los A-módulos simples a derecha son isomorfos.

Demostración. Por la proposición 4.4, todo A-módulo simple a derecha es

isomorfo a un ideal minimal a derecha e A, por lo que (II) y (III) son equiva-

lentes. Supongamos que A es simple que y que N1 y N2 son ideales minimales

a derecha de A. Entonces AN1 = AN2 = A, como en la demostración anterior.

Por tanto, A(N1N2) = (AN1)N2 = AN2 = A. En particular, N1N2 6= 0, de forma

que N1
∼= N2 por la proposición 4.10. Análogamente, supongamos que todos los

ideales minimales a derecha de A son isomorfos. Sea J un ideal no nulo de A.

Como A es semisimple, existe un ideal minimal a derecha N de A tal que N ⊆ J .

La suposición de que todos los ideales minimales a derecha de A son isomor-

fos, junto con las proposiciones 4.10 y 3.15, lleva a que A = ∑
{xN : x ∈ A} ⊆ J .

Por tanto, A es simple.

Corolario 4.16. Sea A un álgebra simple y sea N un ideal minimal a derecha su-

yo. Si M es un A-módulo a derecha, entonces existe un único número cardinal

α tal que M ∼=⊕
α N .
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Esto se sigue de forma directa de las dos proposiciones que acabamos de

demostrar junto con la proposición 3.22.

Corolario 4.17. Sea A una F -álgebra simple y de dimensión finita con F un

cuerpo, y sean M1 y M2 A-módulos a derecha. Entonces M1
∼= M2 si y solo si

dimF M1 = dimF M2.

Demostración. Dado que A es de dimensión finita, es artiniana, y existe un

ideal minimal a derecha N de A con dimF N finita. Por el corolario anterior,

M1
∼= ⊕

α N y M2
∼= ⊕

β N para ciertos números cardinales α y β. Claramente,

M1
∼= M2 si y solo si α = β, y dado que dimF N < ∞, α = β es equivalente a

dimF M1 =αdimF N =βdimF N = dimF M2.

A modo de ejemplo, apliquemos estos resultados a un álgebra matricial.

Proposición 4.18. Sea A = Mn(D) el álgebra de matrices n ×n con entradas en

un álgebra de división D . Para 1 ≤ i ≤ n, definimos Ni = εi i A. Entonces

(I). Ni es un ideal minimal a derecha de A.

(II). A A =⊕n
i=1 Ni .

(III). Ni
∼= N j para todo i , j .

(IV). A A es simple y semisimple.

(V). E A(Ni ) ∼= D .

Demostración. Claramente, N es un ideal a derecha de A. Siα=∑
j ,k ε j k z j k

con z j k ∈ D , entonces εi iα = ∑
k εi k zi k . Así, Ni = ∑

k εi k D = ⊕
k εi k D y A =⊕

i ,kεi k D =⊕
i Ni como D-módulos. Si β=∑

k εi k zk ∈ Ni con algún z j 6= 0, en-

tonces β(
∑

i ε j i z−1
j wi ) = ∑

i εi l wi para wi ∈ D arbitrarios. Esto es, si 0 6= β ∈ Ni ,

entonces βA = Ni , de forma que Ni es simple por la proposición 3.10. Además,

N j = ε j j A = ε j iεi j A = ε j i Ni , y por tanto N j
∼= Ni por la proposición 4.10. Se

sigue de (I), (II), (III) y el lema 4.11 que A A es semisimple y sus ideales mini-

males a derecha son isomorfos. Por tanto, A es simple por la proposición 4.15.

Dado z ∈ D , la aplicación multiplicación a izquierda λzα = zα es un endo-

morfismo de A-módulos de Ni , y z 7→ λz es un homomorfismo inyectivo de D
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en E A(Ni ). Si φ ∈ E A(Ni ), supongamos φ(εi i ) = εi iβ, entonces φ(εi i ) = φ(ε2
i i ) =

φ(εi i )εi i = εi iβεi i = zεi i para cierto z ∈ D . En consecuencia, si α ∈ Ni , enton-

ces φ(α) = φ(εi iα) = φ(εi i )α = zεi iα = zα = λzα, esto es, φ = λz . Por tanto,

D ∼= E A(Ni ).

4.4. Matrices de homomorfismos

Para abordar la demostración del teorema de Wedderburn, introduciremos

una notación matricial generalizada que resultará útil.

Sea A una R-álgebra, y supongamos que (M1, M2, ...Mn) es una sucesión de

A-módulos a derecha. Denotamos por

[HomA(M j , Mi )] =


HomA(M1, M1) HomA(M2, M1) ... HomA(Mn , M1)

HomA(M1, M2) HomA(M2, M2) ... HomA(Mn , M2)

. . . .

HomA(M1, Mn) HomA(M2, Mn) ... HomA(Mn , Mn)


(4.1)

al conjunto de todas las matrices n ×n
φ11 φ12 ... φ1n

φ21 φ22 ... φ2n

. . . .

φn1 φn2 ... φnn

 (4.2)

con φi j ∈ HomA(M j , Mi ).

Definimos la suma y la multiplicación por escalares componente a compo-

nente, y definimos la multiplicación interna con la regla usual de la multiplica-

ción, [φi j ][ψ j k ] = [χi k ], con χi k =∑n
j=1φi jψ j k ∈ HomA(Mk , Mi ).

Proposición 4.19. [HomA(M j , Mi )] es una R-álgebra isomorfa a

E A(M1 ⊕M2 ⊕ ...⊕Mn).

Demostración. Denotamos la suma directa M1⊕M2⊕...⊕Mn por M . Seaπ j :

M → M j y κ j : M j → M los homomorfismos proyección e inyección asociados
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a la suma directa. Entonces se cumple

n∑
j=1

κ jπ j = idM (4.3)

πiκ j = 0 si i 6= j ; π jκ j = idM j (4.4)

Definimos las aplicacionesα : E A(M) → [HomA(M j , Mi )] yβ : [HomA(M j , Mi )] →
E A(M) por α(φ) = [πiφκ j ] y β([φi j ]) = ∑n

i , j=1κiφi jπ j . Trivialmente, βα es la

aplicación identidad en E A(M) y αβ es la identidad en [HomA(M j , Mi )]. Ade-

más, α es un homomorfismo de R-álgebras. Por ejemplo, α(φψ) = [πiφψκk ] =
[πiφ(

∑n
j=1κ jπ j )ψκk ] = [

∑n
j=1(πiφκ j )(π jψκk )] =α(φ)α(ψ). Así,α es un isomor-

fismo.

Corolario 4.20. Si A es una R-álgebra y M es un A-módulo a derecha, entonces

E A(
⊕

n
M) ∼= Mn(E A(M)).

Corolario 4.21. Si A es una R-álgebra y M es el A-módulo libre a derecha con

n generadores, entonces E A(M) ∼= Mn(A).

Demostración. Dado que M ∼= ⊕
n A A, el corolario anterior lleva a que

E A(M) ∼= Mn(E A(A A)), y por tanto E A(A A) ∼= A por la proposición 2.8.

Corolario 4.22. Si A es una R-álgebra y M1, M2, ..., Mn son A-módulos a dere-

cha tales que HomA(Mi , M j ) = 0 si i 6= j , entonces

E A

(
n⊕

i=1
Mi

)
∼= E A(M1)+̇E A(M2)+̇...+̇E A(Mn)
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Demostración. Usando la proposición, E A
(⊕n

i=1 Mi
)

es isomorfo a
HomA(M1, M1) HomA(M2, M1) ... HomA(Mn , M1)

HomA(M1, M2) HomA(M2, M2) ... HomA(Mn , M2)

. . . .

HomA(M1, Mn) HomA(M2, Mn) ... HomA(Mn , Mn)

=


E A(M1)

E A(M2)
. . .

E A(Mn)

∼= E A(M1)uE A(M2)u ...uE A(Mn)

4.5. Teorema de estructura de Wedderburn

Con los resultados anteriores ya estamos en posición de enunciar y demos-

trar el teorema de estructura de Wedderburn, que resultará fundamental en la

teoría de álgebras asociativas.

Teorema 4.23. Teorema de estructura de Wedderburn. Sea A una R-álgebra

semisimple a derecha o a izquierda. Entonces

(I). Existen números naturales n1, ...,nr y R-álgebras de división D1, ...,Dr ta-

les que

A ∼= Mn1 (D1)u ...uMnr (Dr ) (4.5)

(II). Los pares (n1,D1), ..., (nr ,Dr ) para los que se satisface (4.5) están unívo-

camente determinados (salvo isomorfismos) por A.

(III). Análogamente, si n1, ...,nr ∈ N y D1, ...,Dr son álgebras de división so-

bre R, entonces Mn1 (D1)u ...uMnr (Dr ) es una R-álgebra semisimple a

izquierda y derecha.

Demostración. (I): Si A es semisimple a derecha, entonces A A
∼= M1 ⊕ ...⊕

Mr , con los Mi sumas directas de ni copias de un ideal minimal a derecha Ni

de A, elegido de forma que Ni no sea isomorfo a N j si i 6= j . Por el lema 3.21,

HomA(Mi , M j ) = 0 si i 6= j . El isomorfismo (4.5) se sigue de la proposición 2.8 y

de los corolarios 4.22 y 4.20: A ∼= E A(A A) ∼= E A(M1)u...uE A(Mr ) ∼= Mn1 (D1)u...u
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Mnr (Dr ) con Di = E A(Ni ) un álgebra de división sobre R por el lema de Schur. El

resultado para álgebras semisimples a izquierda es análogo empleando ideales

minimales a izquierda y endomorfismos a derecha.

(II): Supongamos que A = A1 u ...u As , con Ai
∼= Mki (Ci ) donde Ci son ál-

gebras de división sobre R. Por la proposición 4.18 y el lema 4.6, Ai es isomorfo

como A-módulo a una suma directa de ki copias de un ideal minimal a dere-

cha Pi de A, con Pi ⊆ Ai , y Ci
∼= E Ai (Pi ) = E A(Pi ). Dado que cada Ai es un ideal

de A que contiene a Pi , la proposición 4.10 implica que Pi � P j si i 6= j . La

unicidad de las descomposiciones en suma directa de módulos simples da el

resultado que buscamos, s = r y (en un orden adecuado) ki = ni , Pi
∼= Ni como

A-módulos y Ci
∼= E A(Pi ) ∼= E A(Ni ) = Di .

(III): Por la proposición 4.18 y su análogo a izquierda, cada una de las R-

álgebras Mn(Di ) es semisimple a derecha y a izquierda. Por tanto, Mn1 (D1)u

...uMnr (Dr ) es semisimple a derecha e izquierda por el corolario 4.7.

Las partes (I) y (III) del teorema nos muestran el resultado que habíamos

adelantado de que las clases de álgebras semisimples a derecha e izquierda

coinciden. Además, para álgebras simples, las condiciones de cadena descen-

dentes a izquierda y derecha son equivalentes.

Corolario 4.24. Un álgebra artiniana a derecha o izquierda A es simple si y

solo si A ∼= Mn(D) para cierto número natural n y cierta álgebra de división D .

En este caso, A determina n unívocamente y D salvo isomorfismo.

Para algunos cuerpos F , las únicas álgebras de división de dimensión finita

sobre F son conmutativas. En este caso, el teorema de estructura arroja con-

clusiones más fuertes sobre las álgebras semisimples de dimensión finita: los

Di son necesariamente cuerpos. El resultado óptimo se obtiene cuando F es

algebraicamente cerrado.

Lema 4.25. Sea F un cuerpo algebraicamente cerrado. Si D es un álgebra de

división de dimensión finita sobre F , entonces D = F .

Demostración. Sea dimF D = m. Si x ∈ D , entonces la sucesión 1, x, ..., xm es

linealmente dependiente, de forma que existe un polinomio mónico Φ ∈ F [X ]

de grado mínimo tal que Φ(x) = 0. Dado que D es un álgebra de división, el
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hecho de que el grado de Φ sea mínimo implica que Φ es irreducible sobre F .

En consecuencia, Φ = X − a para algún a ∈ F , ya que F es algebraicamente

cerrado. Esto es, x = a ∈ F .

Corolario 4.26. Sea F un cuerpo algebraicamente cerrado. Una F -álgebra de

dimensión finita A es semisimple si y solo si A ∼= Mn1 (F )u ...uMnr (F ) donde

1 ≤ n1 ≤ ... ≤ nr están unívocamente determinados por el tipo de isomorfismo

de A. Además, A es simple si y solo si A ∼= Mn(F ), donde dimF A = n2.

Este último corolario es consecuencia inmediata del lema anterior y del teo-

rema de estructura.

4.6. Teorema de Maschke

El teorema de estructura de Wedderburn que acabamos de probar es una

caracterización interna del concepto de álgebra semisimple. En la siguiente

sección del trabajo, dedicada a la teoría del radical, encontraremos lo impor-

tantes que son estas álgebras en la teoría general. Antes de pasar a ello, nos

pararemos en un resultado de interesante aplicación en la teoría clásica de re-

presentaciones de grupos.

Teorema 4.27. Teorema de Maschke. Sea G un grupo finito y F un cuerpo. El

álgebra de grupo FG es semisimple si y solo si la característica de F no divide

al orden de G .

Demostración. Supongamos que F no divide a n = |G|. Esto implica que n

(identificado con n ·1 ∈ FG) es una unidad. Por la proposición 3.15 es suficiente

probar que si M es un ideal a derecha de FG , entonces FG = M ⊕N para algún

ideal a derecha N de FG . Podemos llegar a esta conclusión probando que existe

un homomorfismo de FG-módulos ρ : FG → M tal que ρu = u para todo u ∈
M . De hecho, dado un ρ que cumpla esto, N = Kerρ = (1 − ρ)M es un ideal

a derecha tal que M ∩ N = 0 y M + N = FG . Como primera aproximación a ρ

usaremos el hecho de que M es un subespacio de FG (con FG considerado

como espacio vectorial sobre el cuerpo F ) para encontrar un homomorfismo

de F -espacios π : FG → M que satisfaga πu = u para todo u ∈ M . Definiremos

ρ promediando π sobre G .
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De forma rigurosa, dado u ∈ FG , sea ρu = (∑
x∈G π(ux)x−1

)
n−1. Claramen-

te, ρ es un homomorfismo de F -espacios. Sin embargo, podemos observar que

para todo y ∈G ,ρ(uy) = (∑
x∈G π(uy x)x−1

)
n−1 = ((∑

x∈G π(u(y x))(y x)−1
)

y
)

n−1 =((∑
y x∈yG=G π(u(y x))(y x)−1

)
n−1

)
y = ρ(u)y .

Por tanto, ρ es un homomorfismo de FG-módulos. Finalmente, sea u ∈ M .

Entonces ux ∈ M para todo x ∈G ya que M es un ideal a derecha. Por tanto, da-

do queπ|M = idM , tenemos queρu = (∑
x∈G π(ux)x−1

)
n−1 = (∑

x∈G (ux)x−1
)

n−1 =(∑
x∈G u

)
n−1 = (un)n−1 = u. Consideramos ahora el caso en el que la caracterís-

tica de F (que es necesariamente un primo) divide al orden n de G . Esto implica

que la suma de n copias de un elemento de FG es cero. Sea e =∑
x∈G x ∈ FG−{0}.

Entonces e y = ∑
x∈G x y = ∑

x y∈G y=g x y = e para todo y ∈ G . En consecuen-

cia, e2 = ∑
y∈G e y = ∑

y∈G e = en = 0. Además, el ideal a derecha N de FG ge-

nerado por e coincide con eF . Por tanto, N 2 = 0. Se sigue del lema 4.9 que

0 6= N ⊆ radFG . Por tanto, por el corolario 4.5, FG no es semisimple.

La mayoría de resultados de representación de grupos utilizan el álgebra

de grupo complejaCG , que cumple las condiciones del teorema. Sin embargo,

la mayoría de resultados son aplicables a cualquier cuerpo F algebraicamente

cerrado cuya característica no divida al orden de G . En estas condiciones, los

ni del corolario 4.26 son los grados de las representaciones irreducibles de G ,

esto es, las dimensiones de los FG-módulos simples. Además, el número r de

factores simples es una propiedad numérica estándar de G , como veremos en

el siguiente corolario.

Corolario 4.28. Sea G un grupo finito cuyo orden no es divisible por la carac-

terística del cuerpo algebraicamente cerrado F . El álgebra de grupo FG es iso-

morfa a un producto Mn1 (F )u ...uMnr (F ) de álgebras matriciales completas

sobre F , donde r es el número de clases de conjugación de G .

Por el teorema de Maschke la única parte sin probar sería que r es el número

de clases de conjugación. Esto se sigue de dos observaciones básicas: como F -

espacio, el centro Z (Mn1 (F )u...uMnr (F )) es de dimensión r ; y dimF Z (FG) es el

número de clases de conjugación de G . Ambas afirmaciones son relativamente

directas y fáciles de demostrar, por lo que no profundizaremos más en ello.
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5. El radical de un álgebra

Con el teorema de Wedderburn hemos podido caracterizar las álgebras se-

misimples y hemos visto que es una clase bastante pequeña. Por otro lado, he-

mos visto que el concepto del radical de un álgebra tiene gran importancia a la

hora de estudiar su semisimplicidad. Es por ello que profundizaremos más en

sus propiedades.

5.1. Propiedades básicas

El primer resultado que buscaremos probar es que el radical de un álgebra

es un ideal. Para ello, necesitaremos un resultado previo aplicable a radicales

de módulos.

Lema 5.1. Sean M1 y M2 A-módulos a derecha. Siφ ∈ HomA(M1, M2), entonces

φ(radM1) ⊆ radM2, y φ induce un homomorfismo de M1/radM1 en M2/radM2.

Demostración. Si N < M2, entonces φ induce una aplicación inyectiva de

M1/φ−1(N ) en M2/N . En particular, si M2/N es simple, entonces o bienφ−1(N ) =
M1 o bien M1/φ−1(N ) ∼= M2/N es simple. En ambos casos, φ−1(N ) ⊇ radM1.

Así,φ−1(radM2) ⊇ radM1, esto es,φ(radM1) ⊆ radM2. La última afirmación, por

tanto, es trivial.

Proposición 5.2. Si A es una R-álgebra no trivial, entonces radA A es un ideal

propio bilátero de A.

Demostración. La aplicación y 7→ x y es un endomorfismo de A-módulos

de A para todo x ∈ A. Por el lema anterior, x(radA A) ⊆ radA A, esto es, radA A C

A. Como A tiene elemento unidad, se sigue por el lema de Zorn que existe un

ideal maximal a derecha M de A. En consecuencia, A A/M es simple. Por tanto,

radA A ⊆ M ⊂ A, por lo que radA A es un ideal propio de A.

Corolario 5.3. Si A es una R-álgebra artiniana a derecha, entonces A/radA A es

una R-álgebra semisimple.

Demostración. Se sigue del corolario 3.16 que A/radA A es un A-módulo

semisimple, y por tanto también es semisimple como (A/radA A)-módulo por

la proposición 3.4. Usando el lema 3.31 tenemos que rad(A/radA A) = 0. Así,

A/radA A es un álgebra semisimple por la proposición 4.3.
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Notemos que lo que afirma el corolario tiene sentido ya que al ser radA A un

ideal, A/radA A es un álgebra.

Corolario 5.4. Si M es un A-módulo a derecha, entonces M(radA A) ⊆ radM .

Demostración. Para todo u ∈ M , la aplicación x 7→ ux es un homomorfismo

de A-módulos de A A en M , por lo que usando el lema, u(radA A) ⊆ radM .

5.2. Lema de Nakayama

Existen diferentes resultados equivalentes que se conocen como «lema de

Nakayama». A continuación, presentaremos dos de las versiones más habitua-

les del lema, que resulta de capital importancia en la teoría de anillos.

Tiene también importantes aplicaciones a la teoría de grupos, ya que el ra-

dical de un módulo es análogo al subgrupo de Frattini de un grupo, y el lema

de Nakayama es una variante de la caracterización estándar del subgrupo de

Frattini.

Lema 5.5. Dado un elemento u de un A-módulo M , las siguientes condiciones

son equivalentes.

(I). u ∈ radM .

(II). Si N < M es tal que u A+N = M , entonces N = M .

Demostración. Si u ∉ radM , entonces existe un submódulo N de M tal que

M/N es simple y u ∉ N . En ese caso, u A +N = M 6= N . Por tanto, (I) es conse-

cuencia de (II). Análogamente, supongamos que existe N < M con la propiedad

u A + N = M 6= N . Es claro que u ∉ N . Por el lema de Zorn, existe un submó-

dulo P de M que contiene a N tal que es maximal con la propiedad u ∉ P . Si

P ⊂ Q < M , entonces u ∈ Q, de forma que M = u A +N ⊆ Q. Por tanto, M/P es

simple, radM ⊆ P y por tanto u ∉ radM .

Proposición 5.6. Lema de Nakayama para módulos. Sea P un submódulo del

A-módulo M que satisface la propiedad de que para todo submódulo N de M ,

si P +N = M entonces N = M . Entonces P ⊆ radM . Análogamente, si P < M ,

P ⊆ radM , y o P o M es finitamente generado como A-módulo, entonces P

satiface la propiedad anterior.
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Demostración. Supongamos que existe u ∈ P −radM . Usando el lema ante-

rior, existe un submódulo N de M tal que N 6= M = u A+N ⊆ P +N . Para probar

la otra implicación, supongamos que P < radM y N < M es tal que P +N = M .

Si M es finitamente generado, entonces existe un submódulo finitamente ge-

nerado Q de P tal que Q +N = M . Así, en todos los casos se puede asumir que

P es finitamente generado. Tomemos P = u1 A+u2 A+ ...+un A. Usando el lema

de nuevo iterativamente llegamos al resultado, M = u1 A +u2 A + ...un A + N =
u2 A+ ...+un A+N = ... = un A+N = N .

Proposición 5.7. Lema de Nakayama para álgebras. Sea P un ideal a derecha

de la R-álgebra A. Las siguientes condiciones son equivalentes.

(I). P ⊆ radA A.

(II). Si M es un A-módulo a derecha finitamente generado, y N < M satisface

N +MP = M , entonces N = M .

(III). G = {1+x : x ∈ P } es un subconjunto de Ao .

Demostración. La propiedad (II) se sigue de la (I) como consecuencia del

lema de Nakayama para módulos y el corolario 5.3. Para probar (III) desde (II),

sea x ∈ P . Denotamos y = 1+ x. Se sigue que 1 = y − x ∈ y A +P de forma que

y A +P = A A. Como A A está finitamente generado por 1, se sigue de (II) que

y A = A. En particular, 1 = y z = z + xz para algún z ∈ A. Por tanto, z = 1− xz ∈
G , ya que P < A A y x ∈ P . Con esto probamos que todo elemento de G tiene

inverso por la derecha en G . Por tanto, G es un grupo y G ⊆ Ao . Para deducir (I)

desde (III), sea x ∈ P . Por el lema, basta probar que si un ideal a derecha N de

A satisface x A +N = A, entonces N = A. La hipótesis x A +N = A implica que

1 = xz + y para ciertos z ∈ A, y ∈ N . Así, y = 1+ x(−z) con x(−z) ∈ P . Por (III),

y ∈ Ao . Así, N = A, como buscábamos.

Tomando N = 0 y P = radA A en esta segunda versión obtenemos un coro-

lario que también se suele llamar lema de Nakayama.

Corolario 5.8. Si M es un A-módulo a derecha finitamente generado tal que

M(radA A) = M , entonces M = 0.
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5.3. El radical de Jacobson

Con lo que hemos demostrado hasta ahora estamos en situación de demos-

trar lo que ya afirmamos en el párrafo 4.1.

Lema 5.9. Si A es una R-álgebra, entonces radA A = radA A.

Demostración. Usando los análogos a izquierda de los párrafos anteriores,

A A < A A y {1+ x : x ∈ radA A} ⊆ Ao . Por el lema de Nakayama, radA A ⊆ radA A.

Usando un argumento simétrico, radA A ⊆ radA A.

Una vez probado esto, podemos fijar nuestra notación para este radical.

Definición 5.10. Dada una R-álgebra A, el radical de Jacobson de A es J (A) =
radA A.

Proposición 5.11. El radical de Jacobson de un álgebra A es un ideal bilátero

J (A) que satisface

(I). J (A) =⋂
{M : M es un ideal maximal a derecha de A}.

(II). J (A) = {x ∈ A : 1+x y ∈ Ao ∀y ∈ A}.

(III). J (A) = {x ∈ A : 1+ y x ∈ Ao ∀y ∈ A}.

Esta proposición es consecuencia inmediata del lema anterior y del lema de

Nakayama. En adelante cuando hablemos del «radical de A» nos referiremos al

radical de Jacobson de A.

Una versión alternativa de la proposición nos será también útil más adelan-

te.

Corolario 5.12. Si M es un ideal a derecha o izquierda del álgebra A tal que

1+x ∈ Ao para todo x ∈ M , entonces M ⊆ J (A). Si además radA/M = 0, entonces

M = J (A).

Demostración. La hipótesis de que M es un ideal a izquierda o derecha y

que 1+x ∈ Ao para todo x ∈ M implica que M ⊆ J (A) por la proposición anterior.

Por otra parte, si radA/M = 0, entonces J (A) ⊆ M por el lema 3.31.

Diremos que un elemento x de un álgebra A es nilpotente si existe un nú-

mero natural n tal que xn = 0. Eso nos lleva al siguiente corolario.
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Corolario 5.13. Si M es un ideal a derecha o izquierda del álgebra A tal que

todo elemento de M es nilpotente, entonces M ⊆ J (A).

Demostración. Si xn = 0, entonces (1+x)
(∑

0≤i≤n(−x)i
)= (∑

0≤i≤n(−x)i
)

(1+
x) = 1, por lo que es un caso particular del corolario anterior.

Obtendremos ahora algunas propiedades útiles del radical de Jacobson.

Lema 5.14. Sean A y B R-álgebras.

(I). Si θ : A → B es un homomorfismo de álgebras suprayectivo, entonces

θ(J (A)) ⊆ J (B).

(II). J (AuB) = J (A)u J (B).

Demostración. (I) es consecuencia de los lemas 5.1 y 3.1, θ(J (A)) =
θ(radA A) ⊆ radB A = radBB = J (B). Aplicando este resultado a las proyeccio-

nes de A uB en A y B tenemos que J (A uB) ⊆ J (A)u J (B). Por otro lado, si

x ∈ J (A), y ∈ J (B), entonces 1A + x ∈ Ao y 1B + y ∈ B o por la proposición. Por

tanto, (1A,1B )+ (x, y) es una unidad de AuB . Como J (A)u J (B) es un ideal de

AuB , se sigue del corolario 5.12 que J (A)u J (B) ⊆ J (AuB).

Veamos ahora un ejemplo de una clase de álgebras con radical cero.

Proposición 5.15. Si M es un A-módulo semisimple, entonces J (E A(M)) = 0.

Demostración. Cuando M es también finitamente generado, E A(M) es siem-

pre semisimple y el radical es 0 de forma trivial. Para probar el resultado en ge-

neral, sea 0 6=φ ∈ E A(M). Por la proposición 3.15 es claro que existe un submó-

dulo simple N de M tal que φ(N ) 6= 0. Por el lema de Schur, φ lleva N de forma

isomorfa a φ(N ). Aplicando de nuevo la proposición 3.15 tenemos la existen-

cia de π ∈ E A(M) tal que π2 = π y π(M) = φ(N ). Sea ψ= (φ|N )−1π. Claramente,

ψ ∈ E A(M) y φψ=π. Como π 6= 0 y π(1−φψ) = 0, se sigue que 1−φψ no es una

unidad de E A(M). Por tanto, φ ∉ J (E A(M)) por la proposición.

5.4. El radical de un álgebra artiniana

En la mayoría de los casos, el problema de encontrar el radical es harto com-

plicado. Sin embargo, es mucho más sencillo calcular el radical de un álgebra
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de dimensión finita sobre un cuerpo (o de forma más general, el radical de un

álgebra artiniana).

Proposición 5.16. Si A es un álgebra artiniana a derecha o izquierda, entonces

existe un número natural k tal que J (A)k = 0.

Demostración. J (A) ⊇ J (A)2 ⊇ J (A)3 ⊇ ... es una sucesión descendente de

ideales biláteros, de forma que por la propiedad artiniana a derecha o a izquier-

da, existe un número natural k tal que J (A)k = J (A)k+1. Si podemos suponer

que J (A)k es finitamente generado como A-módulo, entonces por el corola-

rio 5.8 tenemos que J (A)k = 0. Así, si A es noetheriano además de artiniano,

la proposición es una aplicación sencilla del lema de Nakayama. Más adelante

probaremos que A ha de ser necesariamente noetheriano, pero como para de-

mostrarlo necesaremos esta proposición seguiremos adelante sin ello. Supon-

gamos que J (A)k 6= 0. En particular, el conjunto de ideales a derecha no nulos

M de A tales que M J (A) = M incluye a J (A)k . Por tanto, existe un M minimal

con estas propiedades. Como M = M J (A)2 = ... = M J (A)k , existe algún x ∈ M

tal que x J (A)k 6= 0. Claramente, x J (A)k es un ideal a derecha de A contenido

en M , y (x J (A)k )J (A) = x J (A)k+1 = x J (A)k . Del hecho de que M es minimal se

sigue que M = x J (A)k ⊆ x A = M . Por tanto, M es finitamente generado, lo que

contradice el lema de Nakayama, ya que 0 6= M = M J (A).

Corolario 5.17. Sea A un álgebra artiniana a derecha o a izquierda. Dado un

ideal a derecha o a izquierda M de A, las siguientes condiciones son equivalen-

tes.

(I). M ⊆ J (A).

(II). Existe un número natural k tal que M k = 0.

(III). Todos los elementos de M son nilpotentes.

Demostración. El hecho de que (I) implica (II) es consecuencia directa de

la proposición anterior, (II) implica (III) trivialmente. Finalmente, (I) se sigue

de (III) para cualquier álgebra por el corolario 5.13
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5.5. Álgebras artinianas y noetherianas

Como ya adelantamos en la proposición del párrafo anterior, podremos de-

mostrar que toda álgebra artiniana es noetheriana, lo cual será el principal re-

sultado de esta sección. De hecho, podremos probar un resultado un poco más

general.

Proposición 5.18. Sea A un álgebra artiniana a derecha o a izquierda. Si M es

un A-módulo artiniano, entonces M es noetheriano.

Demostración. Denotemos J = J (A). Como A es artiniana, existe un núme-

ro natural k tal que J k = 0 por la proposición 5.16. En particular, existe un n ∈N
mínimo tal que M J n = 0 (consideraremos el caso de módulos a derecha, el ca-

so a izquierda es completamente análogo). Procederemos por inducción en n.

Si n = 0, entonces 0 = M J 0 = M A = M , y el módulo cero es claramente noethe-

riano. Sea n = 1. La condición M J = 0 implica que M se puede considerar como

un módulo sobre el álgebra A/J . Como A/J es semisimple por el corolario 5.3,

todo A/J-módulo es semisimple por la proposición 4.4 (usando el hecho de que

coincide la semisimplicidad a derecha y a izquierda). Por tanto, MA/J es noet-

heriano por la proposición 3.29. Como S(MA) = S(MA/J ) por el lema 3.1, MA

también es noetheriano. Supongamos que n > 1. El paso de inducción está ba-

sado en el lema 3.24. Denotamos N = M J n−1 < M . N es artiniano y N J = 0, por

lo que en el caso n = 1, N es noetheriano. El módulo cociente M/N es también

artiniano y (M/N )J n−1 = 0. Por la hipótesis de inducción, M/N es noetheriano.

En consecuencia, M es noetheriano.

Corolario 5.19. Si la R-álgebra A es artiniana por la derecha (izquierda), en-

tonces A es noetheriana por la derecha (izquierda).

Corolario 5.20. Si A es una R-álgebra artiniana por la derecha, entonces las

siguientes condiciones sobre un A-módulo M son equivalentes.

(I). M es artiniano.

(II). M es noetheriano.

(III). M es finitamente generado.
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Demostración. Por la proposición, (I) implica (II), y (III) se sigue de (II)

por la proposición 3.29. Para la implicación restante, supongamos que N =
u1 A+ ...+un A. Entonces existe un homomorfismo de A-módulos suprayectivo

de
⊕

n A A en M definido por

(x1, ..., xn) 7→
n∑

i=1
ui xi (5.1)

Dado que A A es artiniano, se sigue del lema 3.24 que
⊕

n A A es artiniano, y por

tanto M es artiniano.

5.6. Álgebras nilpotentes

Otra aplicación más de la proposición 5.16 da una caracterización de las

álgebras nilpotentes de dimensión finita. El resultado que probaremos en re-

lación a ello aparece en uno de los últimos artículos de Wedderburn, pero se

basa en resultados anteriores de Engel y Lie sobre álgebras de Lie nilpotentes y

resolubles.

Para probar nuestro resultado necesitaremos de la proposición 3.29, del

teorema de estructura de Wedderburn y de un resultado elemental previo acer-

ca de la aplicación traza de las matrices. Si α = [αi j ] es una matriz n ×n con

entradas en un cuerpo F , definimos la traza de α como

trα=
n∑

i=1
αi i (5.2)

Es claro que la traza es F -lineal de Mn(F ) en F solo con usar la definición.

Además, si α es nilpotente (αm = 0), entonces el polinomio mínimo de α es X k

con 1 ≤ k ≤ m (ya que este polinomio divide a X k ), y su polinomio caracterís-

tico es X n − (trα)X n−1 + ... = X n (ya que el polinomio mínimo y el polinomio

característico tienen los mismos factores irreducibles). Por tanto, tenemos que

si α es nilpotente, entonces trα= 0.

Lema 5.21. No existe ningún conjunto de matrices nilpotentes que generen

Mn(F ) como F -espacio vectorial.

61



Demostración. En caso contrario, existirían matrices nilpotentes α1, ...αr ∈
Mn(F ) y escalares b1, ...,br ∈ F tales que ε11 =α1b1+ ...+αr br . Por las propieda-

des de la traza que vimos anteriormente, esta ecuación lleva a contradicción,

1 = trε11 = (trα1)b1 + ...+ (trαr )br = 0 #

Proposición 5.22. Sea A una F -álgebra de dimensión finita. Supongamos que

B es un subespacio de A cerrado bajo la multiplicación, y que está generado

por un conjunto de elementos nilpotentes. Entonces B k = 0 para algún k ∈N.

Demostración. Hallaremos dos resultados previos para facilitar la demos-

tración. Asumiremos en primer lugar que

F es algebraicamente cerrado (5.3)

Para ver esto, sea x1, ..., xm una F -base de A, con x j xk = ∑m
i=1 xi ci j k , ci j k ∈ F .

Denotamos la clausura algebraica de F por K . Formamos la K -álgebra A′ =
x1K ⊕ ...⊕ xmK con la multiplicación en A′ definida por las constantes de es-

tructura {ci j k }. Claramente, A es una subálgebra de (A′)F . Por tanto, B es una

subálgebra de (B ′)F , con B ′ = BK . Por tanto, (B ′)k = 0 implica que B k = 0. Que-

da señalar que B ′ satisface la misma hipótesis que B : B ′ es un K -subespacio de

A′, B ′ es cerrada bajo multiplicación y B ′ está generada por elementos nilpo-

tentes. La siguiente simplificación que haremos es suponer que

B es un ideal de A (5.4)

Para lograr esta condición, basta reemplazar A por B +1AF . Como B es cerrado

bajo la multiplicación, es trivialmente un ideal de B + 1AF . Para completar la

demostración, basta probar que

si A es semisimple, entonces B = 0 (5.5)

De hecho, podemos reemplazar A por el álgebra semisimple A/J (A), y el ideal B

de A por el ideal (B+ J (A))/J (A) de A/J (A). Como (B+ J (A))/J (A) es una imagen

homomorfa de B , está generada por elementos nilpotentes. Por tanto, (5.5) nos

lleva a la conclusión de que B+ J (A) = J (A), esto es, B ⊆ J (A). Por la proposición

5.16, B k ⊆ J (A)k = 0 para cierto k ∈N.
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Solo nos queda, por tanto, probar (5.5), usando las hipótesis añadidas (5.3)

y (5.4). Por el corolario 4.26, A = A1u ...uAt donde cada Ai
∼= Mni (F ) es simple.

Sea πi : A → Ai el homomorfismo de proyección. Para cada i , πi (B) es un ideal

de Ai , luego o bien πi (B) = 0 o bien πi (B) = Ai por ser Ai simple. La segunda

opción no se puede dar, ya que implicaría que Ai
∼= Mni (F ) estaría generado

por elementos nilpotentes, en contradicción con el lema anterior. Por tanto,

B ⊆ Kerπi para todo i . Por tanto, B ⊆⋂t
i=1 Kerπi = 0, lo que prueba (5.5).

5.7. El radical de un álgebra de grupo

Con las herramientas que hemos obtenido, nos dedicaremos brevemente

al problema de describir el radical de un álgebra de grupo. En concreto es-

tudiaremos J (FG) cuando F es un cuerpo y G un grupo finito. El teorema de

Maschke nos dice que si la característica de F no divide al orden de G , enton-

ces J (FG) = 0. Por tanto, supondremos que la característica de F es un primo p

que divide a n = |G|. Obtendremos un resultado enunciado por Wallace que se

basará en el resultado sobre álgebras nilpotentes que acabamos de probar.

Proposición 5.23. Sea F un cuerpo de característica prima p. Supongamos que

G es un grupo finito que tiene un subgrupo normal p-Sylow H . El radical de

Jacobson del álgebra de grupo FG es J (FG) =∑
x∈H−{1}(x −1)FG .

Demostración. Denotaremos A = FG . Sabemos que el homomorfismo de

proyección φ : G → G/H se extiende de forma lineal a un homomorfismo de

F -álgebras suprayectivo φ : A = FG → F (G/H). Si y1, ..., ym es una colección de

representantes de clases laterales de H , esto es, G = H y1∪̇...∪̇H ym , y si y ∈ G ,

entonces φ(y) = φ(yi ) si y solo si y ∈ H yi . Por tanto, dado z = ∑
y∈G y ay ∈ A,

tenemos φ(z) =∑
y∈G φ(y)ay =∑m

i=1φ(yi )
(∑

x∈H ax yi

)
. En particular, si φ(z) = 0,

entonces
∑

x∈H ax yi = 0 para 1 ≤ i ≤ m. Esto implica que ayi = −∑
x∈H−{1} ax yi ,

de forma que z = ∑m
i=1

∑
x∈H−{1}(x − 1)yi ax yi =

∑
x∈H−{1}(x − 1)

(∑m
i=1 yi ax yi

) ∈∑
x∈H−{1}(x − 1)A. Análogamente, si z ∈ ∑

x∈H−{1}(x − 1)A, entonces

φ(z) ∈ ∑
x∈H−{1}(φ(x)−φ(1))φ(A) = 0. Por tanto, Kerφ = ∑

x∈H−{1}(x − 1)A = J .

Con esto probamos que J es un ideal de A tal que A/J ∼= F (G/H). Como H es un

p-subgrupo de Sylow de G , p no divide a |G/H |. Por tanto, F (G/H) es semisim-

ple por el teorema de Maschke. Esto implica que J ⊇ J (A). Usaremos esto para
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probar que J k = 0 para cierto k ∈N. Denotamos B = ∑
x∈H−{1}(x − 1)F . Clara-

mente, B es un subespacio de A. Además, B es cerrado bajo la multiplicación,

ya que (x −1)(y −1) = (x y −1)− (x −1)− (y −1). Si |H | = p l , entonces, dado que

carF = p, (x −1)p l = xp l −1 = 0 para todo x ∈ H . Por tanto, B está generado por

elementos nilpotentes. Por la proposición 5.22 tenemos que B k = 0 para cierto

k ∈N. Con ello tenemos que J k = 0 sin más que ver que J = B A (trivial) y que

B A = AB (ya que (x −1)y = y(y−1x y −1) y y−1x y ∈ H para x ∈ H , y ∈ G por la

normalidad de H). Así, J k = (B A)k = B k Ak = 0A = 0.

Corolario 5.24. Si H es un p-grupo finito y F es un cuerpo de característica p,

entonces J (F H) =∑
x∈H−{1}(x −1)F .

Demostración. Si x, y ∈ H , entonces (x − 1)y = (x y − 1) − (y − 1). Así,∑
x∈H−{1}(x − 1)F H = ∑

x∈H−{1}(x − 1)F . Por tanto el corolario es consecuencia

directa de la proposición.

5.8. Ideales en álgebras artinianas

Concluiremos la sección con algunos resultados sobre el retículo de ideales

de un álgebra. En concreto, veremos que si A es semisimple, entonces I (A) es

distributivo, y con ello podremos determinar si I (A) es distributivo sin más que

estudiar el retículo de sub-bimódulos de J (A), supuesto que A/J (A) es semi-

simple.

Lema 5.25. Sea A un álgebra semisimple. Entonces,

(I). Si M es un ideal a derecha de A y N es un ideal a izquierda de A, entonces

M N = M ∩N .

(II). I (A) es un retículo distributivo.

Demostración. (I): M N ⊆ M ya que M < A A, y M N ⊆ N ya que N < A A.

Por tanto, M N ⊆ M ∩N . Como A es semisimple, se sigue de la proposición 3.15

que A A = M ⊕P para cierto ideal a derecha P de A. Así, N = AN = M N +P N ⊆
M N +P . Por la ley modular, N ∩M ⊆ (M N +P )∩M = M N + (P ∩M) = M N .

(II): Si I , J y K son ideales de A, entonces por (I) tenemos que I ∩ (J +K ) =
I (J +K ) = I J + I K = (I ∩ J )+ (I ∩K ). Por tanto, I (A) es distributivo.
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Lema 5.26. Sea A un álgebra tal que A/J (A) es semisimple. Entonces existen

homomorfismos de retículos suprayectivos ρ : I (A) → I (A/J (A)) y σ : I (A) →
S(A J (A)A) (donde S(A J (A)A) es el retículo de sub-bimódulos de J (A)), tal que si

I y J son ideales de A que satisfacen ρ(I ) = ρ(J ) y σ(I ) =σ(J ) entonces I = J .

Demostración. Sea ρ : A → A/J (A) el homomorfismo de proyección. Por

ser ρ suprayectiva, tenemos que ρ(I ) C A/J (A) para todo I ∈ I (A). Si I y J son

ideales de A, entonces ρ(I + J ) = ρ(I )+ρ(J ) y ρ(I ∩ J ) ⊆ ρ(I )∩ρ(J ) = ρ(I )ρ(J ) =
ρ(I J ) ⊆ ρ(I ∩ J ) por el lema anterior. Por tanto, ρ es un homomorfismo de re-

tículos. Por el teorema de correspondencia, todo ideal de A/J (A) tiene la for-

ma I /J (A) = ρ(I ) para cierto I ∈ I (A), esto es, ρ es suprayectiva. Definimos

σ : I (A) → S(J (A)) por σ(I ) = I ∩ J (A). Claramente, σ(I ∩ J ) =σ(I )∩σ(J ) y σ(I +
J ) ⊇ σ(I )+σ(J ) para todo I , J ∈ I (A). Si x + y ∈ J (A), con x ∈ I , y ∈ J , enton-

ces ρ(x)−ρ(y) ∈ ρ(I )∩ρ(J ) = ρ(I ∩ J ). Esto es, ρ(x) = −ρ(y) = ρ(z) para cierto

z ∈ I ∩ J . Por tanto, x − z ∈ I ∩ J (A) =σ(I ) y y + z ∈ J ∩ J (A) =σ(J ), de forma que

x+y = (x−z)+(y+z) ∈σ(I )+σ(J ). Con esto probamos queσ(I+ J ) ⊆σ(I )+σ(J ),

lo que demuestra queσ es un homomorfismo de retículos. Todo sub-bimódulo

de J (A) es un ideal de A, por lo que σ es suprayectivo. Finalmente, suponga-

mos que ρ(I ) = ρ(J ) y σ(I ) = σ(J ). Si x ∈ I , existe y ∈ J tal que ρ(x) = ρ(y). Por

tanto, x− y ∈ (I + J )∩ J (A) =σ(I + J ) =σ(I )+σ(J ) =σ(J ) ⊆ J , y x = (x− y)+ y ∈ J .

Análogamente, si x ∈ J , entonces x ∈ I . Por tanto, I = J .

Proposición 5.27. Sea A un álgebra artiniana. El retículo de ideales de A es dis-

tributivo si y solo si el retículo S(J (A)) de sub-bimódulos de J (A) es distributivo.

Demostración. Dado que S(J (A)) es un subretículo de I (A), si I (A) es distri-

butivo S(J (A)) también lo será trivialmente. Análogamente, supongamos que

S(J (A)) es distributivo. Si I , J y K son ideales de A, entonces σ(I ∩ (J +K )) =
σ(I )∩(σ(J )+σ(K )) = (σ(I )∩σ(J ))+(σ(I )∩σ(K )) =σ((I ∩ J )+(I ∩K )). De forma

similar, se sigue del lema 5.25 que ρ(I ∩(J +K )) = ρ((I ∩ J )+(I ∩K )). Por el lema

5.26, I ∩ (J +K ) = (I ∩ J )+ (I ∩K ).

En el formalismo de álgebra universal, el lema 5.26 afirmaría que I (A) es un

producto subdirecto de I (A/J (A)) y S(J (A)). En particular, I (A) es isomorfo a

un subretículo del producto de I (A/J (A)) y S(J (A)). Esta idea es la base detrás

de la proposición.
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6. Módulos indescomponibles

Tras estudiar una de las estructuras de álgebra más sencillas, las álgebras

semisimples, en esta sección intentaremos ampliar nuestro estudio a álgebras

más generales. Intentaremos encontrar un análogo general al teorema de es-

tructura de Wedderburn, para lo cual nuestro análogo a los módulos simples

serán lo que llamaremos módulos indescomponibles.

6.1. Descomposiciones directas

Durante toda la sección, supondremos que A es una R-álgebra con R un

anillo, que no jugará un papel importante en la teoría.

Definición 6.1. Un A-módulo N es indescomponible si N 6= 0 y los únicos su-

mandos directos de N son 0 y N , esto es, si N = P ⊕Q, entonces o bien P = 0

o bien Q = 0. Un módulo M es descomponible si M = M1 ⊕ M2 con M1 y M2

módulos distintos de cero. Así, el módulo cero no es ni descomponible ni in-

descomponible.

Proposición 6.2. Si M es un A-módulo artiniano o noetheriano, entonces se

puede expresar M como suma directa finita de A-módulos indescomponibles.

Demostración. Si M = 0, entonces la proposición es cierta por la conven-

ción de que la suma vacía es 0. Supongamos que M 6= 0. Es fácil observar en

primer lugar que existe un sumando directo indescomponible de M . Efecti-

vamente, si N es minimal entre los sumandos no nulos de M , entonces N es

trivialmente indescomponible. La existencia de un N minimal es evidente si M

es artiniano. Si M es noetheriano, usamos que el complemento de cualquier

sumando directo maximal es minimal. Iterando recursivamente este procedi-

miento, y usando el hecho de que las propiedades artiniana y noetheriana se

heredan por submódulos, tenemos que

M = N1 ⊕M1 = N1 ⊕N2 ⊕M2 = N1 ⊕N2 ⊕N3 ⊕M3 = ... (6.1)

con cada Ni indescomponible y M1 ⊃ M2 ⊃ M3 ⊃ .... Esta sucesión de descom-

posiciones terminará en un paso k solo si Mk = 0, en cuyo caso M = N1⊕...⊕Nk .
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O bien la condición de cadena ascendente aplicada a M1 ⊃ M2 ⊃ M3 ⊃ ... o la

descendente aplicada a N1 ⊂ N1 +N2 ⊂ N1 +N2 +N3 ⊂ ... lleva a que el proceso

ha de terminar en un número finito de pasos.

6.2. Álgebras locales

Es trivial que los módulos simples son indescomponibles. El recíproco es

cierto para módulos sobre álgebras semisimples, pero no en general. Para las

álgebras artinianas, existe una caracterización de los módulos indescomponi-

bles y finitamente generados en términos de sus álgebras de endomorfismos

de forma análoga a la caracterización de módulos simples a través del lema de

Schur.

Definición 6.3. Se dice que un álgebra A es un álgebra local si A/J (A) es un

álgebra de división.

Como consecuencia directa, si A es local, entonces 1A 6= 0, por lo que A es

no trivial.

Proposición 6.4. Dada un álgebra no trivial A, las siguientes condiciones son

equivalentes.

(I). A es un álgebra local.

(II). A− Ao ⊆ J (A).

(III). A− Ao es cerrado bajo la suma.

Demostración. (I) ⇒ (II). Si x ∈ A− J (A), por (I) existe un y ∈ A tal que x y −
1 ∈ J (A) y y x−1 ∈ J (A). Por tanto, por la proposición 5.11, x y = 1+(x y−1) ∈ Ao .

Análogamente, y x ∈ Ao . Se sigue por tanto que x ∈ Ao .

(II) ⇒ (III). Dado que A es no trivial, es claro por la proposición 5.11 que

ninguna unidad de A pertenece a J (A). Así, J (A) ∩ Ao = ∅. Por tanto, (II) es

equivalente a que A − Ao = J (A), y de esta forma (III) es consecuencia de que

J (A) es un ideal.

(III) ⇒ (I). Supongamos que x ∈ A − J (A). Por la proposición 5.11, existen

elementos y y z en A tales que 1 + x y ∈ A − Ao y 1+ zx ∈ A − Ao . Por tanto,
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x y ∈ Ao y zx ∈ Ao , ya que en otro caso 1 ∈ A − Ao por (III). Así, x tiene inversa

tanto por la derecha como por la izquierda en A, de forma que x ∈ Ao . Con esto

probamos que A − J (A) ⊆ Ao , con lo que es claro que A/J (A) es un álgebra de

división.

Corolario 6.5. Sea A un álgebra tal que todo elemento no unidad de A es nil-

potente. Entonces A es un álgebra local.

Demostración. Sea 0 6= x ∈ A − Ao . Por la suposición, xk = 0 para algún

número natural mínimo k > 1. Entonces, x y ∈ A − Ao para todo y ∈ A. De

otra forma, xk−1(x y) = 0 implicaría xk−1 = 0, lo que contradice la minimali-

dad de k. Así, por hipótesis, todo elemento de x A es nilpotente, de forma que

x ∈ x A ⊆ J (A) por el corolario 5.13. Con esto probamos que A − Ao ⊆ J (A), por

lo que A es local usando la proposición anterior.

Corolario 6.6. Si N es un A-módulo tal que E A(N ) es un álgebra local, entonces

N es indescomponible.

Demostración. La hipótesis de que E A(N ) sea local incluye la condición de

que idN 6= 0, por lo que N 6= 0. Si N = P ⊕Q con las proyecciones asociadas

π : N → P y ρ : N →Q, entonces, como π+ρ = idN y E A(N ) es local, o π o ρ será

una unidad por la proposición. Como π2 = π y ρ2 = ρ, se sigue que π = idN o

ρ = idN , por lo que Q = 0 o P = 0.

6.3. Lema de Fitting

Buscaremos ahora probar el recíproco del corolario 6.6. El resultado corres-

pondiente se conoce como lema de Fitting, y será de capital importancia en

la teoría de álgebras. Probaremos antes un resultado previo que también será

relevante.

Lema 6.7. Sea M un A-módulo, y supongamos que φ ∈ E A(M). Si se cumple

cualquiera de las siguientes hipótesis, entonces φ es un automorfismo.

(I). M es noetheriano y φ suprayectivo.

(II). M es artiniano y φ inyectivo.
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Demostración. Supongamos que M es noetheriano yφ suprayectivo. Como

0 ⊆ Kerφ⊆ Kerφ2 ⊆ ..., la condición de cadena ascendente implica que Kerφn =
Kerφn+1 para cierto n ∈ N. Esto es, (φn)−1(Kerφ) = (φn+1)−1(0) = Kerφn+1 =
Kerφn = (φn)−1(0). Comoφ es suprayectiva, también lo esφn . Por tanto, Kerφ=
φn(φn)−1(Kerφ) = φn(φn)−1(0) = 0. La demostración con la condición (II) es

análoga.

Teorema 6.8. Lema de Fitting. Sea M un A-módulo artiniano y noetheriano. Si

φ ∈ E A(M), entonces existe una descomposición M = P ⊕Q tal que

(I). φ(P ) ⊆ P y φ(Q) ⊆Q.

(II). φ|P es un automorfismo.

(III). φ|Q es nilpotente.

Demostración. La hipótesis de que M es artiniano y noetheriano aplica-

da a las cadenas M ⊇ φ(M) ⊇ φ2(M) ⊇ ... y 0 ⊆ Kerφ ⊆ Kerφ2 ⊆ ... lleva a que

existe un m ∈ N tal que φn(M) = φm(M) y Kerφn = Kerφm para todo n ≥ m.

Definimos P = φm(M) y Q = Kerφm . Entonces, φ(P ) = φm+1(M) = φm(M) = P ,

y φ(Q) = φ(Kerφm) = φ(Kerφm+1) ⊆ Kerφm = Q. Usando el lema anterior, φ|P
es un automorfismo. Además, φm(Q) = φm((φm)−1(0)) = 0, de forma que φ|Q
es nilpotente. Tenemos también que P ∩Q = 0, ya que φ|P∩Q sería tanto inyec-

tiva como nilpotente. Finalmente, M = (φm)−1(φm(M)) = (φm)−1(φ2m(M)) =
(φm)−1(φm(φm(M))) =φm(M)+Kerφm = P +Q.

Corolario 6.9. Si el A-módulo M es artiniano y noetheriano, entonces M es

indescomponible si y solo si E A(M) es un álgebra local.

Demostración. Si E A(M) es local, entonces M es indescomponible por el

corolario 6.6. Supongamos que M es indescomponible. Por el lema de Fitting,

todo elemento de E A(M) es nilpotente o una unidad. Por tanto, E A(M) es un

álgebra local por el corolario 6.5.

El caso que más nos influirá será en el que A es artiniano a derecha y M es

un A-módulo a derecha finitamente generado. Por el corolario 5.20, esto garan-

tizará que M será artiniano y noetheriano.
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6.4. Teorema de Krull-Schmidt

Estudiaremos ahora la unicidad de las descomposiciones directas. Para ello,

nuestro resultado principal será la generalización de Azumaya del teorema clá-

sico de Krull y Schmidt. Para ello, necesitaremos dos resultados previos.

Lema 6.10. Dada una sucesión exacta 0 → N
φ−→ M

ψ−→ P → 0 de A-módulos, las

siguientes condiciones son equivalentes.

(I). Existe χ ∈ HomA(P, M) tal que ψχ= idP .

(II). Existe θ ∈ HomA(M , N ) tal que θφ= idN .

En ese caso, M = Imχ⊕Kerψ= Imφ⊕Kerθ.

Demostración. Si se cumple (I), entonces u = χψu + (u − χψu) y ψ(u −
χψu) = ψu −ψu = 0 para todo u ∈ M . Por tanto, M = Imχ+Kerψ. Además,

Kerψ∩ Imχ = Ker(ψ|Imχ) = 0 ya que ψχ = idP . Tenemos también que, como

Imφ= Kerψ y φ es inyectivo, que θu =φ−1(u −χψu) define un homomorfismo

de M en N tal que θφv = φ−1φv = v para todo v ∈ N . La demostración de que

(II) implica (I) y M = Imφ⊕Kerθ es análoga.

Si se cumplen las condiciones del lema, se dice que 0 → N → M → P → 0 es

una sucesión exacta escindida. Además, si se satisface (I), se dice que ψ es una

suprayección de escisión, y si se cumple (II) se dice que φ es una inyección de

escisión.

Lema 6.11. Sean M = M1 ⊕M2 = N1 ⊕N2 sumas directas de descomposiciones

del A-módulo M . Supongamos que existe un automorfismo φ de M , con

φ=
[
φ11 φ12

φ21 φ22

]
∈

[
HomA(M1, N1) HomA(M2, N1)

HomA(M1, N2) HomA(M2, N2)

]
(6.2)

tal que φ11 es un isomorfismo. Entonces M2
∼= N2.

Demostración. Claramente,[
idN1 0

−φ21φ
−1
11 idN2

]
,

[
idM1 −φ−1

11φ12

0 idM2

]
(6.3)
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son automorfismos de M . Como φ es un automorfismo, también lo es[
idN1 0

−φ21φ
−1
11 idN2

][
φ11 φ12

φ21 φ22

][
idM1 −φ−1

11φ12

0 idM2

]
=

[
φ11 −0

0 ψ

]
(6.4)

con ψ= φ22 −φ21φ
−1
11φ12 ∈ HomA(M2, N2). Por tanto, ψ es también un isomor-

fismo.

Proposición 6.12. Sea A una R-álgebra. Supongamos que M y N son A-módulos

a derecha con M = M1⊕ ...⊕Mr , N = N1⊕ ...⊕Ns , con E A(Mi ) y E A(N j ) álgebras

locales para todo i y j . Si M ∼= N , entonces r = s y existe una permutación σ tal

que Mi
∼= Nσ(i ) para 1 ≤ i ≤ r .

Demostración. Usaremos inducción en r . Para r = 0, tenemos M = 0. Para

el paso base de la inducción, N ∼= M = 0, de forma que s = 0 (notemos que la

definición de álgebra local implica la no trivialidad, por lo que el que E A(N j )

sea local implica que N j 6= 0). Supongamos que r > 0 y que la proposición es

válida para módulos que se pueden expresar como suma directa de menos de

r factores que tienen álgebras de endomorfismos locales. Sin pérdida de gene-

ralidad, supongamos que N = M , sin más que transferir la descomposición de

N a M utilizando el isomorfismo entre ambas. Así, tenemos

M = M1 ⊕ ...⊕Mr = N1 ⊕ ...⊕Ns (6.5)

Sean πi : M → Mi , κi : Mi → M , ρ j : M → N j , λ j : N → M las proyecciones

e inyecciones canónicas asociadas a las descomposiciones de M . Entonces,

idM = λ1ρ1 + ...+λsρs y idM1 = π1κ1 = ∑s
j=1π1λ jρ jκ1. Como E A(M1) es un ál-

gebra local, se sigue de la proposición 6.4 que φ = π1λ jρ jκ1 es una unidad de

E A(M1) para algún índice j . Para simplificar la notación, ordenaremos la des-

composición N1⊕ ...⊕Ns de forma que j = 1. Sea ψ=φ−1π1λ1 ∈ HomA(N1, M1)

y χ = ρ1κ1 ∈ HomA(M1, N1) de forma que ψχ = idM1 . Se sigue del 6.10 que

N1 = Kerψ⊕ Imχ. Sin embargo, como E A(N1) es local, N1 es indescomponible

por el corolario 6.6. Por tanto, N1 = Imχ y χ= ρ1κ1 es un isomorfismo. Denota-

mos M ′ = M2 ⊕ ...⊕Mr y N ′ = N2 ⊕ ...⊕Ns de forma que M = M1 ⊕M ′ = N1 ⊕N ′

con las correspondientes proyecciones e inyecciones canónicas π1 : M → M1,
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π′ : M → M ′, κ1 : M1 → M , κ′ : M ′ → M , ρ1 : M → N1, ρ′ : M → N ′, λ1 : N1 → M ,

λ′ : N ′ → M . La matriz [
ρ1κ1 ρ1κ

′

ρ′κ2 ρ′κ′

]
(6.6)

se corresponde con la descomposición de los isomorfismos M1 ⊕ M ′ → M y

M → N1 ⊕N ′ (definidos por (u1,u′) 7→ u1 +u′ y v 7→ (ρ1v,ρ′v)), de forma que es

un isomorfismo. Como ρ1κ1 es también un isomorfismo, usando el lema 6.11

tenemos que M2⊕...⊕Mr = M ′ ∼= N ′ = N2⊕...⊕Ns . Aplicamos ahora la hipótesis

de inducción a M ′ y N ′ y con ello completamos la demostración.

Corolario 6.13. Si M es un A-módulo a derecha artiniano y noetheriano, en-

tonces M = M1 ⊕ ... ⊕ Mr con cada Mi un A-módulo indescomponible. Esta

descomposición es única salvo isomorfismos.

Esto es consecuencia inmediata de la proposición anterior, la proposición

6.2 y el corolario 6.9. El teorema de Krull-Schmidt clásico es una generalización

de este corolario a grupos con operadores.

Corolario 6.14. Si A es una R-álgebra artiniana a derecha, entonces todo A-

módulo finitamente generado es unívocamente (salvo isomorfismos) una su-

ma directa finita de A-módulos indescomponibles.

Y este último corolario es consecuencia inmediata del anterior y del corola-

rio 5.20.

6.5. Representaciones de álgebras

Finalmente, con todos los conceptos y resultados que hemos ido recopilan-

do, podemos pasar a definir y trabajar con las representaciones de álgebras. En

este caso, nos limitaremos a las álgebras sobre un cuerpo F , ya que la mayoría

de sus aplicaciones cumplen esta restricción.

Definición 6.15. Una representación matricial de una F -álgebra A es un ho-

momorfismo de álgebras θ de A en la F -álgebra de matrices n×n con entradas

en el cuerpo F .
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El número natural n se llama grado de θ, y lo denotaremos como degθ.

Una representación θ de A es fiel si Kerθ = 0. En ese caso, dimF A ≤
dimF Mn(F ) = n2, con n = degθ. En particular, A no puede tener una repre-

sentación fiel si es de dimensión infinita.

Introduciremos ahora la noción de morfismo entre representaciones. Sean

θ y ψ dos representaciones del álgebra A con grados n y m respectivamen-

te. Una matriz α n ×m entrelaza θ y ψ si θ(x)α = αψ(x) para todo x ∈ A. Las

matrices de entrelazamiento juegan el papel de morfismos. Por ello, utilizare-

mos la notación α : θ → ψ para referirnos a que α entrelaza θ y ψ. Si α : θ →
ψ y β : ψ → χ son matrices que entrelazan representaciones de A, entonces

θ(x)αβ = αψ(x)β = αβχ(x) para todo x ∈ A. Así, el producto matricial αβ en-

trelaza θ y χ. Esto muestra que la composición de morfismos se puede tomar

como la multiplicación matricial en orden inverso, αβ=β◦α. La asociatividad

de la composición se cumple de forma automática.

Finalmente, la matriz identidad ιn claramente entrelaza una representación

de grado n consigo misma, y tiene las propiedades usuales de un morfismo

identidad. Se puede observar que las representaciónes de un álgebra A jun-

to con las matrices de entrelazamiento forman una categoría. Sin embargo, es

importante señalar que no es adecuado identificar los morfismos con matrices,

sino con tripletas (θ,α,ψ) dondeα : θ→ψ, ya que una misma matriz puede en-

trelazar diferentes pares de representaciones y no entrelazar otras. No obtante,

prescindiremos de esta precisión en nuestra notación.

Se dice que dos representaciones θ y ψ de A son equivalentes si son iso-

morfas en el sentido de que existen morfismos α : θ→ψ y β :ψ→ θ cuya com-

posición en ambos órdenes es la identidad. Se puede probar fácilmente que θ

y ψ son equivalentes si y solo si degθ = degψ y existe una matriz cuadrada no

singular α que entrelaza θ y ψ. Dicho de otro modo, ψ(x) =α−1θ(x)α para todo

x ∈ A. Lo denotaremos θ ∼=ψ. Es claro que ∼= es una relación de equivalencia.

Dado θ una representación A con degθ = n, podemos utilizarlo para definir

un A-módulo Mθ. Como F -espacio, Mθ =
⊕

n F . La operación escalar de A en

Mθ viene dada por

[a1, ..., an]x = [a1, ..., an]θ(x) (6.7)
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es decir, el producto matricial por la derecha, para todo x ∈ A. Se puede calcular

de forma directa que Mθ es efectivamente un A-módulo por la derecha. Es claro

también que

dimF Mθ = degθ, annMθ = Kerθ (6.8)

La correspondencia M : θ 7→ lleva por tanto las representaciones en A-mó-

dulos a derecha. Efectivamente, supongamos que α : θ → ψ. Definimos µα :

Mθ → Mψ por µα([a1, ..., an]) = [a1, ..., an]α. Claramente, µα es una aplicación

F -lineal de Mθ en Mψ, yµα([a1, ..., an]x) =µα([a1, ..., an]θ(x)) = [a1, ..., an]θ(x)α=
[a1, ..., an]αψ(x) = µα([a1, ..., an])x. Esto es, µα ∈ HomA(Mθ, Mψ). Es claro que

µαµβ =µβα =µα◦β. Así, las aplicaciones θ 7→ Mθ, α 7→µα constituyen un funtor

entre las representaciones de A y los A-módulos a derecha.

Proposición 6.16. Sean θ y ψ representaciones de la F -álgebra A. Entonces,

(I). Si α : θ→ψ y β : θ→ψ satisfacen µα =µβ, entonces α=β.

(II). Si φ ∈ HomA(Mθ, Mψ), entonces existe α : θ→ψ tal que φ=µα.

(III). Si M es un A-módulo a derecha tal que 0 < dimF M = n ∈ N, entonces

existe una representación χ de A tal que M ∼= Mχ.

Demostración. Si µα = µβ, entonces [a1, ..., an]α = [a1, ..., an]β para todo

a1, ..., an ∈ F . Claramente, esto solo puede ocurrir siα=β. Siφ ∈ HomA(Mθ, Mψ),

en particular φ es una aplicación lineal entre dos espacios vectoriales fila. Por

tanto, existe una matrizα tal queφ([a1, ..., an]) = [a1, ..., an]α para todo a1, ..., an

en F . Además, φ es un homomorfismo de A-módulos. Así, [a1, ..., an]θ(x)α =
φ([a1, ..., an]x) = φ([a1, ..., an])x = [a1, ..., an]αψ(x) para todo a1, ..., an ∈ F , de

forma que α entrelaza θ y ψ. Por definición, µα =φ.

Para probar (III), tomamos una base u1, ...,un de M . Definimos χ : A →
Mn(F ) por la condición

[u1, ...,un]x = [u1, ...,un]χ(x)t (6.9)

donde el superíndice t denota la trasposición de matrices. Se puede calcular

con facilida que χ(x + y) = χ(x)+χ(y), χ(xa) = χ(x)a y χ(x y) = χ(x)χ(y) para
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todo x, y ∈ A, a ∈ F . Por tanto, χ es una representación de A. Definimosφ : M →⊕
n F = Mχ por φ(v) = [a1, ..., an] donde v = u1a1+ ...+un an . Trivialmente, φ es

un isomorfismo de F -espacios caracterizado por v = [u1, ...,un]φ(v)t . Si v ∈ M y

x ∈ A, entonces [u1, ...,un]φ(v x)t = v x = [u1, ...,un]φ(v)t x = [u1, ...,un]xφ(v)t =
[u1, ...,un]χ(x)tφ(v)t ya que F ⊆ Z (A). Por tanto,φ(v x) =φ(v)χ(x) =φ(v)x, esto

es, φ es un isomorfismo de A-módulos.

Corolario 6.17. Si θ y ψ son representaciones de A, entonces θ ∼=ψ si y solo si

Mθ
∼= Mψ.

Demostración. Si α : θ → ψ es no singular, entonces µα : Mθ → Mψ es un

homomorfismo de módulos tal queµα−1 = (µα)−1. Recíprocamente, un isomor-

fismo de Mψ en Mψ viene dado por µα donde α : θ→ψ es no singular.

Corolario 6.18. Sea A una F -álgebra tal que dimF A = n. Entonces existe una

representación fiel θ de A tal que degθ = n.

Demostración. Por la proposición 6.16, existe una representación θ de A tal

que A A
∼= Mθ. Así, degθ = dimF Mθ = dimF A = n, y Kerθ = annMθ = annA A = 0.

Las representaciones de álgebras tienen un importante paralelismo con las

representaciones de grupos. Si G es un grupo y F un cuerpo, una F -representa-

ción de G es un homomorfismo de grupos θ de G en GLn(F ), con GLn(F ) =
Mn(F )o el grupo lineal general de matrices n×n no singulares con entradas en

F . Al igual que en el caso de álgebras, las F -representaciones de G forman una

categoría en la que los morfismos son las tripletas (θ,α,ψ) tales que α es una

matriz que entrelaza θ y ψ, θ(x)α=αψ(x) para todo x ∈G .

La conexión más importante de las F -representaciones de G es que son iso-

morfas a las representaciones del álgebra de grupo FG . Además, si θ es un ho-

momorfismo de grupos de G en GLn(F ), entonces θ tiene una extensión única

a un homomorfismo de álgebras de FG en Mn(F ). Recíprocamente, se puede

restringir cualquier homomorfismo de álgebras de FG en Mn(F ) a un homo-

morfismo de grupos de G en GLn(F ). Así, existe una correspondencia biyectiva

natural entre las F -representaciones de G y las representaciones de FG , que

además es un isomorfismo.
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6.6. Representaciones indescomponibles e irreducibles

Si θ y ψ son representaciones del álgebra A con degθ = n y degψ = m, en-

tonces la suma directa de θ y ψ es la aplicación θ⊕ψ : A → Mn+m(F ) definida

por

(θ⊕ψ)(x) =
[
θ(x) 0

0 ψ(x)

]
(6.10)

Claramente, θ⊕ψ es una representación de grado n +m.

Se dice que una representación ψ de A es indescomponible si no se pue-

de expresar como suma directa de dos representaciones (de grado positivo).

Podremos encontrar un análogo del teorema de Krull-Schmidt para represen-

taciones.

Lema 6.19. Si θ y ψ son representaciones de A, entonces Mθ⊕ψ ∼= Mθ⊕Mψ.

Demostración. La aplicación ([a1, ..., an], [b1, ...,bm]) 7→ [a1, ..., an ,b1, ...,bm]

es trivialmente un isomorfismo de F -espacios de Mθ⊕Mψ en Mθ⊕ψ, y las ope-

raciones escalares de estos módulos están definidas de forma que hacen de la

aplicación un isomorfismo de módulos.

Proposición 6.20. (I). θ es una representación indescomponible de A si y so-

lo si Mθ es un A-módulo indescomponible.

(II). Toda representación θ de A es equivalente a una suma directa finita de

representaciones indescomponibles.

(III). Si ψ1⊕ ...⊕ψr
∼=χ1⊕ ...⊕χs con cada ψi y χ j indescomponibles, entonces

r = s y existe una permutación σ tal que χi
∼=ψσ(i ) para todo i .

Demostración. Si θ = ψ⊕ χ, entonces Mθ
∼= Mψ ⊕ Mχ por el lema ante-

rior. Así, Mθ no es indescomponible. Recíprocamente, si Mθ = N1 ⊕ N2 con

N1, N2 6= 0, entonces por la proposición 6.16 tenemos que Mθ
∼= Mψ⊕Mχ para

ciertas representacionesψ y χ. Por el lema anterior y el corolario 6.17, θ ∼=ψ⊕χ.

Así, θ no es indescomponible. Para probar (II), observemos que Mθ es de di-

mensión finita, y por tanto artiniano y noetheriano. Por la proposición 6.2,

Mθ = N1 ⊕ ...⊕Nr con los Ni A-módulos indescomponibles de dimensión fini-

ta. Por la proposición 6.16, existen representacionesψi de A tales que Ni
∼= Mψ.
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Por tanto, θ ∼=ψ1⊕ ...⊕ψr . Aplicando (I), cadaψi es indescomponible. La unici-

dad de (III) se obtiene de (I) y del corolario 6.13:ψ1⊕...⊕ψr
∼=χ1⊕...⊕χs implica

que Mψ1 ⊕ ...⊕Mψr
∼= Mχ1 ⊕ ...⊕Mχs con cada sumando indescomponible. Así,

r = s y Mχi
∼= Mψσ(i ) (y por tanto χi

∼=ψσ(i ) por el corolario 6.17) para una cierta

permutación σ.

Dos representaciones cualesquiera de A están siempre entrelazadas por una

matriz cero de dimensión adecuada. En algunos casos, es el único entrelaza-

miento posible.

Proposición 6.21. Dada una representación θ de la F -álgebra A, las siguientes

condiciones son equivalentes.

(I). θ es equivalente a una representación ψ de A talq ue para todo x ∈ A,

ψ(x) tiene la forma [
ψ1(x) ∗

0 ψ2(x)

]
(6.11)

donde ψ1 y ψ2 son representaciones de A.

(II). Existe una representación χ de A con degχ< degθ, y un entrelazamiento

no nulo α : θ→χ.

(III). Mθ no es simple.

Demostración. Si se satisface (I), entonces (II) es cierta conχ=ψ1. Además,

si r = degψ1, degθ = n y 0 es la matriz cero (n−r )×r , entonces

[
ιr

0

]
entrelaza

ψ y ψ1. Como θ ∼=ψ, existe un entrelazamiento no nulo α= θ→ψ1.

Supongamos que se satisface (II). Por la proposición 6.16, µα : Mθ → Mχ

es un homomorfismo no nulo. Si Mθ fuera simple, entonces µα sería inyectiva

por el lema de Schur, por lo que degθ = dimF Mθ ≤ dimF Mχ = degχ, lo que

contradice la hipótesis. Por tanto, Mθ no es simple y (II) implica (III).

Si Mθ no es simple, entonces existe un submódulo N de Mθ tal que 0 6= N ⊂
Mθ. Elegimos una base como F -espacio u1, ...,ur ,ur+1, ...,un de Mθ de forma

que ur+1, ...,un sea una base de N . Así, 1 ≤ r ≤ n −1. Definimos ψ : A → Mn(F )

por [u1, ...,un]x = [u1, ...,un]ψ(x)t . En la demostración de la proposición 6.16
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observamos que ψ es una representación de A tal que Mψ
∼= Mθ. Por tanto,

ψ ∼= θ por el corolario 6.17. Sea ψ(x) = [ai j ], de forma que por la definición,

ui x =∑n
j=1 ui ai j . Como N < Mθ y ur+1, ...,un ∈ N , se sigue que ai j = 0 si 1 ≤ j ≤

r < i ≤ n. Dicho de otra forma, ψ(x) tiene la forma[
ψ1(x) ∗

0 ψ2(x)

]
(6.12)

donde ψ1 : A → Mr (F ) y ψ2 : A → Mn−r (F ) son aplicaciones adecuadas. El he-

cho de que ψ es una representación de A implica que ψ1 y ψ2 son también

representaciones.

Se dice que una representación θ de A es irreducible si θ no satisface las

condiciones de la proposición anterior. En particular, θ es irreducible si y solo

si Mθ es simple.

Utilizaremos ahora otra caracterización de módulos simples. El resultado

será también válido para R-álgebras.

Lema 6.22. Sea N un A-módulo a derecha. Si N es simple, entonces J (A) ⊆
annN y N es indescomponible. El recíproco es cierto si A es artiniana a derecha

o a izquierda: J (A) ⊆ annN y N indescomponible implican que N es simple.

Demostración. Si N es simple, por el corolario 5.3 tenemos que N J (A) ⊆
radN = 0. Esto es, J (A) ⊆ annN . Claramente, N es indescomponible. Para el

recíproco, observemos que por la proposición 3.4 podemos ver N como un

A/J (A)-módulo. La hipótesis de que A es artiniano garantiza que A/J (A) es se-

misimple. Así, N es semisimple por la proposición 4.4. Como N es también

indescomponible, se sigue que N es simple.

Corolario 6.23. SI A es una F -álgebra semisimple, entonces una representa-

ción θ de A es indescomponible si y solo si θ es irreducible.

Corolario 6.24. Sea A una F -álgebra artiniana a derecha. El número de clases

de equivalencia de representaciones irreducibles de A es el número de factores

en una descomposición de A/J (A) como producto de álgebras simples.

Demostración. Por el lema anterior, existe una correspondencia biunívoca

entre las clases de isomorfismos de A-módulos simples y las clases de isomor-
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fismos de A/J (A)-módulos. Si A/J (A) = A1u ...uAr con cada Ai simple, enton-

ces por la proposición 4.4 y el lema 4.6 tenemos todo A/J (A)-módulo simple

es isomorfo a un ideal minimal a derecha de algún Ai . Todos los ideales mini-

males a derecha de Ai son isomorfos por la proposición 4.15, mientras que si

i 6= j entonces un ideal minimal a derecha de Ai no es isomorfo a un ideal mi-

nimal a derecha de A j . Por tanto, el corolario es consecuencia de la proposición

anterior.

Corolario 6.25. Sea F un cuerpo algebraicamente cerrado, y supongamos que

A es una F -álgebra de dimensión finita. Entonces el número de representacio-

nes irreducibles de A es dimF Z (A/J (A)).

Demostración. Por el corolario 4.26, A ∼= Mn1 (F )u ...uMnr (F ). El número

natural r es igual a dimF Z (A/J (A)).

7. Producto tensorial de álgebras

Finalizaremos el presente trabajo cerrando el estudio del producto tenso-

rial al analizar su comportamiento sobre álgebras. Acabaremos la sección vien-

do la importancia del producto tensorial en las representaciones a través del

concepto de módulos inducidos.

7.1. El producto tensorial como R-álgebra

En primer lugar, observaremos que el producto tensorial de dos álgebras

con una operación producto definida adecuadamente mantiene el estatus de

R-álgebra. Asimismo, encontraremos una caracterización interna en términos

de subálgebras.

Proposición 7.1. Si A y B son R-álgebras, entonces existe una operación pro-

ducto sobre A⊗B que satisface

(x1 ⊗ y1)(x2 ⊗ y2) = x1x2 ⊗ y1 y2 (7.1)

Este producto es asociativo y 1A ⊗1B = 1A⊗B .
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Demostración. Para x1 ∈ A y y1 ∈ B , sean λx1 y λy1 los endomorfismos de

multiplicación a izquierda de A y B correspondientes a x1 e y1. Podemos ver

fácilmente que λx1 ⊗λy1 ∈ ER (A⊗B) satisface (λx1 ⊗λy1 )(x2 ⊗ y2) = x1x2 ⊗ y1 y2.

Además, (x1, y1) 7→ λx1 ⊗λy1 es una aplicación bilineal de A ×B en ER (A ⊗B).

Así, existe un homomorfismo de R-módulosφ : A⊗B → ER (A⊗B) tal queφ(x1⊗
y1) =λx1 ⊗λy1 . Definimos (A⊗B)× (A⊗B) → A⊗B por (z, w) 7→ zw =φ(z)(w).

Dado que φ es un homomorfismo de R-módulos y φ(z) ∈ ER (A ⊗B), la aplica-

ción es bilineal y por tanto una operación producto sobre A ⊗B . Por construc-

ción, (x1⊗ y1)(x2⊗ y2) =φ(x1⊗ y1)(x2⊗ y2) = (λx1 ⊗λy1 )(x2⊗ y2) = x1x2⊗ y1 y2, y

por tanto se satisface (7.1). Por tanto, el producto es asociativo. Además, 1A⊗1B

es el elemento unidad de A⊗B trivialmente por (7.1).

Corolario 7.2. Sean A, B y C R-álgebras. Entonces,

(I). (AuB)⊗C ∼= (A⊗C )u (B ⊗C ).

(II). (A⊗B)⊗C ∼= A⊗ (B ⊗C ).

(III). A⊗B ∼= B ⊗ A.

(IV). A⊗R ∼= R ⊗ A ∼= A.

En este último corolario,∼=denota la relación de isomorfismo de R-álgebras,

aunque se pueden encontrar los isomorfismos de R-módulos correspondientes

fácilmente.

Lema 7.3. Las aplicacionesκA : A → A⊗B yκB : B → A⊗B definidas porκA(x) =
x ⊗1B y κB (y) = 1A ⊗ y son homomorfismos de álgebras tales que

(I). κA(A)∪κB (B) genera A⊗B como R-álgebra.

(II). κA(x)κB (y) = κB (y)κA(x) para todo x ∈ A, y ∈ B .

Si A y B son F -álgebras, entonces κA y κB son inyectivas. Además, si {xi :

i ∈ I } es una base de A y {y j : j ∈ J } es una base de B , entonces {κA(xi )κB (y j ) :

(i , j ) ∈ I × J } es una base de A⊗B .

Demostración. La bilinealidad de ⊗ junto con (7.1) implica que κA y κB son

homomorfismos de álgebras. Usando (7.1), κA(x)κB (y) = x⊗ y = κB (y)κA(x), lo
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que lleva trivialmente a (I) y (II). La última afirmación es consecuencia de la

proposición 3.37.

Definición 7.4. Sea X un subconjunto de una R-álgebra A. Definimos el cen-

tralizador de X en A como

C A(X ) = {y ∈ A : x y = y x ∀x ∈ X } (7.2)

Este concepto ya es familiar de otras ramas del álgebra, aunque remarcare-

mos algunas consecuencias directas de la definición.

Lema 7.5. Sean X e Y subconjuntos del álgebra A, y sea B una subálgebra de

A. Entonces,

(I). C A(X ) es una subálgebra de A con Z (A) ⊆C A(X ).

(II). Si X ⊆ Y , entonces C A(Y ) ⊆C A(X ).

(III). X ⊆C A(Y ) si y solo si Y ⊆C A(X ). En particular, X ⊆C A(C A(X )).

(IV). B ∩C A(B) = Z (B).

(V). C A(X ) = A si y solo si X ⊆ Z (A).

Utilizaremos esto para probar una propiedad universal del producto tenso-

rial de álgebra, que nos llevará al teorema de caracterización.

Proposición 7.6. Sean A, B y C R-álgebras. Si φ : B → A y ψ : C → A son ho-

momorfismos de álgebras tales que ψ(C ) ⊆C A(φ(B)), entonces existe un único

homomorfismo de álgebras θ : B ⊗C → A que satisface

θ(x ⊗ y) =φ(x)ψ(y) (7.3)

para todo x ∈ B , y ∈C . En particular, φ= θκB y ψ= θκC .

Demostración. Como φ y ψ son homomorfismos de R-módulos, la aplica-

ción (x, y) 7→φ(x)ψ(y) es bilineal. Así, existe un homomorfismo de R-módulos

que satisface (7.3). Por (7.1) y (7.3), tenemos que θ((x1 ⊗ y1)(x2 ⊗ y2)) =
φ(x1x2)ψ(y1 y2) = φ(x1)φ(x2)ψ(y1)ψ(y2) = φ(x1)ψ(y1)φ(x2)ψ(y2) =
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θ(x1 ⊗ y1)θ(x2 ⊗ y2), ya que ψ(C ) ⊆ C A(φ(B)). Por tanto, θ es un homomorfis-

mo de álgebras.

Corolario 7.7. Si φ : B → B1 y ψ : C → C1 son homomorfismos de álgebras,

entonces φ⊗ψ : B ⊗C → B1⊗C1 es un homomorfismo de álgebras. Si B , B1, C y

C1 son F -álgebras y φ y ψ son inyectivos, entonces φ⊗ψ es inyectivo.

El corolario es consecuencia directa del lema 7.3 y la proposición 7.6.

Proposición 7.8. Si A, B y C son F -álgebras, entonces B ⊗C ∼= A si y solo si A

contiene subálgebras B ′ y C ′ tales que

(I). B ′ ∼= B y C ′ ∼=C como F -álgebras.

(II). C ′ ⊆C A(B ′).

(III). Existen bases {xi : i ∈ I } de B ′ y {y j : j ∈ J } de C ′ tales que {xi y j : (i , j ) ∈
I × J } es una base de A.

Si A es de dimensión finita, se puede intercambiar esta última condición por

(IV). A está generada como F -álgebra por B ′∪C ′ y dimA = (dimB)(dimC ).

Demostración. Por el lema 7.3, es necesario que se cumplan todas las con-

diciones. Supongamos que existen subálgebras B ′ y C ′ de A que satisfacen (I) y

(II). Sean φ : B → B ′ y ψ : C → C ′ los isomorfismos correspondientes a (I). Por

(II) y por la proposición 7.6, existe un homomorfismo de álgebras θ : B ⊗C → A

tal que θ(x ⊗ y) = φ(x)ψ(y) para todo x ∈ B , y ∈ C . Por el lema 7.3 y por (III),

θ lleva una base de B ⊗C biyectivamente a una base de A, de forma que θ es

un isomorfismo. Si A es de dimensión finita y se satisface (IV), entonces θ es

suprayectiva ya que θ(B ⊗C ) es una subálgebra de A que incluye al conjunto

generador B ′∪C ′, y θ es inyectiva ya que dimA = (dimB)(dimC ) = dimB ⊗C

por el lema 7.3.

Veamos una aplicación de estos resultados a álgebras de grupo.

Proposición 7.9. Sean G1 y G2 grupos finitos, y sea G =G1 ×G2 el producto de

G1 y G2. Si F es un cuerpo, entonces FG ∼= FG1 ⊗FG2.
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Demostración. Denotamos por simplicidad A = FG . Consideraremos G1 y

G2 como subgrupos de G , de forma que cada elemento de G tiene una repre-

sentación único en la forma x y con x ∈ G1, y ∈ G2. Sea A1 el subespacio ge-

nerado por G1 y A2 el subespacio generado por G2. Claramente, A1 y A2 son

subálgebras de A tales que A1
∼= FG1 y A2

∼= FG2. Como x y = y x para todo

x ∈ G1, y ∈ G2, tenemos que A1 ⊆ C A(A2). Claramente, A1 ∪ A2 genera A co-

mo F -álgebra. Finalmente, dimA = |G| = |G1||G2| = (dimA1)(dimA2). Así, por la

proposición 7.8, tenemos que FG = A ∼= A1 ⊗ A2
∼= FG1 ⊗FG2.

7.2. Producto tensorial de módulos sobre álgebras

Veremos en este apartado cómo al producto tensorial de módulos sobre ál-

gebras A y B se le puede dotar de estructura de A⊗B-módulo.

Lema 7.10. Si M es un A-módulo a derecha y N es un B-módulo a derecha,

entonces M ⊗N es un A ⊗B-módulo a derecha con operaciones escalares que

satisfacen

(u ⊗ v)(x ⊗ y) = ux ⊗ v y (7.4)

para todo u ∈ M , v ∈ N , x ∈ A, y ∈ B .

La demostración de este lema es una adaptación trivial de la demostración

de la proposición 7.1.

Proposición 7.11. Sean M1 y M2 A-módulos a derecha, y sean N1 y N2 B-

módulos a derecha. Entonces,

(I). Siφ ∈ HomA(M1, M2) yψ ∈ HomB (N1, N2), entoncesφ⊗ψ ∈ HomA⊗B (M1⊗
N1, M2 ⊗N2).

(II). La aplicación (φ,ψ) 7→ φ⊗ψ induce un homomorfismo de R-módulos

θ : HomA(M1, M2)⊗HomB (N1, N2) → HomA⊗B (M1 ⊗N1, M2 ⊗N2).

(III). θ : E A(M1)⊗EB (N1) → E A⊗B (M1 ⊗N1) es un homomorfismo de álgebras.

Demostración. Dado queφ yψ son homomorfismos de módulos, (φ⊗ψ)((u⊗
v)(x⊗y)) =φ(ux)⊗ψ(v y) =φ(u)x⊗ψ(v)y = ((φ⊗ψ)(u⊗v))(x⊗y). La afirmación
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(I) se sigue por tanto de la proposición 2.14 sobre la unicidad de aplicaciones.

Dado que (φ,ψ) 7→φ⊗ψ es bilineal, la existencia de θ es consecuencia de la pro-

piedad de universalidad de productos tensoriales. Para evitar confusiones en la

demostración de (III), denotaremos un tensor de rango uno en E A(M1)⊗EB (N1)

por φ⊗′ψ. Así, por definición, θ(φ⊗′ψ) = φ⊗ψ. Así, θ((φ1 ⊗′ψ1)(φ2 ⊗′ψ2)) =
θ(φ1φ2⊗′ψ1ψ2) =φ1φ2⊗ψ1ψ2 = (φ1⊗ψ1)(φ2⊗ψ2) = θ(φ1⊗′ψ1)θ(φ2⊗′ψ2). Se

sigue por tanto que θ es un homomorfismo de álgebras.

En general, el homomorfismo θ no es ni inyectivo ni suprayectivo. Sin em-

bargo, en los casos que trataremos θ será un isomorfismo.

Corolario 7.12. Sean M1 y M2 A-módulos a derecha y sean N1 y N2 B-módulos

a derecha con M1 y N1 libres con bases finitas. El homomorfismo

θ : HomA(M1, M2)⊗HomB (N1, N2) → HomA⊗B (M1⊗N1, M2⊗N2) es un isomor-

fismo. En particular, E A(M1)⊗EB (N1) ∼= E A⊗B (M1 ⊗N1).

Demostración. Dado que M1 y N1 son libres, existen m,n ∈ N tales que

M1
∼= ⊕

m A y N1 = ⊕
n B . Con lo visto anteriormente es claro que

HomA(M1, M2) ⊗ HomB (N1, N2) ∼= HomA(
⊕

m A, M2) ⊗ HomB (
⊕

n B , N2) ∼=
(
⊕

m HomA(A, M2))⊗(
⊕

n Homb(B , N2)) ∼=⊕
mn(HomA(A, M2)⊗HomB (B , N2)) ∼=⊕

mn HomA⊗B (A⊗B , M2⊗N2) ∼= HomA⊗B (
⊕

mn A⊗B , M2⊗N2) ∼= HomA⊗B (M1⊗
N1, M2⊗N2). La comprobación de que θ es un isomorfismo de composición es

puramente rutinaria.

Corolario 7.13. Mm(A)⊗Mn(B) ∼= Mmn(A⊗B).

Este último es una reformulación de la última parte del corolario anterior

utilizando el isomorfismo E A(
⊕

m A) ∼= Mm(A) que probamos en el corolario

4.21.

7.3. Extensiones escalares

Los productos tensoriales son también útiles en el estudio de álgebras por-

que permiten extender el dominio de escalares de R a un anillo conmutativo

que contiene a R como subanillo. De forma más general, permiten pasar de

una R-álgebra a una S-álgebra con S una R-álgebra conmutativa.
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Proposición 7.14. Sea A una R-álgebra. Si S es una R-álgebra conmutativa,

entonces A⊗S es una S-álgebra cuyo producto satisface

(x ⊗ c)(y ⊗d) = x y ⊗ cd (7.5)

para todo x, y ∈ A, c,d ∈ S. Se define la operación escalar sobre A ⊗S por ele-

mentos de S como

zc = z(1A ⊗ c) (7.6)

para todo z ∈ A⊗S, c ∈ S.

Demostración. Por la proposición 7.1, A ⊗ S es una R-álgebra, y κS : S →
A ⊗S (definido por κS(c) = 1A ⊗ c) es un homomorfismo de R-álgebras tal que

κA(A) ⊆ C A⊗S(κS(S)). Además, κS(S) ⊆ C A⊗S(κS(S)) ya que S es conmutativo.

Así, A⊗S =C A⊗S(κS(S)) usando los lemas 7.3 y 7.5. Esto es,κS(S) ⊆ Z (A⊗S). Esta

inclusión garantiza que la operación de S-módulo (7.6) induce una estructura

de S-álgebra sobre A⊗S.

Si A es una R-álgebra y S una R-álgebra conmutativa, denotaremos A ⊗ S

por AS con el producto tensorial visto como S-álgebra. Es relevante señalar que

especialmente en la literatura más antigua sobre álgebras asociativas se suele

denotar también por AS .

Las leyes distributiva y asociativa tienen importantes consecuencias en las

extensiones escalares.

Corolario 7.15. Sean A y B R-álgebras. Si S es una R-álgebra conmutativa y T

es una S-álgebra conmutativa, entonces

(I). (AuB)S ∼= AS uB S .

(II). (A⊗R B)S ∼= AS ⊗S B S .

(III). (AS)T ∼= AT .

Demostración. El primer isomorfismo es consecuencia directa del corola-

rio 7.2(I). Las demostraciones de (II) y (III) son extensiones menores de la ley

asociativa; si M es un R-módulo y N y P son S-módulos, entonces se pueden
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ver N y N ⊗S P como R-módulos, y M ⊗R (N ⊗S P ) ∼= (M ⊗R N ) ⊗S P . Usan-

do este resultado, tenemos que (A ⊗R B)S = (A ⊗R B) ⊗R S ∼= (A ⊗R S) ⊗R B ∼=
(A ⊗R (S ⊗S S))⊗R B ∼= ((A ⊗R S)⊗S S)⊗R B ∼= AS ⊗S B S , y (AS)T = (A ⊗R S)⊗S T ∼=
A⊗R (S ⊗S T ) ∼= A⊗R T = AT .

Lema 7.16. Sea A una F -álgebra con base {xi : i ∈ I }. Si E es una extensión

de cuerpos de F , entonces {xi ⊗ 1e : i ∈ I } es una E-base de AE . En particular,

dimE AE = dimF A.

Demostración. Sea {c j : j ∈ J } una F -base de E . Entonces, {xi ⊗ c j : (i , j ) ∈
I× J } es una F -base de A⊗E . Usando (7.6), xi ⊗c j = (xi ⊗1)c j , de forma que {xi ⊗
1 : i ∈ I } genera AE . Supongamos que

∑
i (xi ⊗1)di = 0 con di ∈ E . Denotamos

di =∑
j c j a j i para ciertos a j i ∈ F . Se sigue que

∑
i , j

(xi ⊗ c j )a j i =
∑

i
(xi ⊗1)di = 0

de forma que a j i = 0 para todo j , i . Por tanto, di = 0 para todo i ∈ I .

La formulación de este lema es más sencilla para álgebras de dimensión

finita, como veremos en el siguiente corolario.

Corolario 7.17. Sea A una F -álgebra de dimensión n con base x1, x2, ..., xn y

constantes de estructura correspondientes ak
i j . Si E/F es una extensión de cuer-

pos, entonces AE es isomorfo a la E-álgebra de dimensión n con base x1, x2, ..., xn

y constantes de estructura correspondientes ak
i j .

Este corolario es consecuencia directa del lema. El isomorfismo es el obvio

que lleva xi ⊗1 en xi .

Un caso útil de este corolario se da cuando A es un álgebra de cuaternios.

En ese caso, si E/F es una extensión de cuerpos y a,b ∈ F o , entonces

(
a,b

F

)E

=(
a,b

E

)
.

Proposición 7.18. Sea A una F -álgebra, y sea E/F una extensión de cuerpos.

Una E-álgebra B es isomorfa a AE si y solo si existe una F -subálgebra A′ de B

tal que
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(I). A′ ∼= A como F -álgebras.

(II). Existe una F -base de A′ que es también E-base de B .

Si dimF A <∞, entonces se puede sustituir (II) por

(III). A′E = B y dimE B = dimF A.

Demostración. Si B ∼= AE , entonces se satisfacen (I) y (II) por la proposición

7.6 y el lema 7.16. Es evidente que las condiciones (II) y (III) son equivalentes si

la dimensión es finita. Supongamos que se satisfacen (I) y (II). Sea E ′ = {1B c : c ∈
E }. Claramente, E ′ es una F -subálgebra de B isomorfa a E , y E ′ ⊆ Z (B) ⊆CB (A′).

Si {xi : i ∈ I } es una F -base de A′, y {c j : j ∈ J } es una F -base de E ′, entonces

{xi c j : (i , j ) ∈ I × J } es una F -base de B . Efectivamente, por (II) tenemos que∑
i , j xi c j F = ∑

i xi E = B , y
∑

i , j xi c j ai j = 0 con ai j ∈ F implica que
∑

j c j ai j =
0 para todo i , de forma que ai j = 0 para todo i ∈ I , j ∈ J . Por la proposición

7.6, existe un isomorfismo de F -álgebras θ : A ⊗E → B tal que θ(1A ⊗ c) = 1B c

para todo c ∈ E . Por tanto, si z ∈ A ⊗E y c ∈ E , entonces θ(zc) = θ(z(1⊗ c)) =
θ(z)(1B c) = θ(z)c, esto es, θ es un isomorfismo de E-álgebras.

Veremos ahora una aplicación al estudio de cuerpos.

Proposición 7.19. Sea A una extensión simple del cuerpo F , A = F (d) y E un

cuerpo extensión de F . Denotamos el polinomio mínimo de d sobre F como

Φ(X ). Entonces AE ∼= E [X ]/K con K =Φ(X )E [X ].

Demostración. Sea A′ = (F [X ]+K )/K ∼= F [X ]/K ∩ F [X ]. Claramente, K ∩
F [X ] es un ideal propio de F [X ] que contiene a Φ(X )F [X ]. Sin embargo,

Φ(X )F [X ] es un ideal maximal de F [X ] ya que F [X ]/Φ(X )F [X ] ∼= F (d) es un

cuerpo. Así, K ∩F [X ] = Φ(X )F [X ], de forma que A′ ∼= A. El isomorfismo AE ∼=
E [X ]/K se sigue por tanto de la proposición anterior, ya que A′E = E [X ]/K y

dimE E [X ]/K = grΦ(X ) = dimF A.

Este resultado nos da una conexión entre la separabilidad y el comporta-

miento de cuerpos bajo extensiones escalares. Si el polinomio Φ(X ) es separa-

ble, entonces se factoriza en componentes irreducibles distintas dos a dos en
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E [X ]. El teorema chino de los restos nos lleva a la conclusión de que AE es iso-

morfo a un producto de cuerpos. Sin embargo, esto cambia si Φ(X ) es insepa-

rable. Por ejemplo, supongamos que carF = p y d = a1/p , donde a ∈ F −F p . En

ese caso,Φ(X ) = X p −a. Si el cuerpo extensión E también contiene a d , enton-

ces Φ(X ) = (X −d)p en E [X ]. En consecuencia, el radical de E [X ]/K es distinto

de cero: J (E [X ]/K ) = (X −d)E [X ]/K .

7.4. Módulos inducidos

Terminaremos con un breve estudio de los módulos inducidos. Veremos

que los productos tensoriales nos permiten convertir A-módulos en B-módulos

con A una subálgebra de B . Este concepto tendrá aplicaciones importantes en

representaciones de grupos. Para ello, tendremos que trabajar con productos

tensoriales sobre álgebras no conmutativas.

Lema 7.20. Sean A y B R-álgebras. Si M es un A-módulo a derecha y N es un

A-B-bimódulo, entonces M ⊗A N es un B-módulo a derecha con operaciones

escalares que satisfacen

(u ⊗ v)y = u ⊗ (v y) (7.7)

para todo u ∈ M , v ∈ N , y ∈ B .

Demostración. Si y ∈ B , definimos Φy : M × N → M ⊗A N por Φy (u, v) =
u ⊗ v y . Claramente, Φy es R-bilineal, y Φy (ux, v) = ux ⊗ v y = u ⊗ x(v y) = u ⊗
(xv)y = Φy (u, xv). Así, existe un endomorfismo de R-módulos φy de M ⊗A N

que satisface φy (u ⊗ v) = u ⊗ v y . Mediante cálculos directos se puede ver que

φy a+zb =φy a+φzb yφzφy =φy z . Así, M ⊗A N es un B-módulo a derecha con la

operación escalar w y =φy (w) para todo w ∈ M ⊗A N , y ∈ B . Además, (u⊗v)y =
φy (u ⊗ v) = u ⊗ (v y).

Repitiendo el argumento, vemos que si M es un B-A-bimódulo y N es un

A-módulo a derecha, entonces M ⊗A N es un B-módulo a izquierda. Si M y N

son ambos bimódulos, entonces M ⊗A N es también un bimódulo. De hecho,

supongamos que M es un B-A-bimódulo y N es un A-C -bimódulo. Entonces

M ⊗A N es un B-módulo a izquierda y un C -módulo a derecha. Si y ∈ B , z ∈C ,

u ∈ M y v ∈ N , entonces y((u ⊗ v)z) = yu ⊗ v z = (y(u ⊗ v))z, lo que implica
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asociatividad. Finalmente, si a ∈ R, u ∈ M y v ∈ N , entonces a(u⊗v) = (au)⊗v =
(ua)⊗ v = u ⊗ (av) = (u ⊗ v)a.

Tenemos así una ley de asociatividad generalizada para productos tensoria-

les sobre álgebras.

Corolario 7.21. Sean A y B R-álgebras. Si M es un A-módulo a derecha, N es

un A-B-bimódulo y P es un B-módulo a izquierda, entonces M ⊗A (N ⊗B P ) ∼=
(M ⊗A N )⊗B P como R-módulos. Si además M o P es un bimódulo, entonces el

isomorfismo es un isomorfismo de módulos, y será un isomorfismo de bimó-

dulos si ambos son bimódulos.

El caso más importante del lema es en el que A es subálgebra de B y N = B .

Claramente, se puede considerar B como A-B-bimódulo. Por tanto, si M es un

A-módulo a derecha, entonces M⊗A B es un B-módulo a derecha inducido por

M . Denotaremos M ⊗A B por M B .

Lema 7.22. Sean A, B y C R-álgebras, con A una subálgebra de B y B una subál-

gebra de C , y sean M y N A-módulos a derecha. Entonces,

(I). (M ⊕N )B ∼= M B ⊕N B .

(II). (M B )C ∼= MC .

(III). M A ∼= M .

Además, si M y N son bimódulos, entonces los isomorfismos (I), (II) y (III)

son isomorfismos de bimódulos.

La demostración de este lema es fundamentalmente un calco de la demos-

tración del corolario 7.15. La fórmula (7.7) nos prueba que los isomorfismos

preservan las operaciones escalares.

Si A es una subálgebra de B , entonces el funtor de olvido N 7→ NA que des-

cribimos en 3.1 lleva B-módulos en A-módulos. Componiendo esta restricción

de operaciones escalares con la aplicación inducción, obtenemos correspon-

dencias M 7→ (M B )A y N 7→ (NA)B .
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Lema 7.23. Sean A, B y C R-álgebras, con A una subálgebra de B , y sea M

un A-módulo a derecha y N un B-módulo a derecha. Entonces existen homo-

morfismos νM : M → (M B )A (de A-módulos a derecha) y µN : (NA)B → N (de

B-módulos a derecha) tales que

νM (u) = u ⊗1B , ∀u ∈ M (7.8)

µN (v ⊗1B ) = v, ∀v ∈ N (7.9)

Si M es un C -A-bimódulo, entoncesνM es un homomorfismo de C -módulos;

si N es un C -B-bimódulo, entonces µN es un homomorfismo de C -módulos.

Demostración. Claramente, (7.8) define un homomorfismo de R-módulos.

Si u ∈ M y x ∈ A, entonces νM (ux) = ux ⊗1B = u ⊗ x = (u ⊗1B )x = νM (u)x. Así,

ν es un homomorfismo de A-módulos. Si M es un C -A-bimódulo, entonces es

claro que νM es un homomorfismo de C -módulos. La aplicación NA ×B → N

definida por (v, y) 7→ v y es claramente R-bilineal y equilibrada (en el sentido de

la condición (2.21) y relativa a los elementos de A). Por tanto, existe un homo-

morfismo de R-módulos µN : NA ⊗A B → N tal que µN (v ⊗ y) = v y . µN será por

tanto un homomorfismo de B-módulos, y si N es un C -B-bimódulo entonces

µN será trivialmente un homomorfismo de C -módulos.

Cuando no se preste a confusión, denotaremos simplemente ν por νM y µ

porµN . Estas aplicaciones son útiles para relacionar los tipos de representación

de A y B .

Proposición 7.24. Sean A y B álgebras artinianas tales que A es una subálgebra

de B y B es finitamente generado como A-módulo a derecha. Entonces,

1. Supongamos que para todo A-módulo a derecha M , el homomorfismo

νM : M → (M B )A es inyectivo y de escisión. Si B tiene un tipo de repre-

sentación finito, entonces A también.

2. Supongamos que para todo B-módulo a derecha N , el homomorfismo

µN : (NA)B → N es suprayectivo y de escisión. Si A tiene un tipo de repre-

sentación finito, entonces B también.
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Demostración. Probaremos (I) y la demostración de (II) será análoga. Sean

N1, N2, ...Nk representantes de las clases de isomorfía de B-módulos indescom-

ponibles finitamente generados. Dado que B A es un A-módulo finitamente ge-

nerado, también lo es (Ni )A. Por el teorema de Krull-Schmidt tenemos que cada

(Ni )A se descompone de forma única en suma directa de A-módulos indes-

componibles. Bastará probar que todo A-módulo indescomponible finitamen-

te generado M es isomorfo a un sumando directo de algún (Ni )A. Expresare-

mos M B ∼= ⊕k
i=1

⊕
mi

Ni , con mi ≥ 0. Dado que νM : M → (M B )A es inyectivo y

de escisión, M es isomorfo a un sumando directo de (M B )A
∼= ⊕k

i=1

⊕
mi

(Ni )A.

El teorema de Krull-Schmidt nos lleva al resultado que queremos probar, que

M es un sumando directo de algún (Ni )A, ya que M es indescomponible.

Para poder aplicar esta proposición necesitaremos saber cuándo µ y ν son

homomorfismos de escisión. A continuación trataremos únicamente la esci-

sión de ν; la de µ requeriría de resultados intermedios que no vamos a tratar.

Proposición 7.25. Sea A una subálgebra de la R-álgebra B . Las siguientes con-

diciones son equivalentes.

1. B = A⊕N con N un A-submódulo a derecha e izquierda de B .

2. Para toda R-álgebra C y todo C -A-bimódulo M , ν : M → (M B )A es un

homomorfismo de C -A-bimódulos inyectivo y de escisión.

Demostración. (I) ⇒ (II): Por (I), existe un homomorfismo de A-bimódulos

π : B → A tal que π|A = idA. Dado que π es un homomorfismo de A-módulos a

izquierda, la aplicación de M ×B en M definida por (u, y) 7→ uπ(y) es bilineal y

equilibrada. Así, existe un homomorfismo ρ : M B → M tal que ρ(u⊗y) = uπ(y).

Claramente, ρ es un homomorfismo de C -módulos a izquierda, y es un ho-

momorfismo de A-módulos a derecha ya que π es un homomorfismo de A-

módulos a derecha. Finalmente, 1B = 1A ∈ A, por lo que ρν(u) = ρ(u ⊗ 1B ) =
u1A = u. Por tanto, ν es inyectivo y de escisión. La propiedad (I) es un caso

particular de (II) con C = A y M = A considerado como A-bimódulo.

La parte esencial de la proposición se puede expresar sucintamente: si νA

es inyectivo y de escisión, entonces νM es inyectivo y de escisión para todo A-
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módulo M . Llamaremos a B una extensión de escisión de A si A es una subál-

gebra de B tal que B A es un A-módulo finitamente generado y B = A⊕N con N

un A-submódulo a izquierda y derecha de B .

Podemos aplicarlo a álgebras de grupos con facilidad: si H es un subgrupo

de un grupo finito G , entonces FG es una extensión de escisión de F H para

todo cuerpo F . Efectivamente, FG = F H⊕N con N =∑
y∈G−H yF , y N es un sub-

A-bimódulo de FG ya que x ∈ H y y ∈G implican que x y ∈G −H y y x ∈G −H .

Corolario 7.26. Sean A y B álgebras artinianas tales que B es una extensión de

escisión de A. Si B tiene un tipo de representación finito, entonces A también.

Este corolario es aplicación directa de las dos proposiciones de este apar-

tado. Combinando el corolario 7.21 y el ejemplo anterior de álgebras de grupo,

tenemos la mitad de la caracterización de Higman de álgebras de grupo de tipo

de representación finito.

Corolario 7.27. Sea p un número primo, F un cuerpo de característica p y G

un grupo finito tal que FG tiene tipo de representación finito. Entonces los p-

subgrupos de Sylow de G son cíclicos.
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