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1. Introduccion

La teoria de Galois, comenzada por el archiconocido prodigio de las ma-
tematicas Evariste Galois (1811-1832) supuso una auténtica revolucién en el
campo de las matematicas. Partiendo de la busqueda de soluciones de ecua-
ciones polinémicas y de férmulas para la resoluciéon de polinomios de grado
cinco o superior (ya se habian encontrado férmulas hasta grado cuatro por sim-
ple fuerza bruta), desarroll6 resultados que dieron origen a las modernas teoria
de cuerpos y teoria de grupos, y es que sus resultados permitian relacionar las
propiedades de los cuerpos (en particular conceptos como irreducibilidad o se-
parabilidad) con la naturaleza de los que se llamaron grupos de Galois, que no
son sino subgrupos del grupo de permutaciones de las raices del polinomio en
estudio.

Asi, los avances durante el mismo siglo XIX de matemaéticos como Niels
Henrik Abel, Richard Dedekind, Leopold Kronecker o Heinrich Martin Weber,
yya en el siglo XX de Emil Artin principalmente permitieron desarrollar lo que
ahora llamamos teoria de cuerpos partiendo del trabajo de Galois. Por su parte,
matematicos como Augustin-Louis Cauchy, Camille Jordan, Ludwig Sylow y es-
pecialmente Ferdinand G. Frobenius, que formaliz6 la definicién de grupo sin
acudir al grupo de permutaciones, hicieron lo propio con la teoria de grupos,
mientras que Elie Cartan abrié todo un nuevo campo de investigacién con su
trabajo en grupos de Lie.

Sin embargo, dos de las principales ramas del dlgebra vieron su desarrollo
mas tardio, la teoria de anillos y la teoria de dlgebras (que, a la postre, no serd
sino una generalizacion de los anillos). Al contrario que las anteriores, la teoria
de anillos no surgi6 directamente de la teoria de Galois, sino que se desarrollo
sobre la teoria de nimeros algebraica, sobre la geometria algebraica y sobre la
teoria de invariancia, mucho mds avanzadas. Su origen estuvo en el desarrollo
de lo que se llam6 numeros hipercomplejos, una idea de extension de los nu-
meros complejos. Como los niimeros complejos son algebraicamente cerrados,
no existe ninglin cuerpo que sea extension finita suya, por lo que los desarro-
llos finitos sobre ellos constituirian una estructura algebraica diferente. William

Rowan Hamilton desarroll6 los cuaternios y los bicuaternios; James Cockle, los



tesarines y cocuaternios, y William K. Clifford lo que se conoce como bicuater-
nios de Clifford.

Inicialmente, todas estas estructuras se estudiaban desde la rama del alge-
bra universal, que no se centra en las clases de estructuras sino en cada es-
tructura individualmente. Fue con el trabajo de Joseph Wedderburn y Emil Ar-
tin con el que se plantearon con rigor los fundamentos de la teoria de anillos,
mientras que Emmy Noether introduciria el concepto de ideales.

La teoria de dlgebras sobre cuerpos (y posteriormente y de forma mads gene-
ral, sobre anillos) fue desarrollada a finales del siglo XIX por mateméticos como
Sophus Lie, Wilhelm Killing o Elie Cartan, aunque su mayor desarrollo se daria
en la primera mitad del siglo XX con los revolucionarios trabajos de Burnside,
Noether, Artin, Brauer, Wedderburn o Jacobson, entre otros, y pasaria a verse
como una teoria particular de médulos sobre anillos.

Esta teoria, y en particular el trabajo en representaciones de algebras, tuvo
y sigue teniendo una importancia capital en la matemdtica moderna, y es una
herramienta bésica en campos como teoria de numeros algebraica, geometria
algebraica, dlgebra homolodgica, teoria de categorias y por supuesto teoria de
grupos, de anillos conmutativos y de cuerpos.

Ademas, con el gran desarrollo del campo de la fisica matemadtica desde la
segunda mitad del siglo XX, la teoria de dlgebras y su aplicacion a teoria de
grupos han tenido un enorme impacto en la fisica, en campos que van desde la
mecdnica tedrica o la hidrodindmica hasta la fisica mas abstracta como pueda
ser la mecdnica cudntica o la teoria de cuerdas.

La teoria de representacién de grupos, por su parte, llevé un desarrollo pa-
ralelo aunque confluyente, con una influencia capital del completo trabajo de
Frobenius en las dos ultimas décadas del siglo XIX, y se unificaria en la teoria
de representacion més general con el trabajo de Noether en la década de 1920.

Nuestro objetivo en este trabajo serd dar una vision resumida de los con-
ceptos clave de las dlgebras sobre cuerpos y anillos hasta llegar a poder definir
y entender las representaciones de élgebras.

Por razones de espacio, sin embargo, no podremos realizar un estudio com-
pleto y sistemético de toda la teoria de dlgebras, y quedardn abiertas cuestiones

de importancia en lo que se conoce como mdédulos proyectivos sobre dlgebras



artinianas y, sobre todo, en la amplia teoria de cohomologia de élgebras, que

no trataremos.

2. Definicionesy conceptos basicos

2.1. Algebras asociativas. Generalidades.

En esta primera secciéon haremos un breve repaso de diferentes conceptos
bdsicos necesarios para su desarrollo. Nuestro primer paso sera definir las es-

tructuras algebraicas que utilizaremos.

Definicién 2.1. Un anillo es un conjunto no vacio R junto con dos operaciones

binarias (denotadas usualmente suma (+) y multiplicacion) tales que:
(1). (R,+) es un grupo abeliano.
(11). (ab)c = a(bc) paratodo a, b, c € R (propiedad asociativa de la multiplica-
cion).
(1). a(b+c)=ab+acy (a+ b)c=ac+ bc (propiedad distributiva a izquierda
y derecha).
Si el producto cumple:
(1v). ab = baparatodo a,beR,

se dice que R es un anillo conmutativo. Si R estd dotado de un elemento 1 tal

que
(V). lpa=alr =aparatodo a€R,

se dice que R es un anillo con identidad.
El elemento neutro de la suma en un anillo se llama elemento cero y se
denota0.Sia € Ry n € Z,lanotacion na tiene el significado habitual de grupos

abelianos (na=a+a+...+acon n>0).

Definicion 2.2. Sea R un anillo. Un R-médulo (a izquierda) es un grupo abe-
liano A junto con una funcién Rx A — A (denotaremos la imagen de (r, a) como

ra) tal que paratodor,s€e Rya,be A:



M. r(a+b)=ra+rbhb.
(Im. (r+s)a=ra+ sa.
(111). r(sa) = (rs)a.
Si R tiene elemento identidad 1 y se cumple que:
(1v). 1lra=aparatodo a€ A,

se dice que A es un R-médulo unitario. Si R es un anillo de divisién, un R-
modulo unitario se denomina espacio vectorial (a izquierda).

Las propiedades de R-mdédulo a derecha se definen de forma andloga.

Una vez definidas estas estructuras fundamentales podemos pasar a definir
un 4lgebra sobre un anillo, que seré el objeto fundamental del presente trabajo.
A partir de este punto, R denotara siempre un anillo conmutativo con identidad
1.

Definicion 2.3. Una R-dlgebra (o dlgebra sobre R) es un R-mddulo unitario a
derecha A sobre el que se define una aplicacion bilineal A x A — A (denotada
(x,y) — xy) que es asociativa (x(yz) = (xy)z para todo x, y,z € A), y para la que
existe un elemento unidad 1 4 tal que 1 4x = x1 4 = x para todo x € A.

La condicién de bilinealidad es equivalente a la propiedad distributiva a

izquierda y derecha mads la propiedad afadida:
(xy)a=x(ya)=(xa)y, Vx,yeA, Va€eR (2.1)

Las R-élgebras cumplen la propiedad de ser anillos con identidad, y de for-
ma andloga si A es un anillo con identidad y un R-mdédulo a derecha que cum-
ple entonces A es una R-4lgebra.

Se puede definir una R-algebra no asociativa como un R-modulo A dotado
de una aplicacidn bilineal cualquiera.

Debido a la bilinealidad de la multiplicacién y a las identidades de médu-
los, se tiene que la aplicacién a — 1 4a es un homomorfismo de anillos de R en
el centro de A. Andlogamente, si R es un anillo con identidad, todo homomor-

fismo de R en el centro de A induce una estructura de R-mddulo en A, lo que lo
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convierte en una R-algebra. Asimismo, sila aplicaciéon a — 1,4 es inyectiva (esto
es, A es un R-médulo fiel), se puede identificar R con un subanillo del centro
de A. A través de esta identificacion, tenemos que xa = ax, lo que convierte A
en un R-modulo a izquierda. Incluso si A no es fiel como moédulo, se puede de-
finir una estructura de R-mddulo a izquierda fijando que ax = xa, ya que R es
conmutativo.

Del mismo modo que todo grupo abeliano es un Z-mdédulo, todo anillo aso-
ciativo con identidad es una Z.-élgebra. Por tanto, la categoria de R-algebras es
muy grande.

Denotaremos a partir de ahora por F un cuerpo. En particular F es un anillo,
por lo que podemos definir una estructura de F-algebra, que de forma trivial
adquiere la estructura de espacio vectorial sobre F (por ser en particular un F-
modulo). La estructura de médulo de A estard determinada por su dimension
como espacio vectorial, que denotaremos dim(A) o dimp(A), que para nuestros
propdsitos serd un nimero natural o co.

La restriccién a cuerpos simplificard el trabajo al poder aplicar métodos
del 4lgebra lineal, y permitird obtener con relativa facilidad interesantes re-
sultados. Un resultado importante en este apartado es que el homomorfismo
a— 1,aencaja F en A siempre que A sea no trivial (0 # 1,), por lo que se pue-
de identificar F con un subanillo del centro de A. Esto en particular provee que
14=1.

Definicion 2.4. Sean Ay B dos R-dlgebrasy f una aplicaciéon de A en B. Deci-
mos que f es un homomorfismo de dlgebras si es simultdneamente un homo-
morfismo de médulos y un homomorfismo de anillos que preserva el elemento
unidad. Andlogamente se definen los conceptos de isomorfismos, endomorfis-

mos y automorfismos de dlgebras.

Denotaremos A = B si existe un isomorfismo entre A y B. Claramente, = es
una relacion de equivalencia.
Daremos dos definiciones diferentes de la estructura de subdlgebra, que

son fundamentalmente dos formas de ver un mismo concepto:

Definicién 2.5. Sea A una R-algebra. Diremos que B c A es una R-subalgebra

si cumple una de las siguientes propiedades:



(1). B esun subconjunto de A que incluye el 0y el 1 y que es cerrado bajo la

suma, multiplicacién y operaciones escalares de A.

(11). B esuna R-dlgebra subconjunto de A tal que la aplicacién inclusién de B

en A es un homomorfismo de dlgebras.

Si ¢ : A— B esun homomorfismo de R-4lgebras a derecha, entonces el
nucleo de ¢, que denotaremos Ker¢ = {x € A : ¢p(x) = 0}, cumple de forma in-
mediata que es un ideal bildtero y un R-submoédulo de A. Andlogamente, si [
es un ideal de anillos de A (que denotaremos I <1 A), entonces I es automati-
camente un R-submédulo, ya que xa = x(14a) € I con x€ I y a € R. Se observa
facilmente que el anillo cociente A/I es una R-algebra a derecha, y que la apli-
cacién proyeccion natural 7 : A — A/l es un homomorfismo de algebras con
nucleo I. Asi, los teoremas y resultados de homomorfismos de anillos y médu-
los son vélidos sin modificacién para dlgebras.

Uno de los resultados mds importantes que se pueden trasladar de forma

inmediata a 4lgebras es el criterio de factorizacion:

Teorema 2.6. Sean A, By C tres R-édlgebrasysean¢: A— Byy:A— Cdos
homomorfismos de R-algebras con ¢ suprayectivo. Entonces v se factoriza por
¢ (esto es, existe un homomorfismo 6 : B — C tal que ¢ = 0¢) siy solo si Ker¢p <

Kery.

Se puede definir un médulo sobre una R-algebra de forma idéntica a la de-
finicién de un moédulo unitario sobre un anillo. De esta forma, si A es una R-
algebray M es un A-mddulo a derecha, entonces M hereda una estructura de
R-mo6dulo de la siguiente forma: ua = u(14a) con u € My a € R. Andlogamen-
te, si M es un A-moédulo a izquierda, es también un R-mddulo a izquierda. En
particular, todo médulo sobre una F-4lgebra es también un espacio vectorial.

Veamos ahora el concepto de bimédulo:

Definicion 2.7. Sean Ay B dos R-dlgebras, se dice que M es un A-B-bimddulo
si es un sistema algebraico que es simultdneamente un A-mddulo a izquierda

y un B-moédulo a derecha, tal que:

(xu)y=x(uy) VxeA, YueM, VyeB (2.2)



au=ua VaeR, YueM (2.3)

A continuacién veremos algunos ejemplos de dlgebras cuyo estudio resulta
de gran interés y de gran aplicacion en el campo de las matematicas y campos

relacionados.

2.1.1. Algebras de endomorfismos

Las élgebras de endomorfismos sobre un anillo dado serdn la principal base
sobre la que construiremos la teoria de representacion, y son de fundamental
importancia en su estudio.

Sea A una R-dlgebray sean M y N dos A-mdédulos a izquierda o derecha.
Denotaremos el conjunto de los homomorfismos de A-médulos de M en N
como Hom (M, N). El conjunto Hom 4 (M, N) tiene estructura de R-mdédulo
definiendo la suma y la multiplicaciéon por escalares de la forma: (¢ + y)(u) =
o(u) +y(w), (wa)(u) = y(u)a. Si M coincide con N, entonces la composicion
de homomorfismos, (¢pv)(u) = ¢(w(u)), define un producto bilineal asociati-
vo con el cual el conjunto Hom 4 (M, M) adquiere estructura de R-algebra con
elemento unidad id ;.

Denotaremos este ultimo E4(M) y la llamaremos dlgebra de endomorfis-
mos del médulo M.

La aplicacién de E4(M) sobre M induce en M una estructura de E4(M)-
modulo a izquierda. De esta forma, un A-moédulo a derecha M adquiere una
estructura de E4(M)-A-bimoédulo. Dados ¢ € E4(M), ue M, x€ Ay a€R, se
cumple la identidad ¢(ux) = (¢pu)x gracias a que ¥ es un homomorfismo de A-
moédulos y au = (idya)(u) = (idpysu) (a) por la definicién de multiplicacién por
escalares en E 4(M).

Aprovecharemos esta estructura para definir el concepto de representacion
de un algebra.

Sean Ay B dos R-dlgebras y M un A-B-bimédulo. Para x € A, definimos A :
M — M por A, u = xu. Es claro que 1, € Eg(M), la aditividad es inmediata y por
las propiedades de R-édlgebra tenemos que A (uy) = x(uy) = (xu)y = A(w)y.
De forma andloga, para y € B definimos p, : M — M por pyu = uy. Asi, py €

10



EA(M).

Es claro que la aplicacién x — A, es un homomorfismo de anillos, y con las
propiedades que hemos visto es de hecho un homomorfismo de R-dlgebras:
Axalt = x(au) = x(ua) = (xuwya = Ayuw)a=Aya)uconxe A, ae R, ue M, de
forma que actta sobre R.

Por su parte, la aplicacién producto por escalares a derecha no es un homo-
morfismo de anillos, sino un antihomomorfismo. Tenemos que py,u = uxy =
py(ux) = pypxu. Se puede ver como un homomorfismo del opuesto de B, B*,
en E4(M), siendo B* el opuesto habitual en categorias que se obtiene de B in-
virtiendo el orden de los factores en los productos.

Denotaremos el homomorfismo x — A, y el antihomomorfismo y — p,, por
Ay p respectivamente.

Si M es un A-moédulo a izquierda, entonces se puede ver M como un A-R-
bimddulo, ya que R es conmutativo. En este caso, se dice que A es una repre-
sentacion de A, esto es, un homomorfismo de dlgebras de A en Er(M). Anélo-
gamente, si ¢p: A — Eg(M) es una representacion, entonces M es un A-moédulo
a derecha con xu = ¢p(x)u, donde u € M, x € A. De esta forma, se tiene una co-
rrespondencia univoca entre representaciones de un dlgebra Ay A-mddulos a
izquierda. De forma andloga tenemos una relacion entre los A-mdédulos a de-
recha y las representaciones de su dual A*.

Es inmediato obtener que si ¢p y ¥ son dos homomorfismos de A en Eg(M),
es decir, representaciones sobre el mismo R-moédulo, entonces ¢ y ¥ inducen
estructuras de A-moédulo isomorfas en M siy solo si existe un elemento inver-
sible 6 en Eg(M) tal que w(x) = 0~ 1¢(x)0 para todo x € A. Generalizando el
resultado, existe un homomorfismo entre las estructuras de moédulo definidas
sobre M a través de ¢ y ¥ siy solo si existe un endomorfismo de R-médulos
0 € Er(M) tal que ¢p(x)0 = Oy (x) para todo x € A. En ese caso se dice que 0
entrelaza las representaciones ¢ y .

Debido a las propiedades de asociatividad y a la existencia de elemento
identidad, toda R-algebra A adquiere una estructura de A-bimddulo, por lo
que podemos construir representaciones usando A como médulo de represen-
tacion. Los homomorfismos correspondientes A y p de A en E4(A) se llaman

respectivamente representacion regular a izquierda y a derecha de A.
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Podemos obtener una propiedad muy interesante de estas representacio-

nes regulares por métodos elementales:

Proposicion 2.8. Sea A una R-algebray sean A y p sus representaciones regu-
lares a izquierda y derecha respectivamente. Entonces A y p son aplicaciones
biyectivas. En particular, A = E4(A) como R-4lgebras, considerando A como
un A-médulo a derecha.

Demostraciéon Hemos visto anteriormente que A: A — E4(A) es un homo-
morfismo de R-4lgebras connucleo {x € A: xA =0}, que hade ser unideal de A,
pero este ideal es 0 ya que A tiene elemento unidad. Entonces ¢(x) = ¢(1-x) =
¢(1)x = Ayx donde y = ¢(1). Asi, A es suprayectiva. De forma anédloga vemos

que p es también biyectiva.

2.1.2. Algebras de grupos

El estudio de la teoria de representacion de dlgebras asociativas estd intima-
mente ligado con el estudio de la representacion de grupos, y a nivel histérico
tuvo en él uno de sus principales objetivos. Para realizar ese estudio se debe de-
finir el concepto de 4lgebra de grupo. Fundamentalmente, un dlgebra de grupo
sobre R es una R-élgebra que se construye como un R-mdédulo libre con una
base que consiste en los elementos de un grupo G, con la multiplicacién indu-
cida por la operacion interna de G.

En particular es de amplio uso la construccién de dlgebras de grupo sobre
cuerpos, en cuyo caso se construye un espacio vectorial tomando cada elemen-
to de G como un vector de la base. De esta forma, la estructura como espa-
cio vectorial estd univocamente determinada por la cardinalidad del grupo G
mientras que la estructura interna estd determinada por su estructura de gru-
po. De esta forma el estudio de algebras de grupo de determinada dimensiéon
se reduce al estudio de los grupos de la misma cardinalidad.

Podemos generalizar la definicién a la de dlgebra de convolucion, que se
construye a partir de un monoide (un conjunto con multiplicacién asociativa

con elemento unidad) sobre un anillo:

Definicion 2.9. Sea G un monoide y R un anillo conmutativo con elemento

12



unidad. Denotamos:
RG={€ RC: ¢(x)=0 paracasitodo xeG}. (2.4)

Definimos la suma y la multiplicacién por escalares de elementos de RG com-

ponente a componente:
Ca+nb)(x)=¢(x)a+n(x)b VYa,beR, V¢neRG, VxeG (2.5)
Y definimos la multiplicacién interna por convolucion:

€M) =) EWn(a), (2.6)

sumado sobre el conjunto finito de pares (y,z) € G x G tales que yz = x
y ¢(y)n(2) #0.

Definimos para cada x € G la funcién y, € R® dada por y.(z) = 0si z # x,
y ¥x(x) = 1. Es claro que dado ¢ € RG se tiene que ¢ = ) y¢(x), sumado sobre
todos los x € G tales que ¢(x) # 0. Se sigue que RG es un R-mdédulo libre con
base {y.:x € G}.

Ademas, Xx(Wyxy(w)=0 SIUZXOUV#Y,Yy Xx(X)xy () =1. Asi, (xxxy)(2) =0
siz# xy,y (xxXy)(xy) = 1. Por tanto, es claro que yxx, = Xxy- Se puede demos-
trar por procedimientos elementales que y; es el elemento unidad de RGy que
RG cumple las propiedades de R-dlgebra.

Por lo anterior, se tiene que la aplicacion x — y, es un homomorfismo de
monoides inyectivo. Por tanto, se puede identificar x con su correspondiente
funcién y,. Utilizando esta convenciéon podemos simplificar la notacién y de-
notar los elementos de RG como las combinaciones lineales }_ xa, con x € G,
ay € R yla suma extendida a un subconjunto finito de G. Salvo el orden de los
sumandos, esta representacion es tnica.

Finalmente, es facil observar que si G es un monoide, A una R-dlgebra y
¢ : G — Aun homomorfismo de G en el monoide multiplicativo de A, entonces
¢ se extiende de forma tinica a un homomorfismo de R-4lgebras de RG en A.

Efectivamente, cualquier extension de ¢p a homomorfismo de médulos sa-

13



tisfaré la relacion:

dO_xay) =) Pp(x)ay 2.7)

Dado que G es una base de RG, esta relacion define una extension de ¢ a un
homomorfismo de médulos. Usando la distributividad y las propiedades de ¢
se puede comprobar con facilidad que esta extension es también un homomor-
fismo de anillos.

Notemos, por otra parte, que si bien la presentada es la definicién formal
de élgebra de grupo, es mucho mads intuitivo pensar en ella como el R-mdédulo
libre construido tomando como base los elementos de G. Es decir, podemos
pensar en el dlgebra de grupo como las combinaciones lineales finitas forma-
les de elementos del grupo con coeficientes en R dotadas con las operaciones

inducidas por lasde Ry G,

(Z agg)"‘(z bgg): Z(ag+bg)g, agbgeR VgeG (2.8)
geG geG geG

(Zagg)(zbgg)= Z (aghbp)(gh), ag,bgeR VgeG (2.9

8eG 8eG g,heG
(Z agg)b: ) (agh)g, ag,beR VYgeG (2.10)
geG geG

En el caso de dlgebras de grupos construidas sobre cuerpos, los elementos
de G conformarian los vectores de la base del dlgebra como espacio vectorial,

que seria por tanto de dimension |G|.

2.1.3. Algebras matriciales

Las algebras matriciales son un tipo de dlgebra de facil manejo y construc-
cién. Dada una R-élgebra A, denotaremos con M, (A) el conjunto de las ma-
trices n x n con entradas en A. Es claro que M,,(A) serd también una R-algebra
con las operaciones comunes de suma y multiplicacién de matrices y operacio-
nes con escalares por elementos de R. Llamaremos a M,,(A) el dlgebra matricial

n x n sobre A.
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En general denotaremos las matrices con letras griegas mintisculas. En par-
ticular llamaremos ¢ 0 ¢, ala matriz identidad n x n. Asimismo denotaremos €; j
alas unidades matriciales para ny A fijados. Esto es, €;; denotard la matriz nx n
con la unidad de A enlafila i, columna j, y el cero de A en las demds entradas.

Se tiene que estas matrices cumplen:

Vi<i,jkil<n, e€je=0 sij#k; eijjeji=¢€y (2.11)

Para describir una matriz en términos de sus entradas, usaremos la siguien-

te notacion:

X111 X12 ... Xin
X21 X22 ... Xop

a:[xij]; a = (2.12)
Xml me .os .X:mn

Es decir, denotaremos las entradas de la matriz con letras con dos subindi-
ces que indicaran respectivamente la fila y la columna de la entrada.

Si A no es conmutativo como anillo entonces M, (A) no serd una A-4algebra,
pero serd util definir de todos modos la multiplicacién por elementos de A. Si
a = [x;j] € Mp(A) e y € A, definiremos los productos ya = [yx;;], ay = [x;;y].
Esta definicion nos permite inducir una estructura de A-bimé6dulo en M, (A).
Se puede observar que M, (A) tiene estructura de A-mdédulo libre con una base

formada por las unidades matriciales:
[xijl =3 €ijxij (2.13)
ij
y esta representacion es Unica. Ademas, trivialmente cumple la propiedad:
(ay)B=a(yp) Va,feM,(A), VyeA (2.14)

Demostraremos en un apartado posterior que las dlgebras matriciales son
casos particulares de dlgebras de endomorfismos, y de hecho se tiene que
M, (A) = Eo(M) con M el A-médulo libre a derecha sobre n generadores. Por
ello todos los resultados que obtengamos para dlgebras de endomorfismos se-

ran validos para algebras matriciales, aunque en muchos casos si se puede pa-
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sar a un algebra matricial los célculos serdn mas sencillos.
Un ejemplo de resultado de dlgebras matriciales serd su construccioén sobre
dlgebras de division, y en particular sobre algebras sobre cuerpos, que tendra

importancia al estudiar su estructura.

Lema 2.10. Si D es un algebra de divisién, entonces M, (D) es simple para todo
n=1.

Demostracion Sea I un ideal no nulo de M, (D). Debemos probar que si
a= [xi]-] € M, (D), entonces a € I. Dado que I # 0, existe un f§ = [yl-j] no nu-

lo en I. Supongamos y;s # 0. Por (2.13) y (2.14) tenemos que a@ = };;€;jX;j =
Z,-j(eirﬁesj)yr‘slxij € I, ya que I es un ideal bilatero de M, (D).

2.1.4. Algebras finito-dimensionales sobre un cuerpo

Haremos una breve consideracion de la construccion de dlgebras de dimen-
sidén finita sobre cuerpos. Como remarcamos con anterioridad, si A es una F-
dlgebra sobre un cuerpo F, en particular es un F-mdédulo y por tanto un espacio
vectorial. Por tanto su estructura aditiva estara definida por su dimension co-
mo espacio vectorial y tendrd una base {xi, ..., x,}. Por tanto se podrén inducir

las estructuras de dlgebra en A sin mds que especificar los productos

XiXj= i xkaf-cj, af-cj €eF 1=<i,j<n (2.15)
k=1

Y esta relacion se extiende con unicidad a un producto bilineal en A con la re-
gla (X x;ibi))(Xjxjci) =YLrxk(Xijbicj af.“j). Los 72 elementos af.‘j se denominan

constantes de estructura del producto.
Sin embargo en general la estructura de édlgebra serd no asociativa. Como
vimos en la construccion de las dlgebras de grupo, el producto serd asociativo
si'y solo si x;(xjxg) = (x;x;)X; para todo i, j, k entre 1y n. Eso nos lleva a que

las constantes de estructura habran de satisfacer:
n n
r s _ r N LI
Zaijark—Zajkair Vi<i,jks<n (2.16)
r=1 r=1
A partir de esta relacién se puede obtener una nueva condicién para ga-
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rantizar la asociatividad. Asociaremos a cada transformacion lineal ¢ y cada
F-base {xi,..., x,} de Ala matriz a(¢) = [a(’;j] definida por ¢(x,,) = ZZ:1 xka(';;j.
Como se vera mas adelante, la aplicacion ¢ — a(¢) es un isomorfismo de E(A)
en M, (F). Es facil ver que [afj] es la matriz asociada de esta forma a 1, al mis-

mo tiempo que a py;. Asi, la identidad anterior equivale a las condiciones
A Px (Xj) = Py Ay, (xj) V1<i,j,k<n 2.17)

Asi, es una version coordenada de la condicién de conmutacién de
las representaciones regulares de A, lo cual equivale a la asociatividad.

Por otra parte, para tener un 4lgebra asociativa es necesario que tenga uni-
dad. La manera méds sencilla de comprobar que las ecuaciones definen
un dlgebra con unidad es requerir que uno de los elementos de la base, e. g. x;,

actie como la unidad. Es claro que esta condicion es equivalente a

ko gk

aj;=a;=0jx Ylsjk=n (2.18)

con 0 jk la delta de Kronecker. Dicho de otro modo, la condicion equivale a
Ay, =Py, =ida.

Es importante remarcar que con este requerimiento no hemos limitado las
dlgebras que podemos construir sobre F, ya que si n > 0 toda F-élgebra n-
dimensional A es no trivial, por lo que podemos tomar el elemento unidad de
A como un elemento de la base.

Por limitacién en la profundidad del trabajo no nos pararemos a estudiar la
unicidad de estas construcciones, pero es un resultado conocido que dado un
cuerpo F y un nimero natural n = 1 la cardinalidad de los tipos de isomorfis-

2 . . 3
mos de F-élgebras n-dimensionales es a lo sumo |F|" .

2.1.5. Algebras de cuaternios

La importancia de las dlgebras de cuaternios y su relevancia historica sub-
yacen en el hecho de que es una de las dlgebras no asociativas no triviales méas
sencillas que se pueden construir y en su importante aplicacién en distintos

campos, especialmente en fisica.
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Realizaremos la construccién sobre un cuerpo F cuya caracteristica no sea

2, debido a las particularidades de estos tultimos.

Definicion 2.11. Sea F un cuerpo de caracteristica distintade 2 ysean ay b dos

elementos de F. Decimos que A es un dlgebra de cuaternios generalizada sobre
a,b) . : : : .
F ylo denotamos A = (?) si A es el F-espacio vectorial de dimensién 4 con

base 1,1,j,k y dotado de la multiplicacion bilineal definida por la actuacién de

1 como elemento unidad y por las relaciones

i’=a, #=b ij=-ji=k (2.19)
donde en las dos primeras relaciones se utiliza la identificacién convencional
de F con los multiplos escalares del elemento unidad de A. Asumiendo la aso-
ciatividad, el resto de la tabla de multiplicar para la base de A se sigue de forma
inmediata:

K*=-ab, ik=-ki=ja, jk=-kj=-ib (2.20)

El caso ampliamente utilizado de los cuaternios de Hamilton son el caso

-1,-1
ticular H = . )
partacular ( R )

Estudiemos algunas propiedades de este tipo de dlgebras:

Lema 2.12. Para todo a,b € F no nulos, A = (Q’Tb) es un dlgebra simple con
centro F.

Demostracion. Introduciremos el llamado corchete de Lie: [x, y] = xy — yx.
Si tomamos en general x = ¢p +1ic; +jc2 +kes € A, entonces utilizando y
tenemos que [i, x] = j(2ac3) +k(2c¢2), [j, x] =i(-2bc3) +k(—2cy) y [k, x] =
i(2bcp) +j(—2ac,). En particular, si x € Z(A) se cumple que [i, x] = [j, x] = [k, x] =
0, de forma que necesariamente c¢; = ¢, = ¢c3 =0, por lo que Z(A) = F.

Para ver que es simple, suponemos 0 # x € I con I < A. Dado que I es un
ideal bilatero que contiene a x, también incluye los productos triples de Lie
[j, [i, x]] =i(—4bcy), [k, [j, x]] =j(4abcs) y [i, [k, x]] = k(—4ac,). Sicy, c2 y c3 no son
todos cero, entonces I contiene una unidad de A; si ¢c; = ¢, = ¢3 = 0 entonces
0 # x = ¢p es una unidad que pertenece a I. En cualquiera de los casos, I = A

por lo que A es simple.
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Decimos que una F-4lgebra A es central si Z(A) = F. Por tanto, las dlgebras
de cuaternios son centrales y simples. De hecho, se puede demostrar que to-
da 4lgebra central, simple y de dimensién cuatro es un dlgebra de cuaternios.
También se demuestra que un algebra de cuaternios sobre F o bien es un alge-

bra de divisién o bien es isomorfa a M (F).

2.2. Introduccién al producto tensorial de médulos
2.2.1. Producto tensorial de dos médulos

Una importante construccion en el campo de las dlgebras es el producto
tensorial de dlgebras, que trataremos con m4ds detalle mas adelante. En la pre-
sente seccion realizaremos un breve repaso al mds general producto tensorial
de modulos, en el que profundizaremos mads en la secciéon dedicada a médulos.

Sea R un anillo, M un R-mé6dulo a derecha y N un R-mddulo a izquier-
da. Consideraremos el llamado problema de la aplicacion universal, con Z la
clase de estructuras de Z-modulos (siendo los morfismos las aplicaciones Z-
lineales, es decir, los homomorfismos de grupos aditivos) y llamaremos a-apli-
caciones alas aplicaciones f de M x N en un Z-moédulo G que sean Z-bilineales
y que ademas satisfagan para todo x € M, y € Ny A € R la condicién de aplica-
cion equilibrada,

fxA, ) = f(x,Ay) 2.21)

Es un resultado conocido que este problema admite solucién. Por tanto,
consideramos el Z-médulo C = Z™*N) de combinaciones lineales formales de
los elementos de M x N con coeficientes en Z. Una base de este médulo es el
conjunto de pares ordenados (x,y) con x € M, y € N. Sea D el Z--submddulo de

C generado por elementos de los siguientes tipos:

(x1+x2,¥) — (x1, ) — (x2,¥)
(X, y1+y2) — (%, 1) — (x, y2) (2.22)
(x4, y) = (x,Ay)

con x,x;,x2€ M, y,y1,)2€ NyA€R.

Definicién 2.13. El producto tensorial del R-médulo a derecha My el R-mdédulo
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aizquierda N, denotado M ® N (o simplemente M ® N si no se presta a con-
fusion) es el Z-modulo cociente C/D con C y D los definidos anteriormente.
Dados x€ M e y € N, denotamos al elemento de M ® N que es imagen candni-
ca del elemento (x, y) de C como x ® y y lo llamamos producto tensorial de x e
¥.

La aplicaciéon (x,y) — x® y de M x N en M ® N se denomina aplicacion

canonica, y es una aplicacién Z-bilineal que satisface (2.21).

Probemos que el producto tensorial junto con la aplicacién canénica es una

solucion del problema de la aplicacion universal anterior:

Proposiciéon 2.14. (a) Sea g una aplicacion Z-lineal de M ® N en un Z-mo-
dulo G. La aplicacién (x,y) — f(x,y) = g(x®y) de M x N en G en Z-
bilineal y satisface la condicién (2.21).

(b) Reciprocamente, sea f una aplicacion Z-bilineal de M x N en un Z-m6-
dulo G que satisface la condicion (2.21). Entonces existe una tinica apli-
cacion Z-lineal gde M® N en G tal que f(x,y) = g(x®y) paratodo x € M,
YEN.

Demostracion. Si ¢ denota la aplicacién canénicade M x N en M ® N, en-
tonces f = go ¢, lo que demuestra (a).

Para probar (b), notemos que, en la notacién usada, f se extiende a una
aplicacién Z-lineal f de C en G. Por la relacién , f vale cero para todos
los elementos de C de uno de los tipos de y por tanto sobre D. Por tanto
existe una aplicacién Z-lineal g de C/D =M ® N en G tal que f = gow, donde
v : C — C/D es el homomorfismo candnico. La unicidad de g es inmediata ya

que M ® N estd generado como Z-maddulo por los elementos x ® y.

Definimos asi un isomorfismo canénico del Z-mdédulo de aplicaciones Z-
bilineales f de M x N en G que satisfacen la condicién (2.21) en el Z-md6dulo
Homyz(M ® N, G).

Corolario 2.15. Sea H un Z-moé6duloy h: M x N — H una aplicacion Z-bilineal
que satisface y tal que H estéd generada por h(M x N). Supongamos que
para todo Z-médulo Gy toda aplicacién Z-bilineal f de M x N en G que satis-
face existe una aplicacion Z-lineal g: H — G tal que f = go h. Entonces,
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si ¢ denota la aplicacién canénica de M x N en M ® N, existe un tinico isomor-
fismo O de M® N en H tal que h =00 .

Corolario 2.16. Sea M* (resp. N*) el m6édulo M (resp. N) considerado como
modulo a izquierda (resp. a derecha) sobre el anillo inverso R*. Entonces existe
un Unico isomorfismo de Z-médulos 0 : M®g N — N* @z M* tal que o(x ®
y) =y®x paratodo x € M, y € N (propiedad de conmutatividad de productos

tensoriales).

Las demostraciones de ambos corolarios son inmediatas usando la propo-

sicion probada y las propiedades del problema de la aplicacion universal.

2.2.2. Producto tensorial de dos aplicaciones lineales

Sea R un anillo, M, M’ dos R-moddulos a derecha, N, N’ dos R-mdédulos a
izquierday u: M — M'y v: N — N’ dos aplicaciones R-lineales. Se comprueba

facilmente que la aplicacion
(x, ) — u(x)®v(y) (2.23)

de M x N en M’ ® N' es Z-bilineal y satisface la condicién (2.21). Por la propo-
sicién[2.14]existe por tanto una tnica aplicacién Z-lineal w: M® N — M’ ® N’
tal que

wxey) =ulx)® vy (2.24)

paratodo x € M, y € N. Esta aplicacion se denota u® vy se denomina producto
tensorial de las aplicaciones lineales u y v.
Se sigue de forma inmediata de (2.24) que la aplicacién (u, v) — u® v es una

aplicacion Z-bilineal que llamaremos canénica:
Hompg(M, M') x Hompg(N, N') - Homyz (M ® N,M' ® N')

Le corresponde por tanto una aplicacion Z-lineal que llamaremos canéni-
ca:
Homg(M, M) 87 Homg(N, N') — Homyz (M ® N,M' ® N') (2.25)
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que asocia a cada elemento u ® v del producto tensorial la aplicacién cané-
nicau®v: Me® N — M'® N'. Esta aplicacion can6nica no es necesariamente
inyectiva ni suprayectiva, por lo que la notacién u ® v en ciertos casos puede
llevar a confusion y serd necesario indicar si denota un elemento del producto
tensorial o una aplicacién lineal.

Finalmente, sea M" un R-mddulo a derecha y N” un R-mddulo a izquierda
yu:M — M'"y v :N — N"aplicaciones R-lineales. Entonces es inmediato
obtener que

(ouweov)=(Wwev)o(ue ) (2.26)

3. Modulos

Como vimos con anterioridad, es sobre la teoria de médulos sobre la que
se construye la teoria de representaciones, y es por ello que partiendo del estu-
dio fundamental de m6dulos obtendremos resultados generales que podremos
aplicar al estudio de las 4lgebras.

En particular, estudiaremos las estructuras de médulos simples y semisim-
ples, ya que nos llevardn al concepto de dlgebra semisimple y finalmente al
radical, que estudiaremos con més detalle en una seccién posterior.

A partir de este punto, A denotard una R-élgebra no trivial. El anillo R sobre
el que la construyamos no sera especialmente relevante ya que los resultados
serdn generales en lo que se refiere a dlgebras, por lo que hablaremos simple-
mente de «dlgebras» refiriéndonos a dlgebras sobre un cierto anillo.

Por otra parte, dado que no exigimos que A sea conmutativa no existe una
identificacion natural entre A-mdédulos a derecha e izquierda. No obstante, las
teorias de médulos a izquierda y derecha son idénticas, por lo que salvo que se
indique otra cosa tomaremos simplemente A-médulos a derecha y los resulta-

dos seran completamente extrapolables a A-mdédulos a izquierda.

3.1. Cambio de escalares

Cualquier élgebra A es en particular un A-médulo a derecha y a izquierda

con la operacion escalar definida por el producto interno del dlgebra. Usare-
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mos por tanto la notacién A4 y 4 A para indicar A como A-mdédulo a derecha e
izquierda respectivamente.

En estas condiciones, los submédulos de A 4 son precisamente los ideales a
derecha de A. Por tanto, todos los conceptos y resultados para submaédulos de
A pueden aplicarse de forma directa a sus ideales a derecha e izquierda.

Para el estudio de la teoria de submddulos necesitaremos hacer uso de algu-
nos conceptos bésicos de teoria de categoria, aunque en la medida de lo posible
intentaremos prescindir de ellos para buscar un enfoque mas clésico.

Una técnica ttil en el estudio de las édlgebras es la comparacion de los mé6-
dulos sobre A con los médulos sobre un édlgebra relacionada, B. El concepto
subyacente a esta comparacion serd un funtor que relacione ambas categorias,
aunque podremos expresar los resultados mediante técnicas elementales.

Sean Ay B dos algebras, y sea 6 : A — B un homomorfismo de 4lgebras.
Sea M un B-mo6dulo a derecha, definiremos las operaciones escalares en M por
elementos de A como ux = uf(x) con ue€ M, x € A. Trivialmente esta operacién
dota a M de una estructura de A-m6dulo a derecha. Denotaremos por M4 (o,
de ser necesario, My) a M con esta estructura escalar.

Esta aplicaciéon de M en M4 constituye un funtor de la categoria de médu-
los de B en la de m6dulos de A. Existen dos casos particulares importantes que
someteremos a estudio. El primero de ellos es el caso en que A es una subal-
gebra de B y 0 es el homomorfismo de inclusién. En ese caso denominamos
funtor de olvido al funtor asociado.

El segundo caso de estudio serd en el que B = A/I con I unideal de A,y 0
el homomorfismo de proyeccion. En este caso definimos la operacién sobre M
como

ux=ulx+1 (3.1

Enunciemos un resultado elemental que nos servird més adelante

Lema 3.1. Sean A, B dos dlgebras y 0 : A— B un homomorfismo de dlgebras, y

sean M y N dos B-mo6dulos a derecha. Entonces
@M. MON)s=Ms® Njg.

(11). Si¢ € Hompg(M, N), entonces ¢ € Hom 4(M 4, N4). Si 8 es un epimorfismo
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entonces Hompg(M, N) = Hom s (Ma, N4).

(111). Si N es un submédulo de M, entonces N4 es un submodulo de My. Si 0
es un epimorfismo entonces los conjuntos S(M) y S(M 4) de submd6dulos

de My M4 coinciden.

La demostracién del lema es elemental. Si § : A — B es un epimorfismo de
dlgebras, definiremos una caracterizacion de los A mdédulos con la forma M4

con M un B-moédulo.

Definicion 3.2. Sea M un A-moédulo a derecha y X un subconjunto de M. De-

finimos el anulador de X en A, annX, como
annX={xeA:ux=0 VYuelX} (3.2)

La definicién del anulador para A-mdédulos a izquierda es andloga.

Enunciaremos algunos resultados simples e importantes de anuladores que

seran utiles posteriormente.

Lema 3.3. Sean M, M' y {M; : i € J} A-médulos a derecha, X < My Y < M.

Entonces,

(1). annX es un ideal a derecha de A. Si X es un submaddulo de M, entonces
X< A.

(11). Si X <Y, entoncesannX 2annY.
(111). Si M = M/, entonces annM = annM'.
(1v). Si M =Y ;c; M;, entonces annM = (;c;annb;.

(V). Si M es un ideal a derecha de A, entonces ann(A/ M) es el mayor ideal K

de A que cumple K < M.

Las cuatro primeras propiedades son inmediatas por la definicién de anula-
dor. Para la Gltima, basta observar que por la primera propiedad, ann(A/ M) es
un ideal de A, que es claramente un subconjunto de M. Por otra parte, si K <{ A
y K € M, entonces (x+ M)K < M para todo x € A, de forma que K < ann(A/M).
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Proposicion 3.4. Sean Ay B dos R-dlgebras, y 0 : A — B un epimorfismo. Si N
es un A-moédulo a derecha entonces existe un B-md6dulo a derecha M tal que
N = My siy solo si Kerf < annN.

Demostracion. Claramente Kerf < annM 4. Andlogamente, si Kerf < annN
entonces la ecuacion uf(x) = ux define una operacion escalar védlida en N por
los elementos de Imf = B. Con esta operacion, N se convierte en un B-mdédulo

M,y N = M4 por definicion.

Esta proposicion adquiere gran importancia cuando B = A/I con I un ideal
de A. En ese caso, un A-moédulo N proviene de un A/I-modulo siy solo si I <
annN. De esta forma, no haremos distincion entre los A/I-md6dulos y los A-
modulos tales que I < annN.

Diremos que un A-médulo M es fiel siannM = 0.

Corolario 3.5. Si I es un ideal del dlgebra A, y N es un A/I-mdédulo a derecha,
entonces N es fiel como A/I-mdédulo siy solo siannNy = 1.

Demostracion. Claramente, annNy,; = (annNy4)/1.

3.2. Elreticulo de submoddulos

Dado cualquier A-moédulo M, la coleccién S(M) de todos los submédulos
de M esta dotada de un orden parcial por la relacién de inclusién. Ademas, si
{N;:i€ J} esun conjunto de submoédulos de M, entonces();c; N; es un submo-
dulo de M (si ] = ¢ tomamos la interseccién como M). Claramente, la intersec-
cion es el mayor submodulo de M incluido en todos los N;, esto es, ey N;
es la mayor cota inferior de {IV; : i € J} con respecto a la relacion de orden de
inclusion.

El conjunto {N; : i € J} tiene también una menor cota superior entre los
submddulos de M. En general esta cota no es la unién de los conjuntos sino el
submodulo generado porla union, } ;e; N; = {221:1 Uy : Ui € N;, }. En particular,
la menor cota superior de dos submédulos NyPde Mes N+ P={u+v:ue
N, v € P}.

Un conjunto parcialmente ordenado en el que todos los subconjuntos tie-

nen una cota inferior maxima y una cota superior minima se denomina reticu-
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lo completo. Trabajaremos por tanto sobre el hecho de que S(M) es un reticulo
completo.

Se pueden ver muchas propiedades fundamentales de médulos como he-
chos sobre reticulos de modulos. Veremos algunas propiedades tedricas de re-
ticulos que se cumplen en todos los reticulos de la forma S(M). El siguiente

resultado es el mds importante de ellos.

Teorema 3.6. Ley modular. Sean N, Py Q submdédulos de M tales que N < Q.
Entonces N+ (PN Q)=(N+P)nQ.

Demostracion. Trivialmente, N+ (PN Q)< N+ P,y N+ (PnQ) < Q por la
hip6tesis de que N < Q. Asi, N+ (PN Q) < (N+ P)n Q. Por otra parte, si u € (N +
P)nQ,entoncesu=v+wconve Nywe P.Asi, w=u-ve Pn(Q+N)=PnQ,
yu=v+weN+(PnQ).

La ley modular (también llamada modularidad) es una condicién bastante
débil sobre un reticulo. Algunos de los reticulos de submédulos que estudiare-

mos tienen la propiedad mucho més fuerte de la distributividad.

Lema 3.7. Sea M un A-mdédulo. Las siguientes identidades (i.e., ecuaciones va-

lidas para cualquier N, P y Q) son equivalentes para S(M):
M. Nn(P+Q)=(NNnP)+ (NN Q).
(M. N+(PnQ)=(IN+P)n(N+Q).
(mn. (NNP)+(PNnQ)+(QNN)=(N+P)Nn(P+Q)Nn(Q+ N).

La demostracion es directa sin mdas que aplicar repetidamente las identida-

des y aplicar la ley modular.

Proposicion 3.8. Sea M un A-mddulo tal que S(M) es no distributivo. Entonces
existen submodulos distintos Py Q de M tales que P/(PNQ) = Q/(PNQ) como
A-modulos.

Demostracién. Dado que S(M) es no distributivo, existen submédulos My,
My, M,, M3y My de M tales que

My = (MiNM>s)+(ManNM3)+(M3zn M) < (M + M) N (Me+ M3)N(Mz+ M) = My
(3.3)
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Definimos

N = (MiNn M)+ (Mzn (M + M), (3.4)
P = (M1 M3) + (M N (M + M), (3.5)
Q= (M1 N M3) + (Mo N (M7 + M3)). (3.6)

Aplicando la ley modular, tenemos que

PnQ=M, 3.7)

P+Q=M, (3.8)

En particular, P # Q ya que My c M,. Ademas, es facil obtener que NN P =
NNnQ =My, y N+P = N+Q = M,. Por el isomorfismo de Noether, P/(P N
Q) =P/(PnN)=(P+N)/N = M,/N. Andlogamente, Q/(P N Q) = M,/ N. Asi,
P/I(PNQ)=Q/(PNQ).

Dada una R-dlgebra A, denotamos por I(A) el conjunto de los ideales de A.
Es sabido que los A-bimoédulos se pueden ver como moédulos a derecha sobre
el dlgebra envolvente A° de A,y los subbimédulos de A son los ideales bilateros.
Es por tanto consecuencia inmediata que I(A) es un reticulo completo y
modular. Ademas, si I(A) no es distributivo, existen ideales distintos Iy J en A
talesque I/(INnJ) = J/(In]) como A-bimdédulos. La demostracién es comple-

tamente andloga a la realizada para S(A).

3.3. Maoddulos simples

Definicion 3.9. Un moédulo a derecha o izquierda N es simple si no es el médu-
lo cero y los tinicos submddulos de N son 0 y N. Un médulo M es semisimple

si M es suma directa de médulos simples

Una denominacién alternativa habitual en teoria de anillos es la de médulo
irreducible para médulo simple y médulo completamente reducible para mo-

dulo semisimple. Usaremos sin embargo el convenio dado en la definicion.
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Trivialmente, un ideal a derecha M de un 4lgebra A es un A-mé6dulo sim-
ple si y solo si M es un ideal minimal a derecha, esto es, M es minimal en el
conjunto de ideales a derecha no nulos de A. Por supuesto, A no tiene por qué
tener ideales minimales a derecha. No existe ninguno en el anillo Z de enteros,
por ejemplo.

Por otra parte, la hip6tesis de que A posea un elemento unidad distinto de
cero implica, utilizando el lema de Zorn, que A incluye al menos un ideal ma-
ximal a derecha, esto es, un ideal que es maximal en el conjunto de ideales a
derecha propios de A. Ademds, si M es un ideal maximal a derecha de A, en-
tonces por el teorema de correspondencia, A4/ M es un moédulo simple. Anélo-

gamente, si A4/ M es simple, entonces M es un ideal maximal a derecha.

Proposicion 3.10. Para un A-moédulo a derecha no nulo N, las siguientes con-

diciones son equivalentes:
(1). N essimple.
(I1). uA= N paratodo u € N distinto de cero.
(11). N = Ax/M para algin ideal maximal a derecha M de A.

Demostracion. (I) implica claramente (II), ya que 0 # u € uA < N implica que
uA = N por la simplicidad de N. Andlogamente, dado que N # 0, (II) implica
que N es el inico submddulo distinto de cero de N, esto es, que N es simple.
Como se afirmé mas arriba, el que (III) implique (I) es consecuencia del teore-
ma de correspondencia.

Para probar que (IT) implica (IIT), sea u un elemento distinto de cero de N.
Por (1), la aplicacion x — ux es un epimorfismo de médulos de A4 en N cuyo
nicleo M es un ideal a derecha de A. Dado que (II) implica (I), se sigue que

AalM = N es simple. Por tanto, M es un ideal maximal a derecha de A.

Proposicion 3.11. Lema de Schur. Sean M y N A-mddulos a derecha, y sea

¢ : M — N un homomorfismo no nulo. Entonces
(1). Si M es simple, entonces ¢ es inyectiva.

(11). Si N es simple, entonces ¢ es suprayectiva.
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Demostracion. Como ¢ # 0, se sigue que Ker¢p # M y que Im¢p # 0. Asi, M
simple implica que Ker¢ = 0, y N simple implica Im¢ = N.

Corolario 3.12. Si M y N son A-mdédulos a derecha simples, entonces o bien
M = N o bien Hom 4(M, N) =0.

El corolario es consecuencia inmediata del lema de Schur, ya que cualquier
homomorfismo no nulo seria un isomorfismo.

Un A-moédulo a derecha N es indescomponible si N # 0, y N no puede es-
cribirse como suma directa de submaédulos no nulos. Esto es, si N = P® Q en-
tonces P =0 o0 Q = 0. Los m6dulos indescomponibles tienen gran importancia
en la teoria de élgebras.

Corolario 3.13. Dado un mé6dulo semisimple N, las siguientes condiciones son

equivalentes:

(). N essimple.

(11). EA(N) es un élgebra de division.
(111). N es indescomponible.

Demostracion. Si N es simple, entonces todo endomorfismo no nulo de N
tiene inversa por el lema de Schur, por lo que E4(N) es un dlgebra de division.
Si E4(N) es un dlgebra de division, entonces idy # 0, por lo que N # 0. Ademas,
para cualquier descomposicion en suma directa N = P ® Q, existe un elemento
n € EA(N) tal que m(N) = P, (1-n)(N) = Qy n? = m; asi, 7 es la proyeccién de
N en P asociada con la descomposicion. Por tanto, 7 (idy — ) = 0. La hip6te-
sis de que E4(N) sea un algebra de division implica que 7 = 0 o idy — 7 = 0.
En esos casos, respectivamente, P = 0 o Q = 0. Finalmente, las hip6tesis de N

indescomponible y semisimple solo son compatibles si N es simple.

En adelante nos referiremos al propio lemay a sus dos corolarios como «le-

ma de Schur» siempre y cuando no cause confusion.

29



3.4. Méddulos semisimples

Si Ny P son submoédulos de un A-médulo M, llamamos a P un comple-
mento de N en S(M) si N+ P =My Nn P = 0. Dicho de otra forma, M es la
suma directa interna de N y P. Claramente, esta relacion es simétrica. En gene-
ral, los complementos no son tinicos ni tienen por qué existir. De hecho, proba-
remos que la existencia universal de complementos caracteriza a los médulos

semisimples.

Lema 3.14. Sea M un modulo tal que M = } ;c;N;, con los N; submoédulos
simples de M. Si P € S(M), entonces existe un subconjunto I de J tal que M =
(DicrNi) @ P.

Demostracion. Por el lema de Zorn, existe un subconjunto I de J tal que
la coleccion {N; : i € I} es maximal respecto a la independencia: (Z,—e I Ni) +
P = (@ier Ni) ® P. Sea M; = (L;e; Ni) + P. La maximalidad de I implica que
M; N N; # 0 para todo j € J. Por tanto, dado que cada N; es simple, N; € M
paratodo j € J.Asi, M=Y jc; Nj < M; € M,y por tanto M = (D;e; N;) @ P.

Proposicion 3.15. Dado un A-médulo a derecha M, las siguientes condiciones

son equivalentes:
(). M es semisimple.
(Im. M=) {NeS(M):N essimple}.

(111). S(M) es un reticulo complementado, esto es, todo submédulo de M tiene

un complemento en S(M).
(1v). Si P € S(M), entonces S(P) es un reticulo complementado.

Demostracion. Es claro que (I) implica (II) sin mds que utilizar la definicién de
modulo semisimple. Ademads, utilizando el lema anterior es inmediato que (II)
implica (III), y ademds que (II) implica (I) tomando P = 0.

Si tomamos ahora M; € S(P), utilizando (III) tenemos que existe M, € S(M)
tal que M = M; @ M>. Por tanto, P = PN (M, & M) = M, & (PN M) con PN M, €
S(P), con lo que probamos (IV).
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Finalmente, deducimos de (IV) que si Q es un submédulo propio de M,
entonces existe un submdédulo simple N de M tal que N n Q = 0. Esto implica

(I) y por tanto queda probada la proposicion.

Podemos observar en la demostracién que, aplicando el lema de Zorn y to-
mando 0 # u € M — Q, podemos suponer que QQ es maximal con la propiedad
u ¢ Q. Aplicando (IV) con P = M obtenemos un N € S(M) tal que M = Q& N.
Asi, podemos escribir u = w+ v con w € Q, v € N. Dado que u ¢ Q, se sigue
que v # 0. En particular, N # 0. Si N; es un submd6dulo no nulo de N, enton-
ces la maximalidad de Q implica que w+ v = u € Q+ N; = Q& N;. Por tanto,
v € Nj. En particular, dos submd6dulos no nulos de N tienen interseccién no
vacia. Por otro lado, S(IV) es complementado por (IV). La tiinica manera de no

caer en contradiccion es que S(N) = {0, N}, y por tanto N es simple.

Corolario 3.16. Si M es semisimple y P < M, entonces P y M/P son semisim-
ples.
Demostracion. Por (III) de la proposicién, M = P& M/ P. Por tanto, utilizan-

do nuevamente la proposicién Py M/P son semisimples.
Corolario 3.17. La suma directa de mdédulos semisimples es semisimple.

La demostracion de este corolario es inmediata de la definicion de médulos
semisimples.
Finalmente, nos interesara saber cuando S(M) es un reticulo distributivo,

para lo cual tenemos el siguiente corolario:

Corolario 3.18. Sea M un A-mddulo a derecha semisimple. Suponemos que
M = @®;e; N; con cada N; simple. Entonces S(M) es un reticulo distributivo siy
solo si N; 22 Nj paratodo i # jen J.

Demostracion. Si N es un A-m6dulo a derechanonuloy Q = N N, enton-
ces S(Q) no es distributivo. De hecho, si N; = {(1,0) € Q: u€ N}, N, ={(0,u) €
Q:ueN}yN3={(u,u) € Q:ue N}, entonces N1+ N> = Q, N3nN; = N3NN, =0,
y N3 =N #0.Asi, NsN (N1 + No) = N3 20 = (N3N Np)+ (N3N N>). En el contexto
del corolario, esta observacion muestra que si S(M) es distributivo, entonces
N; % Nj paratodo i # j.
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Para probar la otra implicacion, definimos N(I) =} jc; N; para cada sub-
conjunto I de J. Dado que la suma M = @®;¢; N; es directa, es claro que N(I; U
I)) = N(I;) n N(I) para cualesquiera dos subconjuntos I; e I, de J. Asi, {N([) :
I < J} es un subreticulo distributivo de S(M). Por tanto, solo nos queda pro-
bar que S(M) = {N(I) : I < J}. Dado P < M, definimos I ={i € J: Pn N; # 0}.
Probemos que P = N(I). Como los N; son simples, P n N; # 0 implica que
N; =PnN; cP.Asi, N(I) € P. Bastara probar que PN N(J - I) =0, ya que por
laley modular tendriamos que P=PN(N(J-D+NU)=PnNnN{J-D+NU) =
N(I). Suponemos PN N(J —I) # 0 y tomamos un conjunto K < J— I de la me-
nor cardinalidad tal que P n N(K) # 0. Claramente, K es finito, y |[K| = 2 ya
que PN N; =0 para todo i € J—I. Dado i € K, tomamos 7; : N(K) — N; el
homomorfismo de proyeccién asociado a la descomposicion directa N(K) =
EBjeK Nj. Como Ker(7;|prnx)) € PN N(K — {i}), la minimalidad de |K| implica
que Ker(7;|pnn) = 0. Por tanto, dado que los N; son simplesy P n N(K) # 0,
se sigue que 7; es un isomorfismo de P N N(K) en N;. El hecho de que |[K| > 1

nos lleva a contradiccion con la hipotesis V; 2 N; para todo i # j en J.

3.5. Estructura de médulos semisimples

Por definicién, un A-médulo a derecha semisimple tiene una estructura
«buena», es una suma directa de médulos simples. Estudiaremos ahora la uni-
cidad de estas representaciones en suma directa. Para ello, necesitaremos ob-

tener ciertos resultados previos.

Lema 3.19. Sea M = @;¢; N; con los N; A-moédulos a derecha simples. Su-
pongamos que N es un A-moédulo a derecha simple para el que existe un ho-
momorfismo no nulo ¢ : N — M. Entonces, existe j € J tal que M = ¢(N) &
@iz Ni)y N=Nj.

Demostracion. Por el lema existe J' < J tal que M = ¢p(N) @ (D Ni)-
Por tanto, @;ej—y N; = M/ (Djey N;i) = ¢p(N) = N (usando el lema de Schur y la
hipétesis ¢ # 0). Asi, |J — J'| = 1, con lo que el lema queda demostrado.

En adelante, consideraremos {N; : i € J} un conjunto de representantes de

las clases de isomorfismos de A-md6dulos a derecha simples. Asi, J es un con-
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junto indice no vacio, los N; son A-mdédulos a derecha simples y todo A-médulo
a derecha simple es isomorfo a un tnico N;.

Ademas, dado un A-moédulo a derecha M, denotaremos M (i) el submoédulo
Y{IN<M:NE= Nl

Lema3.20. Si M es un A-mo6dulo a derecha semisimple, entonces M = ;e ; M (i).

Demostracién. Como M es semisimple, M = ®;c; M;, donde M; = @ jex Nij,
con N;;j = N;. Es claro que M; < M(i). Bastara probar que M (i) < M;. Sea N; =
N < M. Expresamos M = M; & M}, M; = @ ;.; M, y sea m : M — M; la proyec-
cién asociada a esta descomposicion. Se sigue que 7 (N) = 0, esto es, N € M.
Como N es un submodulo cualquiera de M isomorfo a N;, queda probado que
M(i) € M;.

Lema 3.21. Sean M y M’ A-md6dulos a derecha semisimples. Si ¢p : M — M’ es
un homomorfismo, entonces ¢p(M(i)) € M'(i) paratodo i € J.

Demostracion. Si N; = N < M, entonces utilizando el lema de Schur o ¢p(N) =
0 0 ¢(N) = N;. En ambos casos, ¢(N) < M'(i). Se sigue que ¢p(M(i)) < M’ (i).

Proposicién 3.22. Sean M y M’ A-m6dulos a derecha semisimples. Supon-
gamos que M = @;c; M(i) con M(i) ZE@a;N; y M' = @;c; M'(i) con M'(i) =
@ B:N;. Entonces M es isomorfo a M’ si y solo si los nimeros cardinales «; y
Bi son iguales para todo i € J.

Demostracién. Supongamos que ¢ : M — M’ es un isomorfismo. Por el le-
ma [3.21} ¢(M(i)) = M'(i) para todo i. Fijamos i € J. Para probar que a; = f§;,
consideraremos primero el caso a; finito y usaremos induccion. Si @; = 0, en-
tonces M'(i) = ¢(M(i)) = ¢$(0) = 0, luego B; = 0. Supongamos a; = m = 1. Tene-
mos M(i) = Nj1 ®...® Nju-1® Nim, M'(i) = @rer N;, con N;j = N, = N; para
todo jy k, y |1l = B;. Por el lema[3.19} existe [ € I tal que ¢(Nim) ® Dz N;;) =
M' (i) = ¢O(Nim) = ¢(Nip) ® ¢(Nj1 @ ... @ Nj—1). En consecuencia, N;j; & ... @
Nim-1ZP(Nj1®...® Nip—1) = M'(i)/ $(Nim) = @1 N;,.. Por la hipétesis de in-
duccion, m—1=|I—-{l}|, de forma que a@; = m = |I| = B;. Esto completa la induc-
cién. Si B; es finito, podemos utilizar la misma demostracién utilizando ¢ 1.
Por tanto, supongamos ahora que a; y f; son ambos infinitos. Por la propo-
sicic’)ntenemos que existen descomposiciones M (i) = @pex urA, M'(i) =

Dier u;A, con |K| = a; y |L| = B;. El isomorfismo ¢ induce una aplicacién A
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de K en el conjunto de subconjuntos finitos de L tal que ¢(ux) € Xjean) U) A,
vy Nkex A(k) = L ya que ¢ es suprayectiva. Por tanto, como L y K son infinitos,
Bi=ILI <Y ke IA(k)| =Rg-|K| = a;. Por simetria, a; < ;. Esto completa la de-
mostracion de que M = M’ implica a; = 8; para todo i € J. La otra implicacién

es inmediata.

3.6. Condiciones de cadena

La mayoria de mo6dulos semisimples que utilizaremos serdn sumas direc-
tas finitas de médulos simples. Es por ello que en este apartado estudiaremos
diferentes condiciones de finitud para los médulos semisimples.

Decimos que un A-mdédulo M es artiniano (resp. noetheriano) si S(M) sa-
tisface la condicion de cadena descendiente (resp. ascendente). Esto es, no
existen sucesiones infinitas y estrictamente decrecientes (resp. crecientes) de
submoédulos de M. De forma equivalente, M es artiniano (resp. noetheriano) si
todo subconjunto no vacio de S(M) incluye un elemento minimal (resp. maxi-
mal).

En general las propiedades artiniana y noetheriana son independientes en-
tre si. Por ejemplo, Zz es noetheriano pero no artiniano, mientras que el Z-
modulo Z(p*>®) = {alp” : a € Z,n € N}/Z es artiniano pero no noetheriano.
Sin embargo, veremos que en el caso de moédulos semisimples son condicio-

nes equivalentes.

Lema 3.23. Sean M, M" y N submddulos del A-médulo M, con M’ € M". En-
tonces existe una sucesion exacta

M'AnN M' M'+N

_——— S — > 3_9
M NN M’ M+ N (3-9)

Demostracion. Usando los teoremas de isomorfia de Noether y la ley mo-

dular tenemos que

M'+N _M”+(M’+N) ~ M"
M+N  M+N ~ M'n(M+N)
Mll - (MII/MI)

= = (3.10)
M+M'nN) M+ M'nN)IM
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yM+M'nN)IM=M'"nN)IM'n(M"'nN)=(M"nN)/(M'nN).

Lema 3.24. Sea 0 — N — M — P — 0 una sucesion exacta de A-md6dulos. El
modulo M es artiniano (resp. noetheriano) si y solo si tanto N como P son ar-
tinianos (resp. noetherianos).

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que N € S(M)
y P = M/N. En este caso, S(N) es un subreticulo de S(M), y por el teorema
de correspondencia S(P) es isomorfo a un subreticulo de S(M). Por tanto, si
M es artiniano (noetheriano), también lo son N y P. Andlogamente, si M, o
M; o M, o ... es una cadena descendiente infinita en S(M), entonces tene-
mos MyNnN2MiNnN2MNN2...en S(N),y (My+N)/N=2(M;+N)/N2=2
(M2 + N)/N 2 ... en S(P), y por el lema[3.23] al menos una de estas cadenas es
infinita. Asi, si N y P son artinianos, también lo es M. La demostracién para el

caso noetheriano es andloga.

Lema 3.25. Supongamos que el A-médulo M es artiniano y noetheriano. En-
tonces existe una sucesion 0 = My < M, c...c M,_; € M, = M tal que todos los
modulos cociente M; 1/ M;, i < n, son simples.

Demostracion. Si M = 0, entonces 0 = My = M. Supongamos M # 0. Usan-
do la hipotesis de que M es artiniano, es posible construir (por induccién) una
sucesion creciente 0 = My € M, ¢ M, < ... de submdédulos de M tales que los
factores M;.1/M; son simples. De hecho, si tenemos My, M, ..., M;, y si M; #
M, entonces existe un submoédulo M;,; de M que contiene a M; tal que M,/ M;
es un submodulo minimal no vacio de M/ M;, ya que M/ M; es artiniano por el
lema[3.24] Como M es noetheriano, este proceso inductivo ha de terminar en

un numero finito de pasos, esto es, para algin n < oo tendremos M,, = M.

Se dice que una cadena 0 = My c M) c...c M,_; € M,, = M de submddulos
de M es una serie de composicion de M si M;.;/M; es simple para todo i < n.
Los médulos cociente M;.1/M; se llaman factores de composicion de la serie,

y son unicos

Teorema 3.26. Teorema de Jordan-Holder.Si0O = Myc M;c..c M,_1c M, =
My0=M;c M c..M,_, <M, =M son series de composicién del médu-
lo M, entonces n = k, y existe una permutaciéon z de {0,1,2,...,n — 1} tal que

M}.H/M} = My (j)+1/ My (j) para todo j < n.
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Demostracion. Lo demostraremos por induccién en n. Si n = 0, entonces
M =0y k = 0. Supondremos n > 0. Consideramos la cadena de submddulos
0=MyNMy1 EMNMy1S... € M N Mp_1 = M1 = My+M,_1 €M +
M, 1<€..C M;C + M,,_1 = M,,. Por el lema dado j < k existe una sucesion
exacta
M. nM,, M M.  +M,_

j+1 j+1 j+1

M}. NnMy,_, M}. M}+Mn_1

-0 (3.11)

Como M’

i1 IM ; es simple, entonces exactamente uno de

/ /
Mj+1ﬂMn_1 Mj+1+Mn—l

M}ﬂMn_l ’ M}+Mn_1

(3.12)

es isomorfo a M}+1 /M;. y el otro cociente es 0. Ademads, como M,,/ M,,_; es sim-
ple, existe exactamente un i < k tal que M, = M;+Mn_1 c M§+1+Mn_1 = M,,.
Asi, My/My_1 M), /M, y0=M)nMp-1 <M\ My_1 S..c M\_ N Mp_1 <
M;N M-y =M, ,NMy_y<...c M, 0" M- = My es una serie de composi-
cién de M;,_;. Por la hipétesis de induccion, k—1 = n—1, y existe una biyeccién
7:{0,1,..,i—-1,i+1,..,k—1} —{0,1,...,n—2} tal que M}H/M} = My(jy+1/ Mn(j)
para todo j # i. Basta definir 7 (i) = n — 1 para completar la demostracion.

Si un médulo M se puede escribir como suma directa finita de médulos
simples de dos formas, por ejemplo, M = N1 &...6 N,y M = N} &...8 N,, el teo-
rema de Jordan-Holder se puede aplicar a las series de composiciéon 0 € N; <
Ni+Ny c...c Nj+No+..+ Ny =My0c Ny c Nj+Njc...c N{+Ny+..+ N, =M
para obtenerque n=ky N ; = Ny(j) para alguna permutacion 7. En otras pala-
bras, el teorema de Jordan-Holder nos permite probar trivialmente el teorema
en el caso de que la suma directa sea finita.

Definicion 3.27. Sea M un A-moédulo a derecha artiniano y noetheriano. Por el
lema[3.25} M tiene una serie de composicion, y la longitud de la serie es tinica
por el teorema de Jordan-Hdlder. El namero de factores de composicion en la
serie de composicion de M se denomina longitud de composicién de M, y lo
denotaremos /(M). Es claro que [(M) =0siysolosi M =0y [(M) =1 siy solo si
M es simple.
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Corolario 3.28. Sean M, Ny P médulos artinianos y noetherianos. Si0 — N —
M — P — 0 es una sucesion exacta de homomorfismos de médulos, entonces
I(M)=1(N)+L(P)

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, suponemos que N es un sub-
moédulode My P=M/N.Si0= Nyc N; c...c N, = N es una serie de compo-
sicibonde N,y 0= Qy/N c Q;/N c...c Qs/N = P es una serie de composicién
de P, entonces 0= Nyc N; c...c N, € Q; ... € Qs = M es una serie de com-
posicion de M. Asi, (M) =r +s=L(N) + L(P).

Proposicion 3.29. Dado un A-moédulo a derecha semisimple M, las siguientes

condiciones son equivalentes

(1). M es finitamente generado como A-mddulo.

(. M=N;®N;®...® Ny, conlos N; simplesy 0 < m < oo.
(111). M es artiniano.
(1v). M es noetheriano.

(v). Existe m < oo tal que si My € M c ... € M} es una sucesion finita estricta-

mente creciente de submoédulos de M, entonces k < m.

Demostracion. Las condiciones (I) y (II) son claramente equivalentes. De
hecho, (II) implica (I) por la proposici()n y (II) es consecuencia de (I), (IIT)
y (IV) ya que M es semisimple (es decir, suma directa de médulos simples), y
una suma directa infinita no puede ser finitamente generada, artiniana ni noet-
heriana. Como los médulos simples son claramente artinianos y noetherianos,
las condiciones (II) y (IV) son consecuencia inmediata utilizando el lema[3.24]e
induccién sobre m. Claramente, (V) implica que M es artiniano y noetheriano.
Andlogamente, si M es artiniano y noetheriano, entonces una sucesion estric-
tamente creciente de submddulos de M incluye a lo sumo [(M) + 1 términos
(por el corolario[3.28]y usando induccién).

Algunas de las implicaciones de la proposicion son ciertas para modulos ar-

bitrarios. En particular, la condicién (V) es equivalente a la conjuncién de (I11)
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y (IV). Ademads, todo A-md6dulo noetheriano M es finitamente generado; en ca-
so contrario, el axioma de eleccion nos permitiria elegir una sucesion infinita
uy, Uy, ... de elementos de M tales que u1 A < u1 A+ up A c ..., violando asi la

condicion de cadena ascendente.

3.7. Elradical de un médulo

Todo lo obtenido hasta ahora nos permite por fin definir el importante con-
cepto de radical de un médulo, que tendrd gran importancia en la teoria de

representacion, y obtener varias propiedades suyas.

Definicion 3.30. Sea M un A-moédulo. El radical de M esradM =({N € S(M) :
M/ N es simple}.

En general, puede darse el caso de que no exista ningtin submédulo N de M
tal que M/ N sea simple. En tal caso rad M seria la interseccion del subconjunto

vacio de S(M) que como ya definiéramos tomaremos por convenio como M.
Lema 3.31. Sea M un A-médulo. Entonces
(1). radM es un submodulo de M.
(11). Si N € S(M), entonces radM/N =0 implica N 2 rad M.
(111). rad(M/radM) =0.

Todas estas observaciones son consecuencia inmediata del teorema de co-

rrespondencia.

Lema 3.32. Si M es un A-mdédulo semisimple, entonces radM = 0.
Demostracion. Sea M = @;c;P; con los P; simples. Denotamos N; =
Z#J- P; € S(M). Entonces M/N; = P; es simple, luego radM < NjeyNj=0.

Proposicion 3.33. Un A-mé6dulo M es finitamente generado y semisimple si y
solo si M es artiniano y radM = 0.

Demostracion. Si M es finitamente generado y semisimple entonces M es
artiniano por la proposicion y radM = 0 por el lema Podemos su-
poner M # 0. Como radM = 0, existe un conjunto no vacio {N; : i € J} < S(M)
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tal que M/N; es simple para todo i € J, y N;e; N; =. La propiedad artiniana
en M garantiza la existencia de un médulo Ny n...N N, minimal en la familia
{Ni, n..N;, :i1,..., ix € J}. Necesariamente N; N...N Ny, =0, ya que en otro caso
NiN Ny, gZ N; paraalgin i € J, lo que lleva a contradiccion Ny n...Nn N, N N; C
NiN...nN,, conlaminimalidad de NyN...NN,,. Definimos ¢ : M — (M/N;)&...&
(M/Np,) como ¢(u) = (u+ Ny, ..., u+ Ny,). Claramente, ¢ es un homomorfismo
de médulos con nticleo N; n...Nn N, = 0. Por tanto, M es isomorfo a un submo-
dulo del médulo semisimple M/N; & ... & M/N,,, por lo que M es semisimple
usando el corolario[3.16] Utilizando la proposicion[3.29también es finitamente

generado.

3.8. Producto tensorial de médulos

Ahora que tenemos conceptos mds avanzados de teoria de médulos podre-
mos ampliar la introduccién al producto tensorial que empezamos en el capi-
tulo 2. No obstante, los resultados que obtendremos necesitaran tinicamente
célculo en el formalismo tensorial, solo los colocamos en este punto para tener

un mayor bagaje en el concepto de médulos.
Proposicion 3.34. Sean M, M;, M,, N, Ni, N, y P R-mdédulos. Entonces

(M. M® (N1 & Ny) = (M® N;y)® (M® N,) por un isomorfismo que lleva u ®

(v, v2) en (U® V1, U® Uy).

(. M®(N®P) = (M® N)® P por un isomorfismo que lleva u ® (v ® w) en
(u®v)® w.

(11). M® N = N® M por un isomorfismo que lleva u® v en v ® u.
(Iv). M® R=MyR®M = M por isomorfismos que llevan u® ay a® u en ua.

Las demostraciones son inmediatas sin més que usar las definiciones de
producto tensorial, la condicion de universalidad y los resultados de la seccién
2.2.

Esto nos lleva a estar en situaciéon de demostrar la propiedad fundamental

de exactitud del producto tensorial.
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Proposicién 3.35. Si M, s, M, v, M3 — 0 esunasucesion exacta de R-moédulos,
entonces para todo R-médulo N la sucesion M; ® N A M,® N 9, M3® N —0
es exacta, donde y = ¢p®idy y 0 = v @ idy.

Demostracion. Claramente, Im@ incluye a todos los tensores de rango uno,
de forma que 0 es suprayectiva. Ademads, w¢ = 0 implica 8y = 0, por lo que
Imy < Kerf. Sea = la proyeccion natural de M, ® N en M, ® N/Imy. Como
¥~ 1(0)® N=Im¢® N < Imy = Kerr, la formula ®(u3,v) = 7(y uz ® v) es una
aplicacion bilineal bien definida de M3 x N en P. Asi, existe un homomorfismo
A:Mz® N — P tal que A(uz ® v) = n(y ' uz ® v). En particular, A(y (1) ® v) =

n(up ® v), de forma que A0 = . Por tanto, Kerf < Kerr = Imy.

Si0— M; — M, — M3 — 0 es una sucesiOn exacta corta, entonces en gene-
ral 0 — M; ® N — M, ® N no es exacta. No obstante, existe un caso importante

en el que la exactitud se preserva a través del producto tensorial.

Corolario 3.36. Si0 — M; 2, M, v, Ms3 — 0 es una sucesion exacta corta escin-

dida, entonces0 — M; ® N A M, ® N 9, M3 ® N — 0 es exacta.

De hecho, si 7: M, — M; es tal que 1¢ = id ), entonces (T ® idy) (P ® idy) =
idy, e N, de manera que y es inyectiva.

Un caso especial de este corolario es el caso del producto de espacios vecto-
riales (o, dicho de otra forma, F-médulos), que por tanto preserva la exactitud.

De hecho, toda sucesion exacta corta de espacios vectoriales se escinde.

Proposicion 3.37. Si M y N son F-espacios con bases {u;:i € I} y {vj: jeT,
entonces {u1®v; : (i, j) € I x J} esunabase de M® N. En particular, dimM® N =
(dimM)(dimN).

Demostracion. Si M; < My N; < N, por el corolario anterior, las aplicacio-
nes inclusiéon inducen un homomorfismo inyectivo M; ® Ny — M® N. Por tanto,
como los tensores de rango uno generan M ® N y la independencia lineal estd
definida en términos de conjuntos finitos, podemos asumir que I = {1,...,m} y

J=1{1,..., n} son finitos. En consecuencia,

=@ (uiFev;F)=P(uivv;,)F  (3.13)

m
Me&N = (@ u;F
i=1 i,j i,j

n
® (@ V]'F
j=1
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por la proposicion|3.34

La demostracién anterior nos da otro ejemplo de la ambigiliedad en la no-
tacion estdndar de productos tensoriales, ya que la expresion u; ® vj no solo
depende de los elementos u; ® v; sino de los médulos Ny M en los que se in-
cluyan. En general, en R-mddulos el hecho de que los elementos u; ® v; sean
distintos, no nulos y linealmente independientes en M; ® N; no garantiza que
los elementos correspondientes denotados de la misma forma en M ® N man-
tengan dichas propiedades.

En el caso de modulos sobre un cuerpo, no tendremos este problema gra-
cias a la exactitud del producto tensorial, de forma que M; ® Ny — M ® N es

inyectivo.

4. Algebras semisimples

Tras nuestro trabajo en moédulos en la seccién anterior estamos en situa-
cién de introducir un concepto clave en el campo de las dlgebras asociativas, el
concepto de dlgebra semisimple.

Nuestro principal objetivo en esta seccion sera llegar a demostrar el teore-

ma de estructura de Wedderburn, de vital importancia en la teoria de dlgebras.

4.1. Definiciony propiedades

Definicién 4.1. Una R-algebra A es semisimple si A es semisimple como A-

modulo a derecha.

Dicho de otro modo, A es semisimple si A= @;¢; N; conlos N; A-m6dulos
simples a derecha. Como los N; son submddulos de Ay, se tiene que que son
ideales minimales a derecha. Ademads, el conjunto indice J ha de ser finito, ya
que hemos visto que A4 estd finitamente generado por 1 4.

Es relevante sefialar que hemos definido las dlgebras semisimples segin
modulos a derecha. Podriamos elaborar una definicién similar con médulos

a izquierda, y con lo visto hasta ahora no tendriamos motivo para suponer
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que las estructuras de dlgebra semisimple a derecha y a izquierda tuvieran que
coincidir.

Mads adelante, el teorema de estructura de Wedderburn nos permitird ver
que ambas estructuras son la misma, hasta entonces simplemente considera-
remos que las estructuras a ambos lados son andlogas sin méds que cambiar
«derecha» por «izquierda» en los resultados e invertir el orden de los factores.

De forma mas rigurosa, solo tenemos que considerar que las algebras se-
misimples a izquierda no son mds que algebras semisimples a derecha sobre el
dlgebra opuesta de A.

Pasaremos a nuestro estudio de dlgebras semisimples reformulando la teo-

ria de médulos semisimples.

Definicion 4.2. Se dice que un algebra A es artiniana (noetheriana) a derecha
si A4 es artiniano (noetheriano), es decir, si el reticulo de ideales de A satisface

la condicién de cadena descendente (ascendente).

Esta propiedad no serd simétrica a izquierda como hemos adelantado que
serd la semisimplicidad, sin embargo. Obtengamos ahora algunas propiedades

interesantes de las dlgebras semisimples.

Proposicion 4.3. Un élgebra A es semisimple siy solo si A es artiniana a dere-

chayradA, =0.

Dado que toda élgebra es finitamente generada como modulo a derecha o
izquierda por la unidad de A, este resultado es un corolario inmediato de la
proposicién[3.33]

Un élgebra de dimension finita A sobre un cuerpo F es automadticamente
artiniana, ya que S(A4) es un subreticulo de S(Af), y la dimension finita de Ar
implica que S(AF) satisface la condicién de cadena descendente. En este caso,
la proposiciéon implica que A es semisimple si y solo si radA = 0. Mds adelante
probaremos que radAy = rad, A, de forma que este subconjunto de A es un
ideal, que llamaremos radical de Jacobson.

Demostraremos ahora un resultado que nos definira la teoria de médulos

sobre dlgebras semisimples al mero estudio de las algebras.
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Proposicion 4.4. Si A es un algebra semisimple, entonces todo A-mdédulo es
semisimple. Ademas, los A-médulos simples son isomorfos a ideales minima-
les a derecha de A, y todos los ideales minimales a derecha de A son A-mddulos
simples.

Demostracion. Todo A-médulo libre a derecha es isomorfo a una suma di-
recta de copias de A 4. Por tanto, los A-moédulos libres son semisimples utilizan-
do el corolario Por la proposicién [3.10} todo A-médulo a derecha simple
es isomorfo a A4/ M con M un ideal maximal a derecha. La semisimplicidad
de A, garantiza que M tiene un complemento N en S(A4) por la proposicion
Como M es un ideal maximal a derecha, N es un ideal minimal a derecha,
y N = Aj/ M. Asj, los ideales minimales a derecha de A representan a todas las
clases de isomorfismo de médulos simples.

Corolario 4.5. Si A es un dlgebra semisimple, toda imagen por homomorfismos
de A es semisimple.

Demostracion. Sea 6 : A — B un homomorfismo de édlgebras suprayectivo.
Por los resultados obtenidos en el punto 2.1, se puede ver B como un A-mdédulo
a derecha. Claramente, annB, 2 Ker6. Por la proposicion anterior, B4 es semi-
simple, By = @;¢; Nj, conlos N; A-moédulos simples. Como annN; 2 annBy 2

Ker0, se sigue que N; es un B-mdédulo simple. Por tanto, B es semisimple.

A continuacion veremos que las dlgebras semisimples son también cerra-

das bajo productos finitos.

4.2. Ideales minimales a derecha

Para demostrar el teorema de estructura de Wedderburn precisaremos del
lema de Schur, que ya hemos probado en la seccion 2, y de algunos resultados

sobre ideales minimales, que obtendremos a continuacion.

Lema 4.6. Sea A = A;+A; el producto interno de las dlgebras A; y Ay, ysea M

un ideal a derecha de A;. Entonces,
(1). M esunideal a derecha de A.
(1. Eo(M) = E4, (M).
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(111). Homy4 (M, A) = Hom 4 (M, A1) = Homy, (M, Ay).
(V). S(My,) = S(My).

(V). M es un ideal minimal a derecha de A siy solo si M es un ideal minimal

a derecha de A;.

(vi). Todo ideal minimal a derecha de A es un ideal minimal a derecha de A;

o un ideal minimal a derecha de A,.

Demostraciéon. Los resultados (I) a (V) son consecuencia inmediata del he-
cho de que M A, < A; Ay = 0. Para el resultado (VI), supongamos que N es un
ideal minimal a derecha de A. Parai = 1,2, tenemos que NA; S NN A; <N, de
forma que o bien N = Nn A; € A; o bien NA; = Nn A; = 0. No puede darse el
caso de que NA; = NA, =0ya que entonces N =NA; + NA, =0.

Corolario 4.7. Si A; y A, son dlgebras semisimples, entonces A;+A; es semi-

simple

Con ello obtenemos que la clase de dlgebras semisimples es cerrada bajo

productos finitos.

Lema 4.8. Si N es un ideal minimal a derecha del dlgebra A, y x € A, entonces
o bien xN = 0 o bien xN es un ideal minimal a derecha de A tal que xN = N
como A-mddulos.

Demostracion. La aplicacion y — xy es un homomorfismo de A-médulos
suprayectivo de N en xN, por lo que es una consecuencia directa del lema de
Schur.

Lema 4.9. Sea N un ideal a derecha del dlgebra A que satisface N = 0. Si P es
un A-moédulo simple, entonces PN = 0. Ademds, N cradAg4.

Demostracion. Dado que P es simpley PN < P, o bien PN =00 bien PN =
N. La segunda opcién es imposible ya que lleva a contradiccién: P = PN =
PN? = ... = PN* = 0. En particular, si M es un ideal maximal a derecha de A,
entonces (As/M)N = 0, esto es, N € M. Por tanto, N € rad A , la interseccion

de todos los ideales maximales a derecha de A.
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Proposicién 4.10. Las siguientes condiciones son equivalentes para ideales

minimales a derecha N; y N, del dlgebra semisimple A:
(D. N7 = N, como A-moédulos.
(I1). N1N» #0.

(111). Existe un elemento x € A tal que Ny = xNo.

Demostracion. Si ¢ : N — N, es un isomorfismo de A-mddulos, entonces
O(N1Np) = p(N1)N; = sz # 0 por el lema anterior. Asi, N1 N> # 0. Supongamos
que x € N es tal que xN, # 0. Como N; es simple y xN, es un submdédulo
no nulo de Ny, se sigue que N; = xN,. Finalmente, (III) implica (I) de forma

inmediata por el lema4.8

Lema 4.11. Sea A un &lgebra semisimple con Ay = N} &...& N,;, con cada N;
un ideal minimal a derecha de A. Si N es un ideal minimal a derecha de A,
entonces N = N; paraalginiconl<i<m.

Demostracién. Dado que A4 es semisimple, por la proposicion [3.15| tene-
mos que A4 = N & M para un cierto ideal a derecha M. Por el corolario M
es también un A-mé6dulo semisimple. La conclusiéon de que N = N; es inme-

diata bien por la proposicién o bien por el teorema de Jordan-Hélder.

Corolario 4.12. Si A es un algebra semisimple, entonces el nimero de clases

de isomorfismos de A-mdédulos simples es finito.

Este corolario es consecuencia directa del lema anterior y de la proposicion

4.4

4.3. Algebras simples

Pasaremos ahora a trabajar el concepto de dlgebra simple. Al contrario de lo
que ocurre con médulos, no todas las dlgebras simples son semisimples, como
podria parecer por el nombre. Asi, pasaremos a caracterizar cudndo un élgebra

simple es semisimple y viceversa.

Definicion 4.13. Un dlgebra A es simple si A#0y I(A) = {0, A}.
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Proposicién 4.14. Dada un dlgebra simple A, las siguientes condiciones son
equivalentes:

(). Aessemisimple.
(11). A es artiniana a derecha.

(111). A tiene un ideal minimal a derecha.

Demostracién. (I) implica (I) por la proposicion[3.33} y es evidente que (II)
implica (IIT). Supongamos que N es un ideal minimal a derecha de A. Entonces
AN =) caxN es un ideal no nulo de A, de forma que A=) ,c4xN ya que A
es simple. Por el lema[4.8} todo xN no nulo es un A-médulo simple a derecha.

Por tanto, A es semisimple usando la proposicién|3.15

Proposicién 4.15. Dada un dlgebra semisimple A, las siguientes condiciones

son equivalentes:

(. Aessimple.
(11). Todos los ideales minimales a derecha de A son isomorfos.

(111). Todos los A-médulos simples a derecha son isomorfos.

Demostracién. Por la proposicién[4.4} todo A-médulo simple a derecha es
isomorfo a un ideal minimal a derecha e A, por lo que (II) y (III) son equiva-
lentes. Supongamos que A es simple que y que N; y N, son ideales minimales
a derecha de A. Entonces AN; = AN, = A, como en la demostracién anterior.
Por tanto, A(N;N2) = (AN1)N», = AN, = A. En particular, N; N, # 0, de forma
que N; = N, por la proposicién[4.10} Andlogamente, supongamos que todos los
ideales minimales a derecha de A son isomorfos. Sea J un ideal no nulo de A.
Como A es semisimple, existe un ideal minimal a derecha N de Atalque N < J.
La suposicion de que todos los ideales minimales a derecha de A son isomor-
fos, junto con las proposiciones[4.10]y[3.15} llevaa que A=Y {xN: x€ A} < J.
Por tanto, A es simple.

Corolario 4.16. Sea A un dlgebra simple ysea N un ideal minimal a derecha su-
yo. Si M es un A-médulo a derecha, entonces existe un tinico nimero cardinal
atalque M =@, N.
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Esto se sigue de forma directa de las dos proposiciones que acabamos de

demostrar junto con la proposiciéon

Corolario 4.17. Sea A una F-algebra simple y de dimension finita con F un
cuerpo, y sean M; y M, A-médulos a derecha. Entonces M; = M, si y solo si
dimgpM; = dimgM,.

Demostracion. Dado que A es de dimension finita, es artiniana, y existe un
ideal minimal a derecha N de A con dimgN finita. Por el corolario anterior,
M, =@, Ny M, =@pN para ciertos numeros cardinales a y . Claramente,
M, = M, siy solo si a = 8, y dado que dimpN < oo, a = f es equivalente a
dimpM; = adimpN = fdimp N = dimgM,.

A modo de ejemplo, apliquemos estos resultados a un dlgebra matricial.

Proposicion 4.18. Sea A = M, (D) el dlgebra de matrices n x n con entradas en

un algebra de divisiéon D. Para 1 < i < n, definimos N; =¢€;; A. Entonces
(1). N; esunideal minimal a derecha de A.
(). Aa=@} | N;.
(Im). N; = Nj paratodo i, j.
(1v). Ay es simple y semisimple.
(V). Ea(N;)=D.

Demostracion. Claramente, N es un ideal aderechade A.Sia =} ; r€kzjk
con zji € D, entonces €;;a& = Y i €jxZik. Asi, Nj = Yk €ixD = @reixDy A =
® i, kejD = D; N; como D-mobdulos. Si f =3 r€;xzr € N; conalgin z; # 0, en-
]Tl w;) =) ;€;;w; para w; € D arbitrarios. Esto es, si 0 # f € N;,
entonces $A = N;, de forma que N; es simple por la proposicion[3.10} Ademads,

tonces f(3.;€j;z

Nj=¢€jjA=c¢€ji€;jA=¢€jiNj y por tanto N; = N; por la proposicién Se
sigue de (I), (I), (IIT) y el lema que A4 es semisimple y sus ideales mini-
males a derecha son isomorfos. Por tanto, A es simple por la proposicién|4.15
Dado z € D, la aplicacién multiplicacién a izquierda A,a = za es un endo-

morfismo de A-médulos de N;, y z— A, es un homomorfismo inyectivo de D
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en E4(N;). Si ¢ € E4(N;), supongamos ¢(€;;) = €;; , entonces ¢(€;;) = c/)(e?l.) =
¢(eii)ei; = €;iPeii = z€;; para cierto z € D. En consecuencia, si @ € Nj, enton-
ces P(a) = ¢le;ia) = ¢(e;))a = zejja = za = A;a, esto es, ¢ = A,. Por tanto,
D = Ex(Nj).

4.4, Matrices de homomorfismos

Para abordar la demostracién del teorema de Wedderburn, introduciremos
una notacién matricial generalizada que resultar4 util.
Sea A una R-dlgebra, y supongamos que (M;, My, ...M,) es una sucesion de

A-modulos a derecha. Denotamos por

' Hom (M, M1) Homyu (M, M) ... Homu(Mpy, M) -
HOInA(Ml,Mg) HOIIlA(Mz,Mg) HOIIlA(M ,Mg)
[Homu(M;, M;)] = "
Homu (M, M) Homyu (M2, My) ... Homa(Mp, Mp)
' 4.1)
al conjunto de todas las matrices n x n
én 12 ... b
$21 P22 .. P2 4.2)
| (pnl (Pn2 (,bnn ]

con ¢;j € Homy(Mj, M;).
Definimos la suma y la multiplicacién por escalares componente a compo-

nente, y definimos la multiplicacién interna con la regla usual de la multiplica-

cion, [¢ijlly ikl = [xixl, con yix = X7, ¢ijy jk € Homa(My, M;).

Proposicién 4.19. [Hom4(Mj, M;)] es una R-édlgebra isomorfa a
Ex(MieM,d...e& M,).

Demostracion. Denotamos la suma directa M; & M, ®...& My, por M.Sea7; :

M — Mjyx;:Mj— M los homomorfismos proyeccion e inyeccion asociados
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a la suma directa. Entonces se cumple

n
Z Kj]'[j = idM (4.3)
j=1

wik;j=0 si i#]; anj:ide (4.4)

Definimos las aplicaciones a : E4(M) — [Hom4(M;, M;)]y : [Homa(M;, M;)] —
Ex(M) por a(p) = [mipx;ly i) = ijlki(/)i]’ﬂ'j. Trivialmente, Ba es la
aplicacion identidad en E4(M) y af es la identidad en [Hom 4(M;, M;)]. Ade-
mads, @ es un homomorfismo de R-dlgebras. Por ejemplo, a(¢py) = [m;Pyxi] =
[mip(C_y xjm pyre] = [X7 (rigpx j) (o jyk )] = a(P)a(y). Asi, a es un isomor-
fismo.

Corolario 4.20. Si A es una R-algebray M es un A-mo6dulo a derecha, entonces
EA(D M) = My(Ea(M).
n

Corolario 4.21. Si A es una R-algebray M es el A-m6dulo libre a derecha con
n generadores, entonces E4(M) = M, (A).

Demostraciéon. Dado que M = @,, A4, el corolario anterior lleva a que
E4(M) = M,,(E5(AL)), y por tanto E4(Ay) = Aporla proposici()n

Corolario 4.22. Si A es una R-dlgebray M;, My, ..., M;, son A-médulos a dere-

cha tales que Hom4(M;, M;) =0sii # j, entonces

n
b

i=1

E\ Z EA(M)+EA(M)+...+E4(Mp,)
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Demostracion. Usando la proposicion, E 4 (EB?:l Mi) es isomorfo a

'HomA(MlyMl) Homyu (M2, M) ... HomA(Mn;Ml)’
HOIIlA(Ml,Mg) HOIIlA(Mg,Mz) HOInA(Mn,Mg)

Hom (M, M) Homa(Mz, My) ... Homa(My, Mpy)

[ EA(M))

A = EA(My) + Ea(Mg) + ... - Ea(My)

EA(Mn) ]

4.5. Teorema de estructura de Wedderburn

Con los resultados anteriores ya estamos en posiciéon de enunciar y demos-
trar el teorema de estructura de Wedderburn, que resultard fundamental en la

teoria de algebras asociativas.

Teorema 4.23. Teorema de estructura de Wedderburn. Sea A una R-4lgebra

semisimple a derecha o a izquierda. Entonces

(1). Existen nameros naturales ny,..., n, y R-algebras de divisiéon Dy, ..., D, ta-
les que
A= M, (D) +..4+ M, (D)) (4.5)

(i1). Los pares (ny,D,),..., (n;, D;) para los que se satisface (4.5) estdn univo-
camente determinados (salvo isomorfismos) por A.

(111). Andlogamente, si ny,...,n, € Ny Dy,...,D, son dlgebras de divisién so-
bre R, entonces My, (D) + ...+ My, (D;) es una R-dlgebra semisimple a

izquierda y derecha.

Demostracion. (I): Si A es semisimple a derecha, entonces Ay = M1 & ...®
M,, con los M; sumas directas de n; copias de un ideal minimal a derecha N;
de A, elegido de forma que N; no sea isomorfo a N si i # j. Por el lema
Hom(M;, M;) =0sii# j.Elisomorfismo se sigue de la proposicion 2.8y
delos corolarios[d-22)y[.20t A= Ea(Aa) = Ea(M1)+... - Ea(M;) = M, (Dy)+...+
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My, (D;) con D; = E4(N;) un dlgebra de divisién sobre R por el lema de Schur. El
resultado para dlgebras semisimples a izquierda es andlogo empleando ideales
minimales a izquierda y endomorfismos a derecha.

(ID: Supongamos que A = A; +...4 Ay, con A; = M, (C;) donde C; son &l-
gebras de divisién sobre R. Por la proposicion[4.18]y el lemal4.6} A; es isomorfo
como A-moédulo a una suma directa de k; copias de un ideal minimal a dere-
cha P; de A, con P; € A;,y C; = E4,(P;) = E4(P;). Dado que cada A; es un ideal
de A que contiene a P;, la proposicion implica que P; 2 Pjsii # j. La
unicidad de las descomposiciones en suma directa de mdédulos simples da el
resultado que buscamos, s = r y (en un orden adecuado) k; = n;, P; = N; como
A-médulosy C; = EA(P;) £ E4(N;) = D;.

(ITD): Por la proposicion y su andlogo a izquierda, cada una de las R-
algebras M, (D;) es semisimple a derecha y a izquierda. Por tanto, My, (D1) +

...+ My, (D,) es semisimple a derecha e izquierda por el corolario

Las partes (I) y (III) del teorema nos muestran el resultado que habiamos
adelantado de que las clases de dlgebras semisimples a derecha e izquierda
coinciden. Ademads, para édlgebras simples, las condiciones de cadena descen-

dentes a izquierda y derecha son equivalentes.

Corolario 4.24. Un dalgebra artiniana a derecha o izquierda A es simple siy
solo si A = M, (D) para cierto namero natural n y cierta dlgebra de divisiéon D.

En este caso, A determina n univocamente y D salvo isomorfismo.

Para algunos cuerpos F, las unicas dlgebras de division de dimension finita
sobre F son conmutativas. En este caso, el teorema de estructura arroja con-
clusiones mas fuertes sobre las dlgebras semisimples de dimension finita: los
D; son necesariamente cuerpos. El resultado 6ptimo se obtiene cuando F es

algebraicamente cerrado.

Lema 4.25. Sea F un cuerpo algebraicamente cerrado. Si D es un édlgebra de
divisién de dimensién finita sobre F, entonces D = F.

Demostracion. Sea dimgD = m. Si x € D, entonces la sucesiéon 1, x, ..., x™ es
linealmente dependiente, de forma que existe un polinomio ménico ® € F[X]

de grado minimo tal que ®(x) = 0. Dado que D es un algebra de division, el
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hecho de que el grado de ® sea minimo implica que @ es irreducible sobre F.
En consecuencia, ® = X — a para algin a € F, ya que F es algebraicamente

cerrado. Estoes, x=a€F.

Corolario 4.26. Sea F un cuerpo algebraicamente cerrado. Una F-4lgebra de
dimension finita A es semisimple siy solo si A = My, (F) + ...+ M,, (F) donde
1 < n; <... < n, estdn univocamente determinados por el tipo de isomorfismo

de A. Ademéds, A es simple siy solo si A= M, (F), donde dimpA = n?.

Este tiltimo corolario es consecuencia inmediata del lema anterior y del teo-

rema de estructura.

4.6. Teorema de Maschke

El teorema de estructura de Wedderburn que acabamos de probar es una
caracterizacion interna del concepto de dlgebra semisimple. En la siguiente
seccion del trabajo, dedicada a la teoria del radical, encontraremos lo impor-
tantes que son estas dlgebras en la teoria general. Antes de pasar a ello, nos
pararemos en un resultado de interesante aplicacion en la teoria cldsica de re-

presentaciones de grupos.

Teorema 4.27. Teorema de Maschke. Sea G un grupo finito y F un cuerpo. El
algebra de grupo FG es semisimple siy solo si la caracteristica de F no divide
al orden de G.

Demostracion. Supongamos que F no divide a n = |G|. Esto implica que n
(identificado con n-1 € FG) es una unidad. Por la proposicion|3.15|es suficiente
probar que si M es un ideal a derecha de FG, entonces FG = M & N para algun
ideal a derecha N de FG. Podemos llegar a esta conclusién probando que existe
un homomorfismo de FG-moédulos p : FG — M tal que pu = u para todo u €
M. De hecho, dado un p que cumpla esto, N = Kerp = (1 — p)M es un ideal
a derecha tal que MN N =0y M+ N = FG. Como primera aproximaciéon a p
usaremos el hecho de que M es un subespacio de FG (con FG considerado
como espacio vectorial sobre el cuerpo F) para encontrar un homomorfismo
de F-espacios 7 : FG — M que satisfaga mu = u para todo u € M. Definiremos

p promediando 7 sobre G.
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De forma rigurosa, dado u € FG, sea pu = (erc n(ux)x‘l) n~1. Claramen-
te, p es un homomorfismo de F-espacios. Sin embargo, podemos observar que
paratodo y € G, p(uy) = (Lregmuyx)x ) n~! = ((Creamuyx) (yx) 1) y)n!
(Zyxeyo=cr@yx) 0" ) n!) y = p(w)y.

Por tanto, p es un homomorfismo de FG-mddulos. Finalmente, sea u € M.
Entonces ux € M paratodo x € G yaque M es un ideal a derecha. Por tanto, da-
do que 7| ps = id )y, tenemos que pu = (L ycqm(ux)x ) n7! = (L egux)x™ ) n7!
(Tregu)nt=(unn!

tica de F (que es necesariamente un primo) divide al orden n de G. Esto implica

= u. Consideramos ahora el caso en el que la caracteris-

que la suma de n copias de un elemento de FG es cero.Sea e =) ,cg x € FG—{0}.
Entonces ey = Y yegXY = YxyeGy=g Xy = e para todo y € G. En consecuen-
cia, ® = Y yecey = Lyege = en = 0. Ademads, el ideal a derecha N de FG ge-
nerado por e coincide con eF. Por tanto, N2> = 0. Se sigue del lema que
0# N cradFG. Por tanto, por el corolario[d.5] FG no es semisimple.

La mayoria de resultados de representacion de grupos utilizan el dlgebra
de grupo compleja CG, que cumple las condiciones del teorema. Sin embargo,
la mayoria de resultados son aplicables a cualquier cuerpo F algebraicamente
cerrado cuya caracteristica no divida al orden de G. En estas condiciones, los
n; del corolario son los grados de las representaciones irreducibles de G,
esto es, las dimensiones de los FG-médulos simples. Ademads, el namero r de
factores simples es una propiedad numérica estandar de G, como veremos en

el siguiente corolario.

Corolario 4.28. Sea G un grupo finito cuyo orden no es divisible por la carac-
teristica del cuerpo algebraicamente cerrado F. El dlgebra de grupo FG es iso-
morfa a un producto My, (F) + ...+ M, (F) de dlgebras matriciales completas

sobre F, donde r es el numero de clases de conjugacion de G.

Por el teorema de Maschke la tinica parte sin probar seria que r es el nimero
de clases de conjugacion. Esto se sigue de dos observaciones bdsicas: como F-
espacio, el centro Z (M, (F)+...4+ My, (F)) es de dimension r; y dimg Z (FG) es el
numero de clases de conjugacion de G. Ambas afirmaciones son relativamente

directas y faciles de demostrar, por lo que no profundizaremos mas en ello.
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5. Elradical de un algebra

Con el teorema de Wedderburn hemos podido caracterizar las dlgebras se-
misimples y hemos visto que es una clase bastante pequena. Por otro lado, he-
mos visto que el concepto del radical de un édlgebra tiene gran importancia a la
hora de estudiar su semisimplicidad. Es por ello que profundizaremos mas en

sus propiedades.

5.1. Propiedades basicas

El primer resultado que buscaremos probar es que el radical de un dlgebra
es un ideal. Para ello, necesitaremos un resultado previo aplicable a radicales
de mé6dulos.

Lema5.1. Sean M; y M, A-médulos a derecha. Si ¢) € Hom 4 (M;, M>), entonces
¢(radM;) cradMs, y ¢ induce un homomorfismo de M;/radM; en M,/rad M.
Demostracion. Si N < M,, entonces ¢ induce una aplicacién inyectiva de
M, /(/)‘1 (N) en M,/ N. En particular, si M>/ N es simple, entonces o bien <p‘1 (V) =
M o bien Mllcp_l(N) = M,/ N es simple. En ambos casos, gb_l(N) 2 radM;.
Asi, ¢! (radM>) 2 rad M, esto es, ¢p(radM;) < radM,. La tltima afirmacién, por

tanto, es trivial.

Proposicion 5.2. Si A es una R-dlgebra no trivial, entonces rad A4 es un ideal
propio bildtero de A.

Demostracion. La aplicaciéon y — xy es un endomorfismo de A-médulos
de A para todo x € A. Por el lema anterior, x(radA4) S rad Ay, esto es, radA <
A. Como A tiene elemento unidad, se sigue por el lema de Zorn que existe un
ideal maximal a derecha M de A. En consecuencia, A4/ M es simple. Por tanto,

radAy € M c A, por lo que radA 4 es un ideal propio de A.

Corolario 5.3. Si A es una R-4lgebra artiniana a derecha, entonces A/radA4 es
una R-4lgebra semisimple.

Demostracion. Se sigue del corolario que A/radA4 es un A-modulo
semisimple, y por tanto también es semisimple como (A/rad A4)-modulo por
la proposiciéon Usando el lema tenemos que rad(A/radA,) = 0. Asi,
AlradA, es un dlgebra semisimple por la proposicién[4.3]
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Notemos que lo que afirma el corolario tiene sentido ya que al ser rad A4 un
ideal, A/radA4 es un algebra.

Corolario 5.4. Si M es un A-mo6dulo a derecha, entonces M (radA,4) < rad M.
Demostracion. Para todo u € M, la aplicacién x — ux es un homomorfismo

de A-mddulos de A4 en M, por lo que usando el lema, u(radA4) < rad M.

5.2. Lema de Nakayama

Existen diferentes resultados equivalentes que se conocen como «lema de
Nakayaman». A continuacion, presentaremos dos de las versiones més habitua-
les del lema, que resulta de capital importancia en la teoria de anillos.

Tiene también importantes aplicaciones a la teoria de grupos, ya que el ra-
dical de un médulo es anélogo al subgrupo de Frattini de un grupo, y el lema
de Nakayama es una variante de la caracterizacion estdndar del subgrupo de

Frattini.

Lema 5.5. Dado un elemento u« de un A-médulo M, las siguientes condiciones

son equivalentes.

(1). ueradM.

(I1). Si N < M estalque uA+ N = M, entonces N = M.

Demostracion. Si u ¢ rad M, entonces existe un submoédulo N de M tal que
M/N es simpley u ¢ N. En ese caso, uA+ N = M # N. Por tanto, (I) es conse-
cuencia de (II). Andlogamente, supongamos que existe N < M con la propiedad
uA+ N =M # N. Es claro que u ¢ N. Por el lema de Zorn, existe un submo-
dulo P de M que contiene a N tal que es maximal con la propiedad u ¢ P. Si
P c Q< M, entonces u € Q, de forma que M = uA+ N < Q. Por tanto, M/P es
simple, radM < P y por tanto u ¢ rad M.

Proposicion 5.6. Lema de Nakayama para médulos. Sea P un submaédulo del
A-moédulo M que satisface la propiedad de que para todo submédulo N de M,
si P+ N = M entonces N = M. Entonces P < radM. Anédlogamente, si P < M,
P cradM, y o P o M es finitamente generado como A-md6dulo, entonces P
satiface la propiedad anterior.
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Demostracion. Supongamos que existe u € P—rad M. Usando el lema ante-
rior, existe un submédulo N de M talque N # M = uA+ N < P+ N. Para probar
la otra implicacién, supongamos que P <radMy N < M es talque P+ N = M.
Si M es finitamente generado, entonces existe un submédulo finitamente ge-
nerado Q de P tal que Q + N = M. Asi, en todos los casos se puede asumir que
P es finitamente generado. Tomemos P = uy A+ up A+...+ u, A. Usando el lema
de nuevo iterativamente llegamos al resultado, M = uj A+ up A+..uyA+ N =
UwA+...+u,A+ N=...=u, A+ N=N.

Proposicion 5.7. Lema de Nakayama para 4lgebras. Sea P un ideal a derecha

de la R-élgebra A. Las siguientes condiciones son equivalentes.
(D. PcradAy.

(11). Si M es un A-moédulo a derecha finitamente generado, y N < M satisface
N+ MP = M, entonces N = M.

(1r1). G={1+x:x€ P} es un subconjunto de A°.

Demostracion. La propiedad (II) se sigue de la (I) como consecuencia del
lema de Nakayama para médulos y el corolario Para probar (III) desde (1),
sea x € P. Denotamos y =1+ x. Se sigue que 1 = y—x € yA+ P de forma que
yA+ P = Ay. Como Ay estd finitamente generado por 1, se sigue de (II) que
yA = A. En particular, 1 = yz = z+ xz para algin z € A. Por tanto, z=1-xz €
G,yaque P < Ay y x € P. Con esto probamos que todo elemento de G tiene
inverso por la derecha en G. Por tanto, G es un grupo y G < A°. Para deducir (I)
desde (III), sea x € P. Por el lema, basta probar que si un ideal a derecha N de
A satisface xA+ N = A, entonces N = A. La hipétesis xA+ N = A implica que
1 = xz+ y para ciertos z€ A, y € N. Asi, y = 1+ x(—z) con x(—z) € P. Por (III),

y € A°. Asi, N = A, como buscdbamos.

Tomando N =0y P =radA,4 en esta segunda versién obtenemos un coro-

lario que también se suele llamar lema de Nakayama.

Corolario 5.8. Si M es un A-mddulo a derecha finitamente generado tal que
M((radA,) = M, entonces M =0.
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5.3. Elradical de Jacobson

Con lo que hemos demostrado hasta ahora estamos en situacién de demos-

trar lo que ya afirmamos en el parrafo

Lema 5.9. Si A es una R-4lgebra, entonces radA4 =rad4A.
Demostracion. Usando los anédlogos a izquierda de los parrafos anteriores,
AA< Apy{l+x:xeradyA} < A°. Por el lema de Nakayama, rad4 A < rad A 4.

Usando un argumento simétrico, rad A4 S rad 4 A.
Una vez probado esto, podemos fijar nuestra notacién para este radical.

Definicion 5.10. Dada una R-4lgebra A, el radical de Jacobson de A es J(A) =
radA,.

Proposicion 5.11. El radical de Jacobson de un dlgebra A es un ideal bilatero

J(A) que satisface
M. J(A) =N{M : M es un ideal maximal a derecha de A}.
(. J(A)={xe€ A:1+xye A°Vye A}

(m. J(A)={xe A:1+yxe A°Vye A}.

Esta proposicion es consecuencia inmediata del lema anterior y del lema de
Nakayama. En adelante cuando hablemos del «radical de A» nos referiremos al
radical de Jacobson de A.

Una version alternativa de la proposicion nos serd también ttil més adelan-

te.

Corolario 5.12. Si M es un ideal a derecha o izquierda del dlgebra A tal que
1+x € A° paratodo x € M, entonces M < J(A). Siademdsrad A/ M = 0, entonces
M = J(A).

Demostracion. La hip6tesis de que M es un ideal a izquierda o derecha y
que 1+x € A° paratodo x € M implicaque M < J(A) por la proposicién anterior.
Por otra parte, sirad A/ M = 0, entonces J(A) < M por el lemam

Diremos que un elemento x de un dlgebra A es nilpotente si existe un nu-

mero natural n tal que x" = 0. Eso nos lleva al siguiente corolario.
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Corolario 5.13. Si M es un ideal a derecha o izquierda del dlgebra A tal que
todo elemento de M es nilpotente, entonces M < J(A).
Demostracién. Si x” = 0, entonces (1+x) (Lo<i<n(—X)) = (Zo<i<n(—%)") 1+

x) =1, por lo que es un caso particular del corolario anterior.
Obtendremos ahora algunas propiedades ttiles del radical de Jacobson.
Lema 5.14. Sean Ay B R-4lgebras.

(1). Sif: A— B esun homomorfismo de adlgebras suprayectivo, entonces
0(J(A) < J(B).

(. J(A+B)=J(A)+J(B).

Demostracion. (I) es consecuencia de los lemas y 0(J(A) =
O(radA,) < radB4 = radBp = J(B). Aplicando este resultado a las proyeccio-
nes de A+ B en Ay B tenemos que J(A+ B) < J(A) + J(B). Por otro lado, si
x € J(A), y € J(B), entonces 14+ x € A° y 15+ y € B? por la proposicién. Por
tanto, (14,1p) + (x, y) es una unidad de A+ B. Como J(A) + J(B) es un ideal de
A+ B, se sigue del corolario[5.12]que J(A) + J(B) < J(A+ B).

Veamos ahora un ejemplo de una clase de algebras con radical cero.

Proposicién 5.15. Si M es un A-mddulo semisimple, entonces J(E4(M)) = 0.

Demostracién. Cuando M es también finitamente generado, E 4(M) es siem-
pre semisimple y el radical es 0 de forma trivial. Para probar el resultado en ge-
neral, sea 0 # ¢ € E4(M). Por la proposicion[3.15 es claro que existe un submo-
dulo simple N de M tal que ¢ (V) # 0. Por el lema de Schur, ¢ lleva N de forma
isomorfa a ¢p(N). Aplicando de nuevo la proposicion [3.15 tenemos la existen-
ciade m € E4(M) tal que 72 = w1y m(M) = ¢p(N). Sea v = (¢|n) 7. Claramente,
YEeEEA(M)ypy =n.Comon #0yn(l—-¢py)=0,sesigue que 1 — ¢y no es una
unidad de E4(M). Por tanto, ¢ ¢ J(E(M)) por la proposicion.

5.4. Elradical de un dlgebra artiniana

Enla mayoria delos casos, el problema de encontrar el radical es harto com-

plicado. Sin embargo, es mucho mas sencillo calcular el radical de un algebra
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de dimension finita sobre un cuerpo (o de forma mds general, el radical de un

dlgebra artiniana).

Proposicion 5.16. Si A es un dlgebra artiniana a derecha o izquierda, entonces
existe un nimero natural k tal que J(A)* = 0.

Demostracién. J(A) 2 J(A)2 2 J(A)3 o ... es una sucesion descendente de
ideales bildteros, de forma que por la propiedad artiniana a derecha o a izquier-
da, existe un ntimero natural k tal que J(A)* = J(A)**1. Si podemos suponer
que J (A)¥ es finitamente generado como A-mddulo, entonces por el corola-
rio tenemos que J (A)F = 0. Asi, si A es noetheriano ademds de artiniano,
la proposicién es una aplicacion sencilla del lema de Nakayama. Mds adelante
probaremos que A ha de ser necesariamente noetheriano, pero como para de-
mostrarlo necesaremos esta proposicion seguiremos adelante sin ello. Supon-
gamos que J(A)* # 0. En particular, el conjunto de ideales a derecha no nulos
M de A tales que MJ(A) = M incluye a J(A)¥. Por tanto, existe un M minimal
con estas propiedades. Como M = MJ(A)? = ... = MJ(A)F, existe algin xe M
tal que xJ (A)¥ # 0. Claramente, xJ(A)* es un ideal a derecha de A contenido
en M,y (xJ(A)X)J(A) = xJ(A)**! = xJ(A)¥. Del hecho de que M es minimal se
sigue que M = xJ (A)F € xA = M. Por tanto, M es finitamente generado, lo que

contradice el lema de Nakayama, ya que 0 # M = MJ(A).

Corolario 5.17. Sea A un élgebra artiniana a derecha o a izquierda. Dado un
ideal a derecha o a izquierda M de A, las siguientes condiciones son equivalen-

tes.

(m. McJ(A).

(11). Existe un nimero natural k tal que M* = 0.
(111). Todos los elementos de M son nilpotentes.

Demostracion. El hecho de que (I) implica (II) es consecuencia directa de
la proposicion anterior, (II) implica (III) trivialmente. Finalmente, (I) se sigue

de (III) para cualquier dlgebra por el corolario[5.13]
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5.5. Algebras artinianas y noetherianas

Como ya adelantamos en la proposicion del parrafo anterior, podremos de-
mostrar que toda 4lgebra artiniana es noetheriana, lo cual serd el principal re-
sultado de esta seccion. De hecho, podremos probar un resultado un poco mas

general.

Proposicion 5.18. Sea A un 4lgebra artiniana a derecha o a izquierda. Si M es
un A-moédulo artiniano, entonces M es noetheriano.

Demostracion. Denotemos J = J(A). Como A es artiniana, existe un nime-
ro natural k tal que /¥ = 0 porla proposici()n En particular, existe un n € IN
minimo tal que MJ" = 0 (consideraremos el caso de médulos a derecha, el ca-
so a izquierda es completamente anédlogo). Procederemos por induccién en n.
Sin=0, entonces 0= MJ°= MA=M, y el médulo cero es claramente noethe-
riano. Sea n = 1. La condicién MJ = 0 implica que M se puede considerar como
un moédulo sobre el dlgebra A/J. Como A/] es semisimple por el corolario
todo A/J-mdédulo es semisimple por la proposicién[d.4](usando el hecho de que
coincide la semisimplicidad a derecha y a izquierda). Por tanto, My, es noet-
heriano por la proposicion Como S(My,) = S(Maj) por el lema[3.1, My
también es noetheriano. Supongamos que n > 1. El paso de induccién est4 ba-
sado en el lema Denotamos N = MJ" ! < M. N es artiniano y NJ =0, por
lo que en el caso n =1, N es noetheriano. El médulo cociente M/ N es también
artiniano'y (M/N)J"~! = 0. Por la hipétesis de induccién, M/N es noetheriano.

En consecuencia, M es noetheriano.

Corolario 5.19. Si la R-dlgebra A es artiniana por la derecha (izquierda), en-

tonces A es noetheriana por la derecha (izquierda).

Corolario 5.20. Si A es una R-algebra artiniana por la derecha, entonces las

siguientes condiciones sobre un A-mo6dulo M son equivalentes.
(1). M es artiniano.
(11). M es noetheriano.

(111). M es finitamente generado.
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Demostracion. Por la proposicion, (I) implica (II), y (III) se sigue de (II)
por la proposicién Para la implicacién restante, supongamos que N =
U A+...+u,A. Entonces existe un homomorfismo de A-mddulos suprayectivo
de @,, A4 en M definido por

n
(X1, 200y Xp) = ) Ui X (5.1)
i=1
Dado que A4 es artiniano, se sigue del lema que @,, A4 es artiniano, y por

tanto M es artiniano.

5.6. Algebras nilpotentes

Otra aplicaciéon mdés de la proposicién da una caracterizacién de las
dlgebras nilpotentes de dimension finita. El resultado que probaremos en re-
lacién a ello aparece en uno de los ultimos articulos de Wedderburn, pero se
basa en resultados anteriores de Engel y Lie sobre dlgebras de Lie nilpotentes y
resolubles.

Para probar nuestro resultado necesitaremos de la proposicion del
teorema de estructura de Wedderburn y de un resultado elemental previo acer-
ca de la aplicacion traza de las matrices. Si a = [@;;] es una matriz n x n con

entradas en un cuerpo F, definimos la traza de @ como
n
tra=) a; (5.2)
i=1

Es claro que la traza es F-lineal de M, (F) en F solo con usar la definicion.
Ademas, si a es nilpotente (a” = 0), entonces el polinomio minimo de a es X k
con 1 < k < m (ya que este polinomio divide a X¥), y su polinomio caracteris-
tico es X" — (tra) X" ! +... = X" (ya que el polinomio minimo y el polinomio
caracteristico tienen los mismos factores irreducibles). Por tanto, tenemos que

si a es nilpotente, entonces tra = 0.

Lema 5.21. No existe ningin conjunto de matrices nilpotentes que generen

M;,(F) como F-espacio vectorial.
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Demostracion. En caso contrario, existirian matrices nilpotentes a;,...a, €
M, (F) y escalares by, ..., b, € F tales que €11 = a1 b; +...+ &, b,. Por las propieda-
des de la traza que vimos anteriormente, esta ecuacion lleva a contradiccion,
1=tre;; = (tray)) by +...+ (tra,;)b, =0 #

Proposicion 5.22. Sea A una F-dlgebra de dimensién finita. Supongamos que

B es un subespacio de A cerrado bajo la multiplicacién, y que estd generado

por un conjunto de elementos nilpotentes. Entonces B¥ = 0 para algtin k € IN.
Demostraciéon. Hallaremos dos resultados previos para facilitar la demos-

tracion. Asumiremos en primer lugar que
F es algebraicamente cerrado (5.3)

Para ver esto, sea xi,..., X, una F-base de A, con x;xi = Z;.Zl XiCijk, Cijk € F.
Denotamos la clausura algebraica de F por K. Formamos la K-édlgebra A’ =
x1K &...® x,,K con la multiplicacién en A’ definida por las constantes de es-
tructura {c;jx}. Claramente, A es una subdlgebra de (A" . Por tanto, B es una
subalgebra de (B')r, con B' = BK. Por tanto, (B')* = 0 implica que B* = 0. Que-
da sefialar que B’ satisface la misma hipoétesis que B: B’ es un K-subespacio de
A', B’ es cerrada bajo multiplicaciéon y B’ estd generada por elementos nilpo-

tentes. La siguiente simplificacién que haremos es suponer que
Besunideal de A (5.4)

Para lograr esta condicion, basta reemplazar A por B+14F. Como B es cerrado
bajo la multiplicacion, es trivialmente un ideal de B + 14F. Para completar la

demostracion, basta probar que
si A es semisimple, entonces B =0 (5.5)

De hecho, podemos reemplazar A por el dlgebra semisimple A/ J(A), yelideal B
de Aporelideal (B+J(A))/J(A) de A/J(A). Como (B+J(A))/J(A) esunaimagen
homomorfa de B, estd generada por elementos nilpotentes. Por tanto, (5.5) nos
lleva a la conclusiéon de que B+ J(A) = J(A), esto es, B < J(A). Por la proposicién
B < J(A)¥ = 0 para cierto k € IN.
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Solo nos queda, por tanto, probar (5.5), usando las hipétesis afiadidas
y (5.4). Por el corolario[d.26} A= A; +...4 A; donde cada A; = M, (F) es simple.
Seam;: A— A; el homomorfismo de proyeccion. Para cada i, 7;(B) es un ideal
de A;, luego o bien 7;(B) = 0 o bien 7;(B) = A; por ser A; simple. La segunda
opcién no se puede dar, ya que implicaria que A; = M, (F) estaria generado
por elementos nilpotentes, en contradiccion con el lema anterior. Por tanto,
B < Kerrn; para todo i. Por tanto, B < ﬂ§:1 Kerm; =0, lo que prueba .

5.7. Elradical de un algebra de grupo

Con las herramientas que hemos obtenido, nos dedicaremos brevemente
al problema de describir el radical de un dlgebra de grupo. En concreto es-
tudiaremos J(FG) cuando F es un cuerpo y G un grupo finito. El teorema de
Maschke nos dice que si la caracteristica de F no divide al orden de G, enton-
ces J(FG) = 0. Por tanto, supondremos que la caracteristica de F es un primo p
que divide a n = |G|. Obtendremos un resultado enunciado por Wallace que se

basara en el resultado sobre dlgebras nilpotentes que acabamos de probar.

Proposicion 5.23. Sea F un cuerpo de caracteristica prima p. Supongamos que
G es un grupo finito que tiene un subgrupo normal p-Sylow H. El radical de
Jacobson del dlgebra de grupo FG es J(FG) = } yepg—q3(x — 1) FG.
Demostraciéon. Denotaremos A = FG. Sabemos que el homomorfismo de
proyeccion ¢ : G — G/ H se extiende de forma lineal a un homomorfismo de
F-&lgebras suprayectivo ¢: A= FG — F(G/H). Si yy, ..., ym €s una coleccién de
representantes de clases laterales de H, esto es, G = Hy,U...UHy,, ysi y € G,
entonces ¢(y) = ¢(y;) siy solo si y € Hy;. Por tanto, dado z = ¥ g yay € A,
tenemos ¢(z) = ¥ e (V) ay = X7 ¢(¥i) (X xer axy;)- En particular, si ¢(z) = 0,
entonces Y yep dxy, = 0 para 1 < i < m. Esto implica que ay, = =3 ycg—q1; xy;
de forma que z = Y7, Y vep-y (x — Dyiaxy, = Yxen—my(x— 1D (X7, yiaxy,) €
> xeu—(x — 1DA. Andlogamente, si z € },cy_n(x — 1)A, entonces
P(2) € Yxeg—11(P(x) — p(1))p(A) = 0. Por tanto, Kerp = 3} ey_y(x—1)A = J.
Con esto probamos que J es un ideal de A tal que A/J = F(G/H). Como H es un
p-subgrupo de Sylow de G, p no divide a |G/ H|. Por tanto, F(G/ H) es semisim-

ple por el teorema de Maschke. Esto implica que J 2 J(A). Usaremos esto para
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probar que J* = 0 para cierto k € IN. Denotamos B = > xer—-q(x —1DF. Clara-
mente, B es un subespacio de A. Ademads, B es cerrado bajo la multiplicacion,
yaque (x-1(y-1)=xy-1)-(x-1)-(y—1).Si|H|= pl, entonces, dado que
carF = p, (x - 1)”1 —xP' —1=0 para todo x € H. Por tanto, B estd generado por
elementos nilpotentes. Por la proposicién@tenemos que B* = 0 para cierto
k € IN. Con ello tenemos que J* = 0 sin més que ver que J = BA (trivial) y que
BA=AB (yaque (x—1y=y(y 'xy-1)yy 'xye Hparaxe H, y€ G por la
normalidad de H). Asi, /¥ = (BA)¥ = B*AF=0A=0.

Corolario 5.24. Si H es un p-grupo finito y F es un cuerpo de caracteristica p,
entonces J(FH) =) yeg—p(x—1DF.

Demostracion. Si x,y € H, entonces (x — 1)y = (xy—1) — (y — 1). Asi,
Yxer-myX—1DFH =} ;cpy_ny(x—1)F. Por tanto el corolario es consecuencia

directa de la proposicion.

5.8. Ideales en algebras artinianas

Concluiremos la seccién con algunos resultados sobre el reticulo de ideales
de un algebra. En concreto, veremos que si A es semisimple, entonces I(A) es
distributivo, y con ello podremos determinar si I(A) es distributivo sin mds que
estudiar el reticulo de sub-bimé6dulos de J(A), supuesto que A/J(A) es semi-

simple.
Lema 5.25. Sea A un dlgebra semisimple. Entonces,

(1). Si M esunideal aderechade Ay N esunideal aizquierda de A, entonces
MN=MnN.

(1n). I(A) es un reticulo distributivo.

Demostracion. (I): MN € M yaque M < Ay, y MN < N ya que N < 4A.
Por tanto, MN <€ M n N. Como A es semisimple, se sigue de la proposicion|3.15
que Ay = M & P para cierto ideal a derecha P de A. Asi, N= AN =MN+ PN c
MN + P. Porlaley modular, NnM < (MN+P)nM=MN+(PNnM)=DMN.

(I): Si I, J y K son ideales de A, entonces por (I) tenemos que I N (J+ K) =
IJ+K)=1J+IK=(In])+ (InK).Por tanto, I(A) es distributivo.
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Lema 5.26. Sea A un 4lgebra tal que A/J(A) es semisimple. Entonces existen
homomorfismos de reticulos suprayectivos p : I(A) — I(A/J(A)) y o : I[(A) —
S(4J(A) ) (donde S(4J(A) 4) es el reticulo de sub-bimédulos de J(A)), tal que si
I'y J sonideales de A que satisfacen p(I) = p(J) yo(I) = o (J) entonces I = J.
Demostracion. Sea p : A — A/J(A) el homomorfismo de proyeccién. Por
ser p suprayectiva, tenemos que p(I) < A/J(A) para todo I € I(A).Si Iy J son
ideales de A, entonces p(I+ ) =p(D+pN)ypUn)cpnp)=p)pl) =
p(I]) € p(In]) por el lema anterior. Por tanto, p es un homomorfismo de re-
ticulos. Por el teorema de correspondencia, todo ideal de A/J(A) tiene la for-
ma I/J(A) = p(I) para cierto I € I(A), esto es, p es suprayectiva. Definimos
o:1(A) — S(J(A)) poro(I) =InJ(A).Claramente,c(In )=o) no(J) yo +
J)20)+0o(J) paratodo I,] € I(A). Si x+y € J(A), con x € I, y € ], enton-
ces p(x)—p) e p(Dnp(J) =pUnN]J).Esto es, p(x) = —-p(y) = p(z) para cierto
zelInJ.Portanto,x—zelInJ(A)=o(l)yy+ze]JnJ(A) =0o(]), de forma que
X+y=(x-2)+(y+2)€o)+o(]). Conesto probamos que o (I+]) co(I)+o(]),
lo que demuestra que o es un homomorfismo de reticulos. Todo sub-bimé6dulo
de J(A) es un ideal de A, por lo que o es suprayectivo. Finalmente, suponga-
mos que p(I) = p(J) yoI) =o(J). Si x € I, existe y € ] tal que p(x) = p(y). Por
tanto, x—ye U+ )nJ(A)=cU+)=cD)+o()=c(J) =], yx=(x—-y)+ye].

Andlogamente, si x € /, entonces x € I. Por tanto, I = J.

Proposicion 5.27. Sea A un adlgebra artiniana. El reticulo de ideales de A es dis-
tributivo siy solo si el reticulo S(J(A)) de sub-bimdédulos de J(A) es distributivo.

Demostracion. Dado que S(J(A)) es un subreticulo de I(A), si I(A) es distri-
butivo S(J(A)) también lo serd trivialmente. Andlogamente, supongamos que
S(J(A)) es distributivo. Si I, J y K son ideales de A, entonces o(IN (J + K)) =
o)Nnoc(N+oK)=()no(N)+ (o) no(K)) =oc(In])+(InK)).Deforma
similar, se sigue del lema[5.25|que p(In(J+K)) = p((INnJ) +(INK)). Por el lema
6.26, In(J+K)=(Un])+(InK).

En el formalismo de algebra universal, el lema[5.26|afirmarfa que I(A) es un
producto subdirecto de I(A/J(A)) y S(J(A)). En particular, I(A) es isomorfo a
un subreticulo del producto de I(A/J(A)) y S(J(A)). Esta idea es la base detras
de la proposicion.
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6. Moddulos indescomponibles

Tras estudiar una de las estructuras de dlgebra mas sencillas, las dlgebras
semisimples, en esta seccién intentaremos ampliar nuestro estudio a dlgebras
mads generales. Intentaremos encontrar un anélogo general al teorema de es-
tructura de Wedderburn, para lo cual nuestro andlogo a los médulos simples

seran lo que llamaremos mddulos indescomponibles.

6.1. Descomposiciones directas

Durante toda la seccién, supondremos que A es una R-dlgebra con R un

anillo, que no jugard un papel importante en la teoria.

Definicion 6.1. Un A-mdédulo N es indescomponible si N # 0 y los tinicos su-
mandos directos de N son 0y N, esto es, si N = P& Q, entonces o bien P =0
o bien Q = 0. Un médulo M es descomponible si M = M; & M, con M; y M,
modulos distintos de cero. Asi, el médulo cero no es ni descomponible ni in-

descomponible.

Proposicién 6.2. Si M es un A-md6dulo artiniano o noetheriano, entonces se
puede expresar M como suma directa finita de A-médulos indescomponibles.

Demostracion. Si M = 0, entonces la proposicion es cierta por la conven-
cién de que la suma vacia es 0. Supongamos que M # 0. Es facil observar en
primer lugar que existe un sumando directo indescomponible de M. Efecti-
vamente, si N es minimal entre los sumandos no nulos de M, entonces N es
trivialmente indescomponible. La existencia de un N minimal es evidente si M
es artiniano. Si M es noetheriano, usamos que el complemento de cualquier
sumando directo maximal es minimal. Iterando recursivamente este procedi-
miento, y usando el hecho de que las propiedades artiniana y noetheriana se

heredan por submdédulos, tenemos que
M=NieMi=N1&No,®dMy=N; &N, ® N3 M3 =... (6.1)

con cada N; indescomponible y M; > M, > M3 > .... Esta sucesion de descom-

posiciones terminaré en un paso k solo si My =0, en cuyo caso M = N; &...& Ni.
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O bien la condicién de cadena ascendente aplicada a M; > M, > M3 > ...0la
descendente aplicadaa Ny € Ny + N, € N; + N, + N3 < ... lleva a que el proceso

ha de terminar en un ntmero finito de pasos.

6.2. Algebraslocales

Es trivial que los m6dulos simples son indescomponibles. El reciproco es
cierto para modulos sobre dlgebras semisimples, pero no en general. Para las
dlgebras artinianas, existe una caracterizaciéon de los médulos indescomponi-
bles y finitamente generados en términos de sus dlgebras de endomorfismos
de forma andloga a la caracterizaciéon de médulos simples a través del lema de
Schur.

Definicion 6.3. Se dice que un dlgebra A es un algebra local si A/J(A) es un

dlgebra de division.

Como consecuencia directa, si A es local, entonces 14 # 0, por lo que A es

no trivial.

Proposicion 6.4. Dada un algebra no trivial A, las siguientes condiciones son

equivalentes.
(1). Aesun algebra local.
(. A-A°cJ(A).
(1). A— A? es cerrado bajo la suma.

Demostracion. (I) = (II). Si x € A— J(A), por (I) existe un y € A tal que xy —
1€ J(A)y yx—1¢€ J(A). Por tanto, por la proposicién[5.11} xy = 1+ (xy—1) € A°.
Anélogamente, yx € A°. Se sigue por tanto que x € A°.

(II) = (III). Dado que A es no trivial, es claro por la proposicién [5.11] que
ninguna unidad de A pertenece a J(A). Asi, J(A) n A° = &. Por tanto, (II) es
equivalente a que A— A° = J(A), y de esta forma (III) es consecuencia de que
J(A) es un ideal.

(ITI) = (I). Supongamos que x € A— J(A). Por la proposicién [5.11} existen

elementos yy zen Atalesque 1+xye A—-—A°y1+zx e A— A°. Por tanto,
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xy € A%y zx € A’ ya que en otro caso 1 € A— A° por (III). Asi, x tiene inversa
tanto por la derecha como por la izquierda en A, de forma que x € A°. Con esto
probamos que A — J(A) < A?, con lo que es claro que A/J(A) es un algebra de

division.

Corolario 6.5. Sea A un dlgebra tal que todo elemento no unidad de A es nil-
potente. Entonces A es un élgebra local.

Demostracién. Sea 0 # x € A— A°. Por la suposicién, x* = 0 para algiin
ndmero natural minimo k > 1. Entonces, xy € A— A° para todo y € A. De

otra forma, x*"'(xy) = 0 implicaria x*~!

= 0, lo que contradice la minimali-
dad de k. Asi, por hipétesis, todo elemento de x A es nilpotente, de forma que
x € xA < J(A) por el corolario Con esto probamos que A— A° < J(A), por

lo que A eslocal usando la proposicién anterior.

Corolario 6.6. Si N es un A-mddulo tal que E4(N) es un élgebra local, entonces
N es indescomponible.

Demostracion. La hipotesis de que E4(N) sea local incluye la condicién de
que idy # 0, por lo que N # 0. Si N = P& Q con las proyecciones asociadas
n:N—Pyp:N— Q,entonces,comon+p =idyy Es(N) eslocal, o 0 p serd
una unidad por la proposicién. Como 72 = 7y p? = p, se sigue que 7 = idy 0

p=idy, porloque Q=00 P =0.

6.3. Lema de Fitting

Buscaremos ahora probar el reciproco del corolario6.6} El resultado corres-
pondiente se conoce como lema de Fitting, y serd de capital importancia en
la teoria de algebras. Probaremos antes un resultado previo que también serd

relevante.

Lema 6.7. Sea M un A-mdédulo, y supongamos que ¢ € E4(M). Si se cumple

cualquiera de las siguientes hip6tesis, entonces ¢ es un automorfismo.
(1). M es noetheriano y ¢ suprayectivo.

(I1). M es artiniano y ¢ inyectivo.
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Demostracion. Supongamos que M es noetherianoy ¢ suprayectivo. Como
0 < Ker¢ < Ker¢? < ..., la condicién de cadena ascendente implica que Ker¢p” =
Ker¢p"™! para cierto n € IN. Esto es, (¢") ! (Ker¢) = (¢"*1)71(0) = Ker¢"*! =
Ker¢" = (¢")1(0). Como ¢ es suprayectiva, también lo es ¢". Por tanto, Ker¢ =
¢ (P (Kerg) = ¢"(¢p™)"1(0) = 0. La demostracién con la condicién (II) es

analoga.

Teorema 6.8. Lema de Fitting. Sea M un A-moédulo artiniano y noetheriano. Si

¢ € E4o(M), entonces existe una descomposicion M = P & Q tal que
M. ¢(PSPyP(Q Q.
(11). ¢|p es un automorfismo.
(111). ¢lo es nilpotente.

Demostracion. La hip6tesis de que M es artiniano y noetheriano aplica-
da a las cadenas M 2 ¢(M) 2 ¢p*(M) 2 ...y 0 € Kerp < Ker¢p? < ... lleva a que
existe un m € N tal que ¢ (M) = ¢""(M) y Ker¢p” = Ker¢p™ para todo n = m.
Definimos P = ¢ (M) y Q = Ker¢™. Entonces, ¢(P) = d)m“(M) =¢™(M) =P,
y $(Q) = p(Kerp™) = ¢p(Ker¢p™*!) < Ker¢p™ = Q. Usando el lema anterior, ¢|p
es un automorfismo. Ademads, ¢™(Q) = ¢™((¢"™)~1(0)) = 0, de forma que ¢|q
es nilpotente. Tenemos también que PN Q = 0, ya que ¢|pn seria tanto inyec-
tiva como nilpotente. Finalmente, M = (¢™) ™1 (¢ (M)) = (¢™) L (p*™(M)) =
@™ L™ (P™ (M) = ¢ (M) + Kergp™ = P+ Q.

Corolario 6.9. Si el A-mddulo M es artiniano y noetheriano, entonces M es
indescomponible si y solo si E4(M) es un dlgebra local.

Demostracion. Si E (M) es local, entonces M es indescomponible por el
corolario Supongamos que M es indescomponible. Por el lema de Fitting,
todo elemento de E4(M) es nilpotente o una unidad. Por tanto, E4(M) es un
dlgebra local por el corolario

El caso que mads nos influira sera en el que A es artiniano a derechay M es
un A-moédulo a derecha finitamente generado. Por el corolario|5.20} esto garan-

tizard que M serd artiniano y noetheriano.
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6.4. Teorema de Krull-Schmidt

Estudiaremos ahora la unicidad de las descomposiciones directas. Para ello,
nuestro resultado principal serd la generalizacion de Azumaya del teorema cla-

sico de Krull y Schmidt. Para ello, necesitaremos dos resultados previos.

Lema 6.10. Dada una sucesion exacta0 — N 2, M Y, P — 0de A-moddulos, las

siguientes condiciones son equivalentes.
(1). Existe y € Hom4 (P, M) tal que yx =idp.
(11). Existe 8 € Hom4 (M, N) tal que 8¢ =idy.

En ese caso, M = Imy & Kery = Im¢ & Ker6.

Demostracion. Si se cumple (I), entonces u = yyu+ (u—yyu) y v(u -
xYyvu) =yu—yu =0 para todo u € M. Por tanto, M = Imy + Kery. Ademés,
Kery nImy = Ker(¢|imy) = 0 ya que yy = idp. Tenemos también que, como
Im¢ = Kery y ¢ es inyectivo, que Ou = ¢~ (u— yywu) define un homomorfismo
de M en N tal que O¢v = ¢~ ¢pv = v para todo v € N. La demostracién de que
(IT) implica (I) y M = Im¢ @ Ker0 es andloga.

Si se cumplen las condiciones del lema, se diceque0 — N —- M — P — 0es
una sucesion exacta escindida. Ademas, si se satisface (I), se dice que ¥ es una
suprayeccion de escision, y si se cumple (II) se dice que ¢ es una inyeccion de

escision.

Lema6.11. Sean M = M, & M, = N; & N, sumas directas de descomposiciones

del A-m6dulo M. Supongamos que existe un automorfismo ¢ de M, con

= b1 P12 . Hom,(M;, N1) Homy(Mz, Ni) 6.2)
P21 P22 Hom (M, N2) Homa(Ma, N) .
tal que ¢;; es un isomorfismo. Entonces M» = N».
Demostraciéon. Claramente,
[ idy, 0 [idM1 —qb;}cplzl 63)
~pn¢y)  idy, 0 idy,
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son automorfismos de M. Como ¢ es un automorfismo, también lo es

idy, 0
—po1p7]  idn,

idy, -7 12
0 idw,

b1 P12
¢21 P22

¢é11 -0
0 vy

(6.4)

cony = oo — (/)21(/51‘11(/)12 € Hom 4 (M>, N>). Por tanto, ¥ es también un isomor-

fismo.

Proposiciéon 6.12. Sea Auna R-4lgebra. Supongamos que My N son A-m6dulos
aderechacon M =M ®...& M;, N= N1 &...® N, con Eo(M;) y EA(N;) dlgebras
locales paratodo iy j.Si M = N, entonces r = sy existe una permutacion o tal
que M; = Ny paral<i<r.

Demostracion. Usaremos induccién en r. Para r = 0, tenemos M = 0. Para
el paso base de la inducciéon, N = M = 0, de forma que s = 0 (notemos que la
definicion de dlgebra local implica la no trivialidad, por lo que el que E4(IV;)
sea local implica que N; # 0). Supongamos que r > 0 y que la proposicion es
valida para m6dulos que se pueden expresar como suma directa de menos de
r factores que tienen algebras de endomorfismos locales. Sin pérdida de gene-
ralidad, supongamos que N = M, sin més que transferir la descomposicién de

N a M utilizando el isomorfismo entre ambas. Asi, tenemos
M=M@&.. oM, =N ®...6 N; (6.5)

Seann; : M — M;, x; : M = M, pj: M — Nj, A; : N — M las proyecciones
e inyecciones canodnicas asociadas a las descomposiciones de M. Entonces,

idM = /11101 +..+ /13,05 yidMl =mMK; = 25:1

miAjpjk1. Como E4(Mi) es un al-
gebra local, se sigue de la proposici()n que ¢ = mA;pjx; es una unidad de
E (M) para algin indice j. Para simplificar la notacién, ordenaremos la des-
composicién N; @...® N, de forma que j = 1. Seay = ¢~ 'm;A; € Hom4(N;, My)
y X = p1x1 € Homs(My, N;) de forma que yy = idy;,. Se sigue del [6.10] que
N; = Kery @ Imy. Sin embargo, como E4(V;) es local, N; es indescomponible
por el corolario[6.6] Por tanto, N; =Imy y x = p1k; es un isomorfismo. Denota-
mosM =M, ®..e M, yN' =N, ®...& Ny de formaque M=M; e M' =N, & N’

con las correspondientes proyecciones e inyecciones canénicas m; : M — M,
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7 M—-M,xi:My—>M,«x":M — M, p;:M— Ny, p':M— N, Ay : N - M,
A': N' — M. La matriz
pik1 p1x’

(6.6)
p/K2 le/

se corresponde con la descomposicién de los isomorfismos My e M’ — My
M — N; @ N’ (definidos por (uy, ') — uy +u' y v— (p1v, p'v)), de forma que es
un isomorfismo. Como p;k; es también un isomorfismo, usando el lema
tenemos que Mz &®...8 M, = M' = N' = N, &...® N;. Aplicamos ahora la hip6tesis

de induccién a M’ y N’ y con ello completamos la demostracion.

Corolario 6.13. Si M es un A-mddulo a derecha artiniano y noetheriano, en-
tonces M = M; & ...® M, con cada M; un A-mddulo indescomponible. Esta

descomposicion es tnica salvo isomorfismos.

Esto es consecuencia inmediata de la proposicion anterior, la proposicion
[6.2]y el corolario[6.9] El teorema de Krull-Schmidt cldsico es una generalizacion
de este corolario a grupos con operadores.

Corolario 6.14. Si A es una R-4dlgebra artiniana a derecha, entonces todo A-
modulo finitamente generado es univocamente (salvo isomorfismos) una su-

ma directa finita de A-m6dulos indescomponibles.

Y este ultimo corolario es consecuencia inmediata del anterior y del corola-
rio

6.5. Representaciones de algebras

Finalmente, con todos los conceptos y resultados que hemos ido recopilan-
do, podemos pasar a definir y trabajar con las representaciones de dlgebras. En
este caso, nos limitaremos a las dlgebras sobre un cuerpo F, ya que la mayoria

de sus aplicaciones cumplen esta restriccion.

Definicién 6.15. Una representacion matricial de una F-4lgebra A es un ho-
momorfismo de 4lgebras 8 de A en la F-4lgebra de matrices n x n con entradas
en el cuerpo F.
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El nlimero natural » se llama grado de 0, y lo denotaremos como degf.

Una representaciéon 6 de A es fiel si Kerf = 0. En ese caso, dimpA <
dimpM,,(F) = n? con n = degf. En particular, A no puede tener una repre-
sentacion fiel si es de dimensidn infinita.

Introduciremos ahora la nocién de morfismo entre representaciones. Sean
0 y v dos representaciones del algebra A con grados n y m respectivamen-
te. Una matriz @ n x m entrelaza 0 y v si 0(x)a = ay(x) para todo x € A. Las
matrices de entrelazamiento juegan el papel de morfismos. Por ello, utilizare-
mos la notacién a : 0 — y para referirnos a que a entrelaza 0 yy.Sia : 0 —
vy B:vw — y son matrices que entrelazan representaciones de A, entonces
O0(x)apf = ay(x)p = aPfy(x) para todo x € A. Asi, el producto matricial aff en-
trelaza 0 y y. Esto muestra que la composicion de morfismos se puede tomar
como la multiplicacién matricial en orden inverso, a8 = fo a. La asociatividad
de la composicion se cumple de forma automatica.

Finalmente, la matriz identidad ¢,, claramente entrelaza una representacion
de grado n consigo misma, y tiene las propiedades usuales de un morfismo
identidad. Se puede observar que las representaciones de un dlgebra A jun-
to con las matrices de entrelazamiento forman una categoria. Sin embargo, es
importante sefialar que no es adecuado identificar los morfismos con matrices,
sino con tripletas (0, a,¥) donde a : 0 — ¥, ya que una misma matriz puede en-
trelazar diferentes pares de representaciones y no entrelazar otras. No obtante,
prescindiremos de esta precisién en nuestra notacion.

Se dice que dos representaciones 6 y ¢ de A son equivalentes si son iso-
morfas en el sentido de que existen morfismos @ :0 — ¥y f: ¥ — 6 cuya com-
posicion en ambos 6rdenes es la identidad. Se puede probar facilmente que 6
y ¥ son equivalentes si y solo si degf = degy y existe una matriz cuadrada no
singular a que entrelaza 6 y . Dicho de otro modo, ¥ (x) = a~'6(x)a para todo
x € A. Lo denotaremos 0 = . Es claro que = es una relacion de equivalencia.

Dado 0 una representacion A con degf = n, podemos utilizarlo para definir
un A-médulo My. Como F-espacio, My = @, F. La operacion escalar de A en
Mp viene dada por

[al)"-) an]x: [aly---) an]e(x) (6-7)
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es decir, el producto matricial por la derecha, para todo x € A. Se puede calcular
de forma directa que My es efectivamente un A-mdédulo por la derecha. Es claro
también que

dimpMp = degf, annMy = Kerf (6.8)

La correspondencia M : § — lleva por tanto las representaciones en A-mo-
dulos a derecha. Efectivamente, supongamos que «a : § — . Definimos i, :
My — My por pq(lay,...,anl) = lay, ..., apla. Claramente, p, es una aplicacion
F-linealde Mg en My, y uq(lay, ..., aylx) = po(las, ..., anl0(x)) = lay, ..., a,10(x)a =
(ay, ..., aplay (x) = pq(lay, ..., apl) x. Esto es, uq, € Homa(Mjy, My,). Es claro que
Hallp = Hpa = Haop- Asi, las aplicaciones 60 — My, @ — uq constituyen un funtor

entre las representaciones de A ylos A-mddulos a derecha.
Proposicion 6.16. Sean 0 y ¥ representaciones de la F-algebra A. Entonces,
(M. Sia:0—yyp:0—ysatisfacen uy = g, entonces a = f.
(11). Si¢ € Hom4(My, My,), entonces existe a : 0 — y tal que ¢ = pq.

(111). Si M es un A-m6dulo a derecha tal que 0 < dimpM = n € IN, entonces

existe una representacion y de A tal que M = M,,.

Demostracion. Si u, = pg, entonces [ay, ..., azla = [ay, ..., an]f para todo
aj, ..., an € F. Claramente, esto solo puede ocurrir si @ = . Si ¢p € Hom4 (Mg, My,),
en particular ¢ es una aplicacion lineal entre dos espacios vectoriales fila. Por
tanto, existe una matriz a tal que ¢([ay, ..., a,l) = [ay, ..., ayla paratodo ay, ..., a,
en F. Ademads, ¢ es un homomorfismo de A-mddulos. Asi, [ay,..., a10(x)a =
o(lay,...,anlx) = ¢(ay, ..., anl)x = lay, ..., aplay(x) para todo ay,...,a, € F, de
forma que a entrelaza 6 y w. Por definicién, py = ¢.

Para probar (III), tomamos una base u;,...,u, de M. Definimos y : A —

M, (F) por la condicién
(U1, ..., U)X = U1, ooy U] () (6.9)

donde el superindice ¢ denota la trasposicion de matrices. Se puede calcular

con facilida que y(x + y) = y(x) + x (1), y(xa) = y(x)ay x(xy) = y(x)x(y) para
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todo x, y € A, a € F. Por tanto, y es unarepresentacion de A. Definimos ¢p: M —
®, F = My por ¢(v) = [ay, ..., ay] donde v = uyay + ... + upay. Trivialmente, ¢ es
un isomorfismo de F-espacios caracterizado por v = [uy, ..., u,]p(v) . Sive My
X € A, entonces [uy, ..., UplPp(vx)" = vx = [Ug, ..., UplP(V) ' x = [Ug, ..., up] xPp(V)! =
(U1, ..., un] Y (X)'p(v)! yaque F < Z(A). Por tanto, ¢p(vx) = ¢p(v) x(x) = ¢p(v)x, esto

es, ¢ es un isomorfismo de A-mddulos.

Corolario 6.17. Si 0 y y son representaciones de A, entonces 6 = v si y solo si
Mg = My,

Demostracion. Si a : 0 — ¥ es no singular, entonces pq : Mg — My, es un
homomorfismo de médulos tal que p,-1 = (1g) L. Reciprocamente, un isomor-

fismo de My, en My, viene dado por u, donde a : 60 — y es no singular.

Corolario 6.18. Sea A una F-4lgebra tal que dimpA = n. Entonces existe una
representacion fiel 0 de A tal que degf = n.
Demostracion. Por la proposicion|6.16, existe una representacion 0 de A tal

que Ay = My. Asi, degf = dimpMp = dimpA = n, y Ker@ = annMy = annA,4 = 0.

Las representaciones de adlgebras tienen un importante paralelismo con las
representaciones de grupos. Si G es un grupo y F un cuerpo, una F-representa-
ciéon de G es un homomorfismo de grupos 6 de G en GL,(F), con GL,(F) =
M,,(F)? el grupo lineal general de matrices n x n no singulares con entradas en
F. Aligual que en el caso de algebras, las F-representaciones de G forman una
categoria en la que los morfismos son las tripletas (6, a,v) tales que a es una
matriz que entrelaza 0 y v, 6(x)a = ay(x) para todo x € G.

La conexién mds importante de las F-representaciones de G es que son iso-
morfas a las representaciones del dlgebra de grupo FG. Ademads, si 8 es un ho-
momorfismo de grupos de G en GL,(F), entonces 0 tiene una extension unica
a un homomorfismo de dlgebras de FG en M, (F). Reciprocamente, se puede
restringir cualquier homomorfismo de algebras de FG en M, (F) a un homo-
morfismo de grupos de G en GL,(F). Asi, existe una correspondencia biyectiva
natural entre las F-representaciones de G y las representaciones de FG, que

ademas es un isomorfismo.
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6.6. Representaciones indescomponibles e irreducibles

Si 0 y v son representaciones del dlgebra A con degf = n y degy = m, en-
tonces la suma directa de 6 y ¥ es la aplicacion 0 @ v : A — M, (F) definida
por
0x) O

0 v

Beyw)(x) = (6.10)

Claramente, 0 & ¥ es una representacion de grado n + m.

Se dice que una representacion ¥ de A es indescomponible si no se pue-
de expresar como suma directa de dos representaciones (de grado positivo).
Podremos encontrar un anédlogo del teorema de Krull-Schmidt para represen-

taciones.

Lema 6.19. Si 0y v son representaciones de A, entonces Mggy = Mg & My,.
Demostracién. La aplicacion ([ay, ..., anl, [by, ..., by]) — [ay, ..., Gn, b1, ..., by

es trivialmente un isomorfismo de F-espacios de My & My, en Mggy, y 1as ope-

raciones escalares de estos modulos estdn definidas de forma que hacen de la

aplicaciéon un isomorfismo de médulos.

Proposicion 6.20. (1). 6 esunarepresentacion indescomponible de A siy so-

lo si My es un A-m6dulo indescomponible.

(11). Toda representacion 6 de A es equivalente a una suma directa finita de

representaciones indescomponibles.

(. Siyi@..ey, = x16...8 s concaday; y yj indescomponibles, entonces
r = sy existe una permutacion o tal que y; = v, (; para todo i.

Demostracion. Si 6 = v & x, entonces My = My, ® M, por el lema ante-
rior. Asi, My no es indescomponible. Reciprocamente, si My = N; & N> con
Ni, N, # 0, entonces por la proposici()ntenemos que My = My, ® My para
ciertas representaciones 1/ y y. Por el lema anterior y el corolario 0=yey.
Asi, 0 no es indescomponible. Para probar (II), observemos que My es de di-
mension finita, y por tanto artiniano y noetheriano. Por la proposicion
Mp=N;&...® N, conlos N; A-m6dulos indescomponibles de dimension fini-

ta. Por la proposici6n|6.16) existen representaciones v/; de A tales que N; = M.
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Por tanto, 0 =y &...@y,. Aplicando (I), cada ¥; es indescomponible. La unici-
dad de (IIT) se obtiene de (I) y del corolario[6.13} y; ®...6y, = y1©...8 s implica
que My, &...® My, = My, &...® M,  con cada sumando indescomponible. Asi,
r=sy My, = My,, (yportanto y; =y, por el corolario para una cierta

permutacion o.

Dos representaciones cualesquiera de A estdn siempre entrelazadas por una
matriz cero de dimensién adecuada. En algunos casos, es el tnico entrelaza-

miento posible.

Proposicion 6.21. Dada una representacion 0 de la F-dlgebra A, las siguientes

condiciones son equivalentes.

(I). 0 es equivalente a una representacion y de A talq ue para todo x € A,
w(x) tiene la forma
wilx) =
0 yax)

(6.11)

donde vy, y v, son representaciones de A.

(11). Existe una representacién y de A con degy < degf, y un entrelazamiento
nonuloa:0 — y.

(111). My no es simple.

Demostracion. Si se satisface (I), entonces (II) es cierta con y = ;. Ademas,

sir =degy, degf = ny0 es la matriz cero (n—r) x r, entonces entrelaza

vy ;. Como 0 = v, existe un entrelazamiento no nulo @ =0 — v;.

Supongamos que se satisface (II). Por la proposici(’)n Mo : Mg — My
es un homomorfismo no nulo. Si My fuera simple, entonces p, seria inyectiva
por el lema de Schur, por lo que degf = dimpMy < dimpM, = degy, lo que
contradice la hipotesis. Por tanto, My no es simple y (II) implica (III).

Si M0 no es simple, entonces existe un submaédulo N de My tal que 0 # N c
Mp. Elegimos una base como F-espacio uy,..., Uy, Ur41,..., Uy de Mp de forma
que Ur1,..., Uy Seauna base de N. Asi, 1 <r < n—1. Definimos v : A — M, (F)

por [u1, ..., uplx = [uy,..., uylw(x)!. En la demostracion de la proposicién
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observamos que ¥ es una representacion de A tal que My, = My. Por tanto,
¥ = 0 por el corolario Sea y/(x) = [a;;], de forma que por la definicion,
Ujx = 27:1 uiajj.Como N < Mgy Ur41,...,un € N, sesigueque q;; =0sil < j <

r < i < n. Dicho de otra forma, ¥ (x) tiene la forma

Y1(x) *

(6.12)
0 y(x)

donde v, : A — M, (F) yy,: A— M,_,(F) son aplicaciones adecuadas. El he-
cho de que ¥ es una representaciéon de A implica que ¥ y ¥, son también

representaciones.

Se dice que una representaciéon 0 de A es irreducible si 6 no satisface las
condiciones de la proposicion anterior. En particular, 6 es irreducible si y solo
si My es simple.

Utilizaremos ahora otra caracterizacién de mdédulos simples. El resultado

serd también valido para R-algebras.

Lema 6.22. Sea N un A-médulo a derecha. Si N es simple, entonces J(A) <
ann/N y N es indescomponible. El reciproco es cierto si A es artiniana a derecha
o aizquierda: J(A) € annN y N indescomponible implican que N es simple.
Demostracion. Si N es simple, por el corolario tenemos que NJ(A) <
radN = 0. Esto es, J(A) < annN. Claramente, N es indescomponible. Para el
reciproco, observemos que por la proposicion podemos ver N como un
AlJ(A)-médulo. La hip6tesis de que A es artiniano garantiza que A/J(A) es se-
misimple. Asi, N es semisimple por la proposicién Como N es también

indescomponible, se sigue que N es simple.

Corolario 6.23. SI A es una F-4dlgebra semisimple, entonces una representa-

cion 0 de A es indescomponible si y solo si 0 es irreducible.

Corolario 6.24. Sea A una F-algebra artiniana a derecha. El niimero de clases

de equivalencia de representaciones irreducibles de A es el niumero de factores

en una descomposicion de A/ J(A) como producto de algebras simples.
Demostracion. Por el lema anterior, existe una correspondencia biunivoca

entre las clases de isomorfismos de A-mddulos simples y las clases de isomor-
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fismos de A/J(A)-moédulos. Si A/ J(A) = A; +...+ A, con cada A; simple, enton-
ces por la proposicion |4.4]y el lema |4.6/ tenemos todo A/J(A)-mdédulo simple
es isomorfo a un ideal minimal a derecha de algtn A;. Todos los ideales mini-
males a derecha de A; son isomorfos por la proposicién |4.15, mientras que si
i # j entonces un ideal minimal a derecha de A; no es isomorfo a un ideal mi-
nimal a derecha de A;. Por tanto, el corolario es consecuencia de la proposicion

anterior.

Corolario 6.25. Sea F un cuerpo algebraicamente cerrado, y supongamos que
A es una F-élgebra de dimension finita. Entonces el nimero de representacio-
nes irreducibles de A es dimgZ(A/J(A)).

Demostracién. Por el corolario A= My, (F)+...4+ My, (F). El nimero
natural r esigual a dimpZ(A/J(A)).

7. Producto tensorial de dlgebras

Finalizaremos el presente trabajo cerrando el estudio del producto tenso-
rial al analizar su comportamiento sobre dlgebras. Acabaremos la seccién vien-
do la importancia del producto tensorial en las representaciones a través del

concepto de médulos inducidos.

7.1. El producto tensorial como R-algebra

En primer lugar, observaremos que el producto tensorial de dos édlgebras
con una operacion producto definida adecuadamente mantiene el estatus de
R-4lgebra. Asimismo, encontraremos una caracterizacion interna en términos

de subdlgebras.

Proposicion 7.1. Si Ay B son R-4lgebras, entonces existe una operacion pro-

ducto sobre A® B que satisface

(X1®@Y1)(X2® y2) = X1 X2 ® Y1 )2 (7.1)

Este producto es asociativoy 14 ® 1 = 1 455.
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Demostracion. Para x; € Ay y; € B, sean Ay, y 1, los endomorfismos de
multiplicacién a izquierda de A y B correspondientes a x; e y;. Podemos ver
facilmente que A, ® 1, € Er(A® B) satisface (1, ® Ay,)(x2 ® y2) = x1X2 ® y1)>.
Ademas, (x1,y1) — Ay, ® Ay, €s una aplicacion bilineal de A x B en Er(A® B).
Asi, existe un homomorfismo de R-médulos ¢ : A® B — Er(A®B) tal que ¢p(x; ®
1) = Ax, ® Ay, Definimos (A® B) x (A® B) — A® B por (z, w) — zw = ¢(z) (w).
Dado que ¢ es un homomorfismo de R-moédulos y ¢(z) € Er(A® B), la aplica-
ci6n es bilineal y por tanto una operacion producto sobre A® B. Por construc-
cion, (x1® y1)(x2® y2) = Pp(x1 ® y1) (X2 ® y2) = (Ay; ® Ay ) (X2 ® ¥2) = X1X2® Y1 Y2, ¥
por tanto se satisface . Por tanto, el producto es asociativo. Ademads, 1 ,®1p
es el elemento unidad de A® B trivialmente por (7.1).

Corolario 7.2. Sean A, By C R-algebras. Entonces,
M. (A+B)®@C=(A®C)+(B®C).

(M. (A®B)eC=A®(Ba ().

(11). A B=EB® A.

(Iv). ABR=R® A= A.

En este ultimo corolario, = denotala relacién de isomorfismo de R-algebras,
aunque se pueden encontrar los isomorfismos de R-md6dulos correspondientes

facilmente.

Lema7.3. Las aplicacioneskx 4 : A— A®By«kp: B — A®B definidas pork 4(x) =
x®1lpyxp(y) =14 ®yson homomorfismos de dlgebras tales que

(1). x4(A)Ukp(B) genera A® B como R-algebra.
(1. xa(x)xp(y) =xp(y)xa(x) paratodo x € A, y € B.

Si Ay B son F-élgebras, entonces k 4 y kg son inyectivas. Ademas, si {x; :
i € I} es una base de Ay {y;: j € J} es una base de B, entonces {x 4(x;)xp(y;) :
(i,j)e I x J} esunabasede A® B.

Demostracion. La bilinealidad de ® junto con implica que x 4 y kg son

homomorfismos de dlgebras. Usando (7.1), k o(x)kg(y) = x® y =k g())k a(x), l0
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que lleva trivialmente a (I) y (II). La dltima afirmacién es consecuencia de la
proposicién[3.37

Definicién 7.4. Sea X un subconjunto de una R-4lgebra A. Definimos el cen-

tralizador de X en A como
CaX)={yeA:xy=yx VxeX} (7.2)

Este concepto ya es familiar de otras ramas del 4dlgebra, aunque remarcare-

mos algunas consecuencias directas de la definicion.

Lema 7.5. Sean X e Y subconjuntos del dlgebra A, y sea B una subalgebra de

A. Entonces,

(1). C4(X) esuna subalgebra de A con Z(A) < Ca(X).

(1). Si XcY,entonces Ca(Y) < Cy(X).
(1m). X < Ca(Y)siysolosi Y € Cy(X). En particular, X € C4(Cx(X)).
(1v). BN Cya(B) = Z(B).

(V). Ca(X)=Asiysolosi X< Z(A).

Utilizaremos esto para probar una propiedad universal del producto tenso-

rial de algebra, que nos llevara al teorema de caracterizacion.

Proposicion 7.6. Sean A, By C R-élgebras. Si¢: B— Ay y : C — A son ho-
momorfismos de dlgebras tales que y(C) < C4(¢p(B)), entonces existe un tinico

homomorfismo de dlgebras 0 : B® C — A que satisface
O(x®y) =px)y(y) (7.3)

paratodo x € B, y € C. En particular, ¢ = 0xp y v = O0xc.

Demostracion. Como ¢ y ¥ son homomorfismos de R-médulos, la aplica-
cion (x,y) — ¢(x)w(y) es bilineal. Asi, existe un homomorfismo de R-médulos
que satisface (7.3). Por y (7.3), tenemos que O((x; ® y1)(x2 ® y»)) =
dxdv(ny) = SxD)Py(y)y(y2) = dxdy(y)ddy(y) =
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0(x1 ® y1)0(x2 ® ¥»2), ya que ¥ (C) < Ca(¢(B)). Por tanto, 8 es un homomorfis-
mo de élgebras.

Corolario 7.7. Si¢ : B — By y ¥ : C — C; son homomorfismos de algebras,
entonces ¢ ® ¢ : B® C — B} ® C; es un homomorfismo de dlgebras. Si B, B}, Cy

C; son F-4lgebras y ¢ y ¥ son inyectivos, entonces ¢ ® ¥ es inyectivo.
El corolario es consecuencia directa del lemal7.3]y la proposicion[7.6|

Proposicion 7.8. Si A, By C son F-algebras, entonces B® C = A siy solo si A

contiene subdlgebras B' y C’ tales que
(). B'=ByC'=C como F-algebras.
(11). C' S Cx(B)).

(111). Existen bases {x; : i € I} de B'y {y; : j € J} de C' tales que {x;y; : (i, j) €
I x J} es una base de A.

Si A es de dimensioén finita, se puede intercambiar esta tiltima condicién por
(1v). Aestd generada como F-dlgebra por B'uUC’y dimA = (dimB)(dimC).

Demostraciéon. Por el lema|7.3} es necesario que se cumplan todas las con-
diciones. Supongamos que existen subdlgebras B’y C’ de A que satisfacen (I) y
(I). Sean ¢p: B — B’ y w : C — C’ los isomorfismos correspondientes a (I). Por
(I) y por la proposicién[7.6} existe un homomorfismo de algebras 6 : B® C — A
tal que O(x® y) = ¢p(x)y(y) para todo x € B, y € C. Por el lema[7.3]y por (III),
0 lleva una base de B ® C biyectivamente a una base de A, de forma que 0 es
un isomorfismo. Si A es de dimension finita y se satisface (IV), entonces 6 es
suprayectiva ya que (B ® C) es una subalgebra de A que incluye al conjunto
generador B’ U C', y 6 es inyectiva ya que dimA = (dimB)(dimC) = dimB & C
por el lemal7.3]

Veamos una aplicacion de estos resultados a dlgebras de grupo.

Proposicién 7.9. Sean G; y G, grupos finitos, y sea G = G; x Gz el producto de

G1y Gz. Si F es un cuerpo, entonces FG = FG; ® FGy.
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Demostracion. Denotamos por simplicidad A = FG. Consideraremos Gy y
G, como subgrupos de G, de forma que cada elemento de G tiene una repre-
sentacion unico en la forma xy con x € G, y € Go. Sea A; el subespacio ge-
nerado por G; y A; el subespacio generado por G,. Claramente, A; y A2 son
subélgebras de A tales que A; = FG; y A2 = FG,. Como xy = yx para todo
x € Gy, y € Gy, tenemos que A; € C4(Ap). Claramente, A; U A, genera A co-
mo F-dalgebra. Finalmente, dimA = |G| = |G1[|G2| = (dimA;) (dim Ap). Asi, por la
proposicién[7.8} tenemos que FG= A= A; ® Ay = FG; ® FGo.

7.2. Producto tensorial de m6édulos sobre dlgebras

Veremos en este apartado cémo al producto tensorial de médulos sobre al-

gebras Ay B se le puede dotar de estructura de A® B-mddulo.

Lema 7.10. Si M es un A-md6dulo a derecha y N es un B-md6dulo a derecha,
entonces M ® N es un A® B-médulo a derecha con operaciones escalares que
satisfacen

(U V)(x®y)=ux®Uvy (7.4)

paratodoue M,ve N,x€ A, yeB.

La demostracion de este lema es una adaptacion trivial de la demostracion

de la proposicién|7.1

Proposicion 7.11. Sean M; y M, A-mé6dulos a derecha, y sean N; y N, B-

modulos a derecha. Entonces,

(1). Si¢p € Homy (M, M) yw € Homp(Ny, N»), entonces ¢y € Hom ygp(M;®
N1, M, ® N>).

(1n). La aplicacion (¢,v¥) — ¢ ® ¥ induce un homomorfismo de R-moédulos
0: Hom 4 (M;, M,) ® Hompg (N7, N2) — Hom sgp (M7 ® N1, My ® N>).

(11). 6: E4(M;) ® Eg(N1) — Eaep(M) ® N1) es un homomorfismo de algebras.

Demostraciéon. Dado que ¢ y ¥ son homomorfismos de médulos, (poy) (u®
V)(x®y)) =dp(ux)ey(vy) = pwxey(v)y = (poy)(u®v))(x®y). La afirmacién

83



(I) se sigue por tanto de la proposicién [2.14]sobre la unicidad de aplicaciones.
Dado que (¢, v) — ¢p®y es bilineal, la existencia de 6 es consecuencia de la pro-
piedad de universalidad de productos tensoriales. Para evitar confusiones en la
demostracion de (III), denotaremos un tensor de rango uno en E4 (M;)® Eg(NN;)
por ¢ ® . Asi, por definicion, (¢ @' y) = p @ . Asi, O((p; & Y1) (P2 ® W) =
0(p1¢p2 @ Y192) = pr1p2 @ Y12 = (p1 @ Y1) (2 @ W2) = O(hy ® Y1)0 (2 ®' yr2). Se

sigue por tanto que 0 es un homomorfismo de algebras.

En general, el homomorfismo 0 no es ni inyectivo ni suprayectivo. Sin em-

bargo, en los casos que trataremos 6 serd un isomorfismo.

Corolario 7.12. Sean M; y M, A-md6dulos a derechay sean N; y N> B-médulos
a derecha con M; y N; libres con bases finitas. El homomorfismo
6 :Hom s (M;, M) ® Homp (N7, N3) — Hom g5 (M; ® N7, M, ® N,) es un isomor-
fismo. En particular, E4(M;) ® Eg(N7) = Eaep(M; ® Ny).

Demostracion. Dado que M; y Nj son libres, existen m,n € IN tales que
M = @,,Ay N = @,B. Con lo visto anteriormente es claro que
Hom (M, M) ® Homp(Ny,No) = Homyu(@,, A, M) ® Homp(@P,,B,N,) =
(B, Homy (A, M) ® (B, Homy (B, N2)) = @B, (Homy (A, M) ®Homg (B, N2)) =
@D, Hom 455(A® B, My ® N») = Hom 445(D;,,;, A® B, Mo ® N») = Hom g5 (M) ®
Ny, M ® N,). La comprobacion de que 0 es un isomorfismo de composicion es

puramente rutinaria.
Corolario 7.13. M,,(A) ® M,(B) = M,,(A® B).

Este ultimo es una reformulacion de la dltima parte del corolario anterior
utilizando el isomorfismo E4(6D,, A) = M,,(A) que probamos en el corolario

[4.211

7.3. Extensiones escalares

Los productos tensoriales son también ttiles en el estudio de dlgebras por-
que permiten extender el dominio de escalares de R a un anillo conmutativo
que contiene a R como subanillo. De forma mds general, permiten pasar de

una R-élgebra a una S-dlgebra con S una R-dlgebra conmutativa.
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Proposicion 7.14. Sea A una R-dlgebra. Si S es una R-élgebra conmutativa,

entonces A® S es una S-dlgebra cuyo producto satisface
(x®c)(y®d)=xy®cd (7.5)

para todo x,y € A, c¢,d € S. Se define la operacion escalar sobre A® S por ele-
mentos de S como

zc=2z(14®c¢) (7.6)

paratodoze A® S, c€S.

Demostracion. Por la proposicién A®S es una R-élgebra, y xg: S —
A® S (definido por xs(c) =14 ® ¢) es un homomorfismo de R-algebras tal que
KA(A) € Cpes(ks(S)). Ademads, xs5(S) € Caes(ks(S)) ya que S es conmutativo.
Asi, A®S = Cgs(ks(S)) usando los lemas[7.3]y[7.5] Esto es, k 5(S) € Z(A®S). Esta
inclusion garantiza que la operacién de S-moédulo induce una estructura
de S-algebra sobre A® S.

Si A es una R-4dlgebra y S una R-dlgebra conmutativa, denotaremos A® S
por AS con el producto tensorial visto como S-algebra. Es relevante sefialar que
especialmente en la literatura mas antigua sobre algebras asociativas se suele
denotar también por Ag.

Las leyes distributiva y asociativa tienen importantes consecuencias en las

extensiones escalares.

Corolario 7.15. Sean Ay B R-algebras. Si S es una R-algebra conmutativay T

es una S-algebra conmutativa, entonces
(). (A+B)S=AS|BS.
(). (A®rB)S= ASe¢BS.
(). (AS)T = AT,

Demostracion. El primer isomorfismo es consecuencia directa del corola-
rio[7.2)D). Las demostraciones de (II) y (II) son extensiones menores de la ley

asociativa; si M es un R-modulo y N y P son S-modulos, entonces se pueden
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ver Ny N®g P como R-médulos, y M ®g (N ®sP) = (M ®g N) ®s P. Usan-
do este resultado, tenemos que (A®p B)® = (A® B)®r S = (A®r S) ®r B =
(A®R(S®5S)®rB=((A®rS)®sS)®rB= AS®@s B3,y (A5)T = (A®rS)®s T =
Aop(SesT) = AerT=AT.

Lema 7.16. Sea A una F-algebra con base {x; : i € I}. Si E es una extension
de cuerpos de F, entonces {x; ® 1,: i € I} es una E-base de AE. En particular,
dimpAF = dimpA.

Demostracion. Sea {c; : j € J} una F-base de E. Entonces, {x; ®¢;: (i, ]) €
Ix J} esuna F-base de A® E. Usando , x;®cj = (x;®1)cj, de formaque {x; ®
1:i € I} genera AE, Supongamos que ) ;(x; ® 1)d; = 0 con d; € E. Denotamos

di =) jcjaj; paraciertos aj; € F. Se sigue que
Z(xi ®cjlaj; = Z(xi ®1)d; =0
ij i

de forma que a;; = 0 para todo j, i. Por tanto, d; = 0 paratodo i € I.

La formulacién de este lema es mds sencilla para algebras de dimension

finita, como veremos en el siguiente corolario.

Corolario 7.17. Sea A una F-élgebra de dimension n con base xy,x2,..., X, y
constantes de estructura correspondientes al'.“ Iz Si E/F es una extension de cuer-

pos, entonces AE esisomorfoala E -algebra de dimensién n con base x1, xo, ..., X,

k

y constantes de estructura correspondientes al.j.

Este corolario es consecuencia directa del lema. El isomorfismo es el obvio
que lleva x; ® 1 en x;.

Un caso util de este corolario se da cuando A es un algebra de cuaternios.
E
. .. a,b
En ese caso, si E/F es una extension de cuerposy a, b € F°, entonces (’—) =
a,b
)

Proposicion 7.18. Sea A una F-algebra, y sea E/F una extension de cuerpos.
Una E-élgebra B es isomorfa a A” siy solo si existe una F-subdalgebra A’ de B

tal que
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(1. A'= A como F-élgebras.
(11). Existe una F-base de A’ que es también E-base de B.
Si dimg A < 0o, entonces se puede sustituir (II) por
(1. A’E=BydimgB =dimgA.

Demostracién. Si B = AF, entonces se satisfacen (I) y (II) por la proposicién
[7.6]y el lemal7.16] Es evidente que las condiciones (II) y (III) son equivalentes si
la dimension es finita. Supongamos que se satisfacen (I) y (I). Sea E' = {lgc: c€
E}. Claramente, E’ es una F-subdlgebra de Bisomorfaa E,y E' <€ Z(B) < Cg(A").
Si{x;:i€ I} esuna F-base de A,y {c;: j € J} es una F-base de E’, entonces
{xicj: (i,j) € I x J} es una F-base de B. Efectivamente, por (II) tenemos que
Y jXiciF=%;x;E=B,yY;jxicja;j=0cona;j € F implica que Yjcjaij =
0 para todo i, de forma que a;; = 0 para todo i € I, j € J. Por la proposicion
existe un isomorfismo de F-dlgebras 0 : AQ E — Btalque 8(1,®c) = 1pc
para todo c € E. Por tanto, siz€ A® E'y c € E, entonces 0(zc) =0(z(1®c¢)) =

0(z)(15c) =0(2)c, esto es, O es un isomorfismo de E-algebras.
Veremos ahora una aplicacion al estudio de cuerpos.

Proposicion 7.19. Sea A una extension simple del cuerpo F, A = F(d) y E un
cuerpo extension de F. Denotamos el polinomio minimo de d sobre F como
®(X). Entonces Af = E[X]/K con K = ®(X)E[X].

Demostracién. Sea A’ = (F[X] + K)/K = F[X]/K n F[X]. Claramente, K N
F[X] es un ideal propio de F[X] que contiene a ®(X)F[X]. Sin embargo,
®(X)F[X] es un ideal maximal de F[X] ya que F[X]/®(X)F[X] = F(d) es un
cuerpo. Asi, KN F[X] = ®(X)F[X], de forma que A’ = A. El isomorfismo AE =
E[X]/K se sigue por tanto de la proposicion anterior, ya que A'E = E[X]/K y
dimgE[X]/K = gr®(X) = dimgA.

Este resultado nos da una conexién entre la separabilidad y el comporta-
miento de cuerpos bajo extensiones escalares. Si el polinomio ®(X) es separa-

ble, entonces se factoriza en componentes irreducibles distintas dos a dos en
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E[X]. El teorema chino de los restos nos lleva a la conclusién de que AF es iso-
morfo a un producto de cuerpos. Sin embargo, esto cambia si ®(X) es insepa-
rable. Por ejemplo, supongamos que carF = pyd = a'’?, donde a€ F— FP. En
ese caso, P(X) = X” — a. Si el cuerpo extension E también contiene a d, enton-
ces ®(X) = (X — d)? en E[X]. En consecuencia, el radical de E[X]/K es distinto
de cero: J(E[X]/K) = (X —-d)E[X]/K.

7.4. Modulos inducidos

Terminaremos con un breve estudio de los médulos inducidos. Veremos
que los productos tensoriales nos permiten convertir A-médulos en B-md6dulos
con A una subdlgebra de B. Este concepto tendrd aplicaciones importantes en
representaciones de grupos. Para ello, tendremos que trabajar con productos

tensoriales sobre dlgebras no conmutativas.

Lema 7.20. Sean Ay B R-dlgebras. Si M es un A-mé6dulo a derechay N es un
A-B-bimddulo, entonces M ® 4 N es un B-moédulo a derecha con operaciones
escalares que satisfacen

(uev)y=u®(vy) (7.7)

paratodoue M, ve N, yeB.

Demostracion. Si y € B, definimos ®, : M x N — M ®4 N por ®,(u,v) =
u® vy. Claramente, ®, es R-bilineal, y @y, (ux,v) = ux® vy =u®x(vy) = u®
(xv)y = ®,(u, xv). Asi, existe un endomorfismo de R-moddulos ¢, de M ® 4 N
que satisface ¢, (u® v) = u® vy. Mediante calculos directos se puede ver que
Oyarzp = Pya+d by .y =dy,. Asi, M® 4 N es un B-modulo a derecha con la
operacion escalar wy = ¢, (w) paratodo w e M® N, y € B. Ademads, (u®v)y =
¢y(udv)=ue(vy).

Repitiendo el argumento, vemos que si M es un B-A-bimédulo y N es un
A-moddulo a derecha, entonces M ® 4 N es un B-modulo a izquierda. Si My N
son ambos bimoédulos, entonces M ® 4 N es también un bimédulo. De hecho,
supongamos que M es un B-A-bimddulo y N es un A-C-bimoédulo. Entonces
M ®, N es un B-médulo a izquierda y un C-moédulo a derecha. Si y € B, z€ C,

ueMyveN,entonces y(u® v)z) = yu® vz = (y(u® v))z, lo que implica
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asociatividad. Finalmente,sia€ R, u€ My v e N, entonces a(u®v) = (au)®v =
(ua)®v=u® (av)=(ueva.
Tenemos asiuna ley de asociatividad generalizada para productos tensoria-

les sobre 4lgebras.

Corolario 7.21. Sean Ay B R-dlgebras. Si M es un A-moédulo a derecha, N es
un A-B-bimédulo y P es un B-médulo a izquierda, entonces M ® 4 (N ®p P) =
(M®4N)®p P como R-mdédulos. Si ademas M o P es un bimédulo, entonces el
isomorfismo es un isomorfismo de médulos, y serd un isomorfismo de bimo-

dulos si ambos son bimoédulos.

El caso mds importante del lema es en el que A es subdlgebrade By N = B.
Claramente, se puede considerar B como A-B-bimdédulo. Por tanto, si M es un
A-modulo a derecha, entonces M ® 4 B es un B-mddulo a derecha inducido por
M. Denotaremos M ® 4 B por M5.

Lema7.22. Sean A, By C R-4lgebras, con A una subdlgebra de B y B una subal-
gebra de C, ysean M y N A-mo6dulos a derecha. Entonces,

M. (Me N)B=MBe NB,
an. (M5B)¢ = MmC,
(). MA= M.

Ademds, si M 'y N son bimoédulos, entonces los isomorfismos (1), (II) y (IIT)

son isomorfismos de bimédulos.

La demostracion de este lema es fundamentalmente un calco de la demos-
tracion del corolario La férmula nos prueba que los isomorfismos
preservan las operaciones escalares.

Si A es una subalgebra de B, entonces el funtor de olvido N — N4 que des-
cribimos en[3.1]lleva B-médulos en A-médulos. Componiendo esta restriccién
de operaciones escalares con la aplicacion induccién, obtenemos correspon-
dencias M — (M5) 4y N— (Ny)5.
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Lema 7.23. Sean A, B y C R-dlgebras, con A una subdlgebra de B, y sea M
un A-m6dulo a derecha y N un B-mddulo a derecha. Entonces existen homo-
morfismos vy, : M — (M?) 4 (de A-m6dulos a derecha) Y UN: (Ny)B — N (de

B-mo6dulos a derecha) tales que

vyu)=u®lyg, YueM (7.8)

un(we®lpg)=v, VveN (7.9)

Si M es un C- A-bimaédulo, entonces v s es un homomorfismo de C-médulos;
si N es un C-B-bimddulo, entonces py es un homomorfismo de C-mddulos.

Demostraciéon. Claramente, define un homomorfismo de R-médulos.
Siue Myxe A entonces vy(ux) =ux®lp=u®x = (u®1lp)x = vy (u)x. Asi,
v es un homomorfismo de A-mddulos. Si M es un C-A-bimd6dulo, entonces es
claro que v)s es un homomorfismo de C-moédulos. La aplicacion Ny x B — N
definida por (v, y) — vy es claramente R-bilineal y equilibrada (en el sentido de
la condicién (2.21) y relativa a los elementos de A). Por tanto, existe un homo-
morfismo de R-moédulos py: Ng®4 B — N tal que un(v® y) = vy. un sera por
tanto un homomorfismo de B-moédulos, y si N es un C-B-bim6dulo entonces

U serd trivialmente un homomorfismo de C-médulos.

Cuando no se preste a confusion, denotaremos simplemente v por vy y
por uy. Estas aplicaciones son ttiles para relacionar los tipos de representacion
de Ay B.

Proposicion 7.24. Sean Ay B édlgebras artinianas tales que A es una subélgebra

de By B es finitamente generado como A-moédulo a derecha. Entonces,

1. Supongamos que para todo A-médulo a derecha M, el homomorfismo
vy i M — (MP) 4 es inyectivo y de escisién. Si B tiene un tipo de repre-

sentacion finito, entonces A también.

2. Supongamos que para todo B-mddulo a derecha N, el homomorfismo
un : (Na)B — N es suprayectivo y de escision. Si A tiene un tipo de repre-

sentacion finito, entonces B también.
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Demostracion. Probaremos (I) y la demostracién de (II) serd analoga. Sean
Ny, Ny, ...Ni representantes de las clases de isomorfia de B-mdédulos indescom-
ponibles finitamente generados. Dado que B4 es un A-mddulo finitamente ge-
nerado, también lo es (IV;) 4. Por el teorema de Krull-Schmidt tenemos que cada
(N;) 4 se descompone de forma tinica en suma directa de A-md6dulos indes-
componibles. Bastara probar que todo A-moédulo indescomponible finitamen-
te generado M es isomorfo a un sumando directo de algun (N;) 4. Expresare-
mos M8 = @®* | @,,, Ni, con m; = 0. Dado que vy : M — (M5) 4 es inyectivo y
de escisién, M es isomorfo a un sumando directo de (M?) 4 = EB;C:l D m, (Ni) 4.
El teorema de Krull-Schmidt nos lleva al resultado que queremos probar, que

M es un sumando directo de algin (N;) 4, ya que M es indescomponible.

Para poder aplicar esta proposicién necesitaremos saber cudndo ¢y v son
homomorfismos de escision. A continuacién trataremos Unicamente la esci-

sion de v; la de u requeriria de resultados intermedios que no vamos a tratar.

Proposicion 7.25. Sea A una subdlgebra de la R-algebra B. Las siguientes con-

diciones son equivalentes.
1. B= A& N con N un A-submédulo a derecha e izquierda de B.

2. Para toda R-dlgebra C y todo C-A-bimédulo M, v: M — (M5)4 es un

homomorfismo de C- A-bimédulos inyectivo y de escision.

Demostracion. (I) = (II): Por (I), existe un homomorfismo de A-bimédulos
7m: B — Atal que 7|4 =id 4. Dado que 7 es un homomorfismo de A-mdédulos a
izquierda, la aplicaciéon de M x B en M definida por (u, y) — un(y) es bilineal y
equilibrada. Asi, existe un homomorfismo p : M5 — M tal que p(u® y) = um(y).
Claramente, p es un homomorfismo de C-mdédulos a izquierda, y es un ho-
momorfismo de A-mdédulos a derecha ya que 7 es un homomorfismo de A-
modulos a derecha. Finalmente, 15 = 14 € A, por lo que pv(u) = p(u®1p) =
ul, = u. Por tanto, v es inyectivo y de escision. La propiedad (I) es un caso

particular de (II) con C = Ay M = A considerado como A-bimddulo.

La parte esencial de la proposicién se puede expresar sucintamente: si v4

es inyectivo y de escision, entonces vj, es inyectivo y de escision para todo A-
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moédulo M. Llamaremos a B una extension de escision de A si A es una subdl-
gebra de B tal que B4 es un A-moédulo finitamente generadoy B= A& N con N
un A-submoédulo a izquierda y derecha de B.

Podemos aplicarlo a dlgebras de grupos con facilidad: si H es un subgrupo
de un grupo finito G, entonces FG es una extension de escisiéon de FH para
todo cuerpo F. Efectivamente, FG= FH&N con N =} e YF,y N esun sub-
A-bimoédulode FGyaque x€ Hy ye Gimplicanque xye G-Hy yxe€ G- H.

Corolario 7.26. Sean Ay B algebras artinianas tales que B es una extension de

escision de A. Si B tiene un tipo de representacion finito, entonces A también.

Este corolario es aplicacion directa de las dos proposiciones de este apar-
tado. Combinando el corolario y el ejemplo anterior de dlgebras de grupo,
tenemos la mitad de la caracterizacién de Higman de élgebras de grupo de tipo

de representacion finito.

Corolario 7.27. Sea p un nimero primo, F un cuerpo de caracteristica py G
un grupo finito tal que FG tiene tipo de representacion finito. Entonces los p-

subgrupos de Sylow de G son ciclicos.
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