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Trabajando interactivamente con series de Fourier y tri-
gonométricas

Fernando Giménez-Palomares®, Andrés Lapuebla-Ferri® y Juan-Antonio Monsoriu-
Serra®
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Abstract

Many natural phenomena have a periodic and oscillating nature. The Fou-
rier series and, in general, the trigonometric series are an excellent tool for
the study of these processes and have numerous applications in engineering:
vibration analysis, acoustics, optics, electronics, economics, medicine, image
and signals processing, data compression, etc. It involves breaking down a
periodic signal in terms of basic periodic signals whose frequencies are mul-
tiples of the original signal.

In this work we present a virtual laboratory developed as a graphical user
interface of Matlab and a methodological proposal for the study of the pro-
perties of this type of series, both from an analytical and graphic point of
view, with the aim that students can strengthen your knowledge on the sub-
Ject.

Keywords: Fourier series, trigonometric series, frequency, harmonic, spec-
trum, Gibbs phenomenon, virtual laboratory, Matlab.

Resumen

Muchos fenomenos naturales tienen un cardcter periodico y oscilante. Las
series de Fourier y, en general, las series trigonométricas constituyen una
excelente herramienta para el estudio de dichos procesos y tienen numerosas
aplicaciones en la ingenieria: andlisis de vibraciones, acustica, optica, elec-
tronica, economia,medicina, procesamiento de imdgenes y sefiales, compre-
sion de datos, etc. Se trata de descomponer una sefial periodica en términos
de sefiales periodicas basicas cuyas frecuencias son multiplos de las sefial
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Trabajando interactivamente con series de Fourier y trigonométricas

original. En este trabajo presentamos un laboratorio virtual desarrollado
como una interfaz grdfica de usuario de Matlab y una propuesta metodologi-
ca para el estudio de las propiedades de este tipo de series, tanto desde un
punto de vista analitico como grdfico, con el objetivo de que los alumnos
puedan afianzar sus conocimientos sobre el tema.

Palabras clave: serie de Fourier, serie trigonométrica, frecuencia, armonico,
espectro,fenomeno de Gibbs, laboratorio virtual, Matlab.

Introduccion

La implementacion de las Tecnologias de la Informacién y Comunicacion (TIC) durante los
ultimos afios han ido adquiriendo una importancia progresiva en el mundo educativo, per-
mitiendo un enriquecimiento y mejora de la calidad de la ensefianza. Se hace necesario
adaptar la escuela y la universidad al uso de las TIC, aprovechando los nuevos escenarios,
instrumentos y métodos en los procesos educativos.

Los laboratorios virtuales (LV) se aprovechan de las nuevas tecnologias y avances en pro-
gramacion para estimular el aprendizaje de los alumnos captando la atencién a través de
escenarios interactivos e innovadores (Luengas et al., 2009). Un LV facilita la realizacion
de practicas o experiencias a un mayor nimero de estudiantes sin la necesidad de contar
con laboratorios y permiten simular muchos fenémenos fisicos y modelar sistemas, estudiar
conceptos abstractos, mostrando solo el fendémeno simulado, e inclusive de forma interacti-
va, llevando el laboratorio al hogar de nuestros estudiantes (Lorandi et al, 2011). Aunque
inicialmente los LV se concibieron para sustituir la experimentacion real, ahorrando enor-
memente en personas, espacios, tiempo y materiales, hoy en dia también pueden usarse en
asignaturas no necesariamente experimentales. En particular, dentro del campo de las Ma-
tematicas, es posible disefiar herramientas informaticas que permitan que nuestros alumnos
amplien sus conocimientos y habilidades, sin la necesidad de dedicar un tiempo excesivo a
la resolucion de problemas farragosos, dejandoles mas libertad para organizar su tiempo,
con una ensefianza menos reglada en cuanto horarios y fomentando la formacion autodidac-
ta (Torres y Martinez, 2015) y (Jones et al., 2001). Puede ampliarse informacion sobre los
LV en la ingenieria en (Calvo et al., 2008).

Las utilidades graficas de MATLAB, junto con su accesibilidad y facilidad de uso, lo con-
vierten en una herramienta muy adecuada para la simulacion de muchos procesos en donde
el alumno puede controlar las variables que intervienen, si como analizar su influencia en el
resultado. En lo que sigue presentamos una herramienta que hemos desarrollado como una
interfaz grafica de usuario (GUI) de Matlab, con el objetivo de profundizar sobre los cono-
cimientos tedricos adquiridos por los alumnos sobre las series de Fourier y trigonométri-
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cas, de manera que se refuerze el proceso educativo y se facilite el desarrollo de competen-
cias matematicas, dedicando una especial atencion a:

e Visualizacion de las sumas parciales de las series trigonométricas y estudio de su
convergencia

e Visualizacion de las sumas parciales de la serie de Fourier asociada a una funcion
periddica y obtencion de los coeficientes correspondientes

e Estudio del fenomeno de Gibbs

e Analisis del espectro de lineas de series trigonométricas y de Fourier

Consultar la referencia (Decik y Assanis, 2005) para profundizar sobre las GUI en general y
las referencias (MATPIC, 2017) y (Mathworks, 2018) sobre como se implementan las
GUIs en MATLAB.

Trabajos Relacionados

Existen numerosos trabajos relacionados con el uso de laboratorios virtuales de Matemati-
cas en asignaturas de las ingenierias. Podemos citar los articulos de (Jiménez y Sucerquia,
2008) y (Torres y Martinez, 2015). Durante los ultimos afios los autores han presentado
varias contribuciones que abordan la implementacion de herramientas informaticas para el
estudio de diversas tematicas de tipo matematico (Giménez et al., 2016, Giménez et al.,
2018) y otros. Sobre LV y series de Fourier pueden consultarse (LAFA, 2018) y (Girona,
2018).

Metodologia
Fundamentos teoricos

En lo que sigue vamos a hacer una descripcion somera de lo que son las series trigonomé-
tricas y de Fourier, y presentaremos la herramienta docente que hemos diseflado para su
estudio.

Se llama serie trigonométrica a toda serie funcional que se expresa de la forma

a = 2nn 2nn
> + Z a, cos (T x) + b,sen (Tx)
n=

donde T > 0, ay, a4, ay, ..., by, by, by, ... son constantes reales. A los valores a,, b, se les
llama coeficientes de la serie.
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Es inmediato que si la serie coverge para un cierto punto x también converge para cualquier
punto de la forma x + kT,k € Z y su suma es la misma. Como consecuencia si la serie
trigonométrica converge a una cierta funcion, ésta sera periodica de periodo T. Si los térmi-
nos a, son todos nulos la funciéon suma es impar y si los términos b,, son todos nulos la
funcion suma es par.

Sea f una funcion integrable en [0, T]. Se llaman coeficientes de Fourier de f a los nime-
ros

2 (T 2nn
a, = TJ- f(x) cos (Tx> dx, n=0,1.2,..
0

b _2[7 (27m )d 1
n—TOf(x)sen T x | dx, n=12,..

Se llama serie de Fourier de f en [0,T] a la serie trigonométrica que tiene dichos coefi-
cientes. Cuando la funcion f es ademas periddica de periodo T a la serie anterior se le llama
serie de Fourier de f. En este caso es posible reemplazar el intervalo inicial [0,T] por
cualquier otro intervalo de longitud T. Se suele trabajar en muchas ocasiones con el interva-
lo[-T/2,T/2].

Si la funcion f es impar los coeficientes a,, son todos nulos y si es par los coeficientes b,
son todos nulos.

El siguiente resultado establece condiciones para que la serie de Fourier de una funcion
dada sea convergente:

Teorema: Si f estd acotada y es monotona a tramos en [0,T] y periddica de periodo T
entonces la serie de Fourier de f es convergente en cada punto x real a

fo) + f(x)
2

donde f(x,) y f(x_) denotan los limites por la derecha e izquierda respectivamente de f
en x. Asi en los puntos x donde f es continua la suma es f(x).

En los puntos en donde f tiene una discontinuidad de salto las sumas parciales de las serie
de Fourier mantienen unas oscilaciones cerca de dicho puntos (fenomeno de Gibbs).

Las series de Fourier pueden expresarse en forma exponencial

[oe]

2minx
E cpe T

n=-—oo

donde ¢, =%(an —iby)sin=0y ¢, =%(an +ib,)sin<0
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Otra forma muy util es

Ay <
> + Z A, cos(nwx — ¢,)
n=1

donde Ay = g, @y = Ay 05(9,), by = Ay sen(p,) y = 2=

A la expresion A, cos(nwx — ¢,) se le llama armdnico de orden n, a A, amplitud del
armonico, a nwx — @, fase del armonico, a wx pulsacion o frecuencia angular del armo-

. roo. nw n . roo.
nico, a @, constante de fase del arménicoy a f; = Pyl frecuencia del armonico.

Se puede estudiar graficamente la contribucion de cada armonico en una serie de Fourier
representando la frecuencia respecto de la amplitud en un diagrama de barras que recibe el
nombre de espectro de lineas.

Para profundizar sobre el tema se pueden consultar las referencias (Folland, 2009), (Pinkus
y Zafrany, 1997) y (Chapra y Canale, 2016).

El laboratorio virtual

Al ejecutar el laboratorio virtual fourier se abre en primer lugar la ventana de presentacion
mostrada en la figura 1.

Figura 1 Ventana inicial del LV fourier

Al pulsar el boton GUIA DE USUARIO se abre un pequefio documento en pdf con instruc-
ciones sobre el uso del programa. Si se pulsa CONTINUA se muestra el LV propiamente
dicho (ver figura 2).
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Figura 2 Ventana de entrada de datos del LV fourier

(4 fourier_aux - pe

SERIES TRIGONOMETRICAS Y DE FOURIER

F. Giménez y J. A. Monsoriu

Serie de Fourier e

Serie de Fourier

Funcién

Tipo de intervalo | [0T] v

Periodo
Numero de términos

Intervalo

O Listado
PULSAR BOTON

Los parametros de entrada son los siguientes:

e Desplegable inicial: A elegir entre Serie de Fourier y serie trigonométrica.

e  Funcién: Expresion de la funcion a desarrollar en serie de Fourier en la variable x.
Es necesario usar *.*’, *./” y ‘.

e Tipo de intervalo: [0,T] o [-T/2,T/2].

e ag: valorde a,.

e a,:expresion de a, en la variable n.

e b, expresion de b, en la variable n.

e Periodo: valorde 7

e Nuimero de términos: entero positivo n o vector con valores enteros positivos dis-
tintos [n4, Ny, ..., Nk |-

e Intervalo: vector [a,b] en donde se desean dibujar las series parciales y/o la
funcién dada.

e Listado: Nombre del fichero de texto en donde guardar informacion relativa a la
serie de Fourier o trigonométrica que recoge los valores a;, bj, ¢j,c_j, Aj, @;, fi,
ademas de la expresion de la funcion y el periodo relativa a la serie trigonométrica
o de Fourier generada si se ha seleccionado dicha opcion.
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Si se pulsa el boton PULSAR BOTON se generan dos graficos, uno con la suma parcial S,
6 las sumas parciales S, ,Sy,, ..., Sy, de la serie de Fourier o la serie trigonométrica de-
pendiendo de la opcion elegida en el desplegable y la propia funcion f en el primer caso, en
el intervalo [a, b], y otro con el espectro de lineas. En el caso de varias sumas parciales se
trata de un grafico animado.

En la definicion de la funcion f en muchas ocasiones se trabaja con la funcion caracteristi-
ca

1 x€][a,b]

Xap)(X) = {o otro caso

Hemos implementado la funcion de Matlab chi(a,x,b) para poder trabajar con ella al intro-
ducir la funcién f.

Metodologia propuesta

Se propone la siguiente metodologia a seguir en las asignaturas de matematicas de las inge-
nierias en donde se estudien las series de Fourier y trigonométricas:

1) Introduccion en las clases habituales de aula de los conceptos teoricos necesarios.
2) A continuacion se presenta el LV y se explica con detalle como se usa.

3) Se proponen una serie de ejercicios ilustrativos en donde los alumnos tengan que utilizar
el LV para resolver problemas concretos en las aulas informaticas o en casa.

4) Envio de los ejercicios resueltos al profesor para que los corrija.

Los alumnos pueden trabajar de manera auténoma y autodidacta con su propio ordenador,
aunque no se disponga de Matlab, mediante el uso de una version ejecutable del laboratorio
virtual que también ponemos a su disposicion. Para valorar la incidencia de esta
metodologia se propone la realizacion de una pequefia encuesta al final.

Resultados

Ejemplo 1: Se desea representar las ocho primeras sumas parciales de la serie de Fourier
correspondiente a la funcion 2 periddica

_ (-1 x€[-10]
Fe = {7 x €[01]
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y su espectro de lineas.
La figura 3 muestra el resultado obtenido al ejecutar la aplicacion. Puede apreciarse la natu-

raleza del fendmeno de Gibbs en torno al punto x = 0.

Figura 3 Graficos correspondientes al ejemplo 1.

También se ha generado el fichero de texto con informacion relativa a la serie de Fourier
(ver figura 4).

Figura 4 Listado correspondiente al ejemplo 1.

SERIE DE FOURIER

T=2

n a(n) b(n) c(n) c(-n) A(n) phi(n) freq(n)

8 8 Nall %) 8 Nal Nall Nal
1.8000 8 1.2732 7.6394 7.63%94 1.2732 1.5788 8.5e00
2.8888 -B.8888 8.88880 8.80080 8.8088 B.8888 1.57838 1.88080
3.08000 0.0e0e 8.4244 2.5465 2.5485 B.4244 1.5788 1.5@00
4,880 B.8888 -B.eeee -B.8808 -B.e888 B.8888 1.57838 2.88088
5.8000 -9.080e 8.2546 1.5279 1.5279 B.2546 1.5788 2.5800
6.8888 -B.8888 8.88880 8.80080 8.8088 B.8888 1.57838 3.80080
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Ejemplo 2: Sea la serie trigonométrica

"

n2

1 /1 (
-+ Z —cos(nx) + sen(nx)
2 n?

n=1
La figura 5 muestra graficamente las diez primeras sumas parciales en el intervalo [0,67] y
el espectro correspodiente. La figura 6 muestra el listado correspondiente.

Figura 5 Graficos correspondientes al ejemplo 2.

Puede observarse que la serie es convergente a una funcidon periddica de periodo 2 y con-
tinua en toda la recta real.

Conclusiones

El laboratorio virtual puede representar una excelente herramienta, desde el punto de vista
docente, para el estudio de las series de Fourier y trigonométricas, dada su facilidad de uso
e inmediatez en la generacion tanto de las graficas correspondientes como los valores de los
coeficientes buscados. La sencillez de manejo, rapidez, opciones graficas e interactividad
pueden ser ttiles a la hora de profundizar sobre el tema, afianzando los conocimientos
teoricos adquiridos, de manera que los alumnos conozcan las propiedades mas importantes
relacionadas con estos tipos de series.
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Figura 6 Listado correspondiente al ejemplo 2.

SERIE TRIGONOMETRICA

T =6.2832
n a(n) b(n) c(n) c(-n) A(n) phi(n) freq(n)

e @.5e800 Nall VEL VEL Nahl Nal Nal
1.60080 1.e600 -1.80008 1.0800 - 1.00001 h.@@@@ + 1l.08801 1.4142 2.3562 8.1592
2.0000 @.2500 8.2500 ©.2500 + 8.25801 ©8.250@ - 8.25801 8.3536 8.7854 8.3183
3.0000 8.1111 -8.1111 8.1111 - ©.11111i ©.1111 + @.1111i @.1571 2.3562 8.4775
4.0008 8.8625 8.8625 8.0625 + ©.06251 0.0625 - 8.86251 ©.8884 8.7854 8.6366
5.6000 a.e4ee -8.8408 8.0400 - ©.04801 ©.0400 + ©.04801 ©.0566 2.3562 8.7958
6.0000 8.8278 8.8278 8.8278 + ©.02781 0.9278 - 0.82781 0.6393 8.7854 8.9549
7.00080 a.8204 -8.8204 8.0204 - 9.02841i ©.9204 + ©.92841i ©.0289 2.3562 1.1141
§.0000 8.8156 8.e156 8.0156 + ©.01561i ©.9156 - @.81561i @.e221 8.7854 1.2732
9.0008 8.8123 -8.8123 8.8123 - 8.81231 8.8123 + 8.81231 8.8175 2.3562 1.4324
16.e0ee a.elee g.e1ee 8.e1e@ + ©.01€ei ©.91e0@ - e.eleei @.e141 8.7854 1.5915
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